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В статье приводится новый метод конформного отображения односвяз­
ных областей, условия которого легко проверяемы и являются более 
слабыми, чем условия соответствия границ.

§0. ВВЕДЕНИЕ

Пусть И и С - односвязные ограниченные области с гладкими границами Г и 

Б, соответственно. В книгах [1] и [2] приведен следующий критерий конформнос­

ти отображения (принцип соответствия границ) : если функция <р(х) аналитична 

в области Д, непрерывна в замнкутой области Д = ДОГ и взаимнооднознач­

но отображает контур Г на контур Б, сохраняя ориентацию, то у>(я) конформно 

отображает область Д на область С.

Пусть я = а(4) - параметрическое уравнение контура Г, где параметром 4 

является точка единичной окружности |4| = 1 :4 = е,в,О<0< 2тг.

Под гладкостью контура Г мы понимаем следующее : 1) контур Г простой, 

т.е. не пересекает сам себя; 2) существует производная
<44 / 0, удовлетворя­

ющая условию Гельдера на окружности |4| = 1.

В данной работе приводятся новые критерии конформности отображения 

односвязных областей, где условие взаимнооднозначного отображения границ 

заменяется более простым условием, проверка которого во многих случаях не 

представляет особой трудности.
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§1. ОТОБРАЖЕНИЕ НА ВЕРХНЮЮ ПОЛУПЛОСКОСТЬ И КРУГ

1. Пусть <p(z) - функция, конформно отображающая область D на полуплоскость 

Imz > 0, а точку zj g Г переводит в бесконечность. Тогда существует (см. [1]) 

конечный, отличный от нуля предел

lim p(z)(z — zi) = с, z g D. (1)

Из определения конформного отображения следует, что

Im^(z) = 0, z g Г, z ф zi, (2)

Im^(zo) > 0, (3)

где zq - некоторая фиксированная точка в области D.

Следующая теорема устанавливает, что необходимые условия (1) — (3) 

являются также достаточными для того, чтобы отображение было конформным.

Теорема 1. Если функция p(z) аналитична в области D, непрерывна в замкну­

той области D, кроме точки и удовлетворяет условиям (1) — (3), то — <p(z) 

конформно отображает область D на полуплоскость > 0.

Доказательство. Не ограничивая общности, мы можем считать, что Zi = 0 и 

ось х-ов является касательной к кривой Г в начале координат. Тогда условия (1) 

и (2) запишутся в виде

limp(z)z = c, z g D, (4)

Imp(z) = 0, z 6 Г, z 0. (5)

Уравнение контура Г в окрестности начала координат запишется в виде

у = а(х), (6)

где а(х) - непрерывная функция в окрестности точки х = 0 и

lim = 0. (7)«-ю х ' '

Сначала покажем, что из условий (4) и (5) следует, что постоянная с - вещест­

венное число.
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Из (6) следует, что параметрическое уравнение контура Г в окрестности 

начала координат в комплексной форме запишестя в виде

ж = ։ + га(х), -е<х<е, (8)

где £ - достаточно малое положительное число.

Подставляя (8) в (5) и умножая обе части (5) на х, получим

1т х .
х + ։а(х) (г + ։а(г)) <р(х + йж(®)) = 0. (9)

Переходя в (9) к пределу при х —> 0 и имея в виду пределы (4) и (7), получим

1тс = 0. (10)

Пусть теперь ( = <ро(х) конформно отображает область О на полуплоскость 

1т£ > 0 и переводит начало координат в бесконечно удаленную точку. Тогда, 

как указано выше

11тро(к)г = с0, (11)

1тро(*) = 0, х € Г, ж / 0, (12)

1ту>о(жо) > 0, (13)

где со - постоянная, не равная нулю.

Обозначим 
£ 

Ф(ж) = р(ж)-------¥»о(х).
Со

Ясно, что Ф(ж) аналитична в области В, непрерывна в замкнутой области Р, 

кроме, быть может, точки ж — 0. Из (4), (5), (11) и (12) имеем

ИтФ(ж)ж = 0, ж 6 О, (14)

1тФ(ж) =0, ж € Г, ж 0. (15)

Из (15) следует, что аналитическая функция Ф(ж) в точке ж = 0 имеет слабую 

особенность. Поэтому, из (15) следует (см. [2]), что Ф(ж) = Сх, где сх - некотороая 

вещественная постоянная. Следовательно

р(ж) = — ро(ж) + сх. (16)
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Так как постоянные С1, Сг и с действительны, то из (16) имеем
С

1тр(го) = — 1ту>о(^о)- со
Отсюда и из условий (3) и (13) имеем

- > 0. (17)
со

Так как С = <ро(х') конформно отображает О на полуплоскость 1т( > 0, то из 

(16) и (17) следует, что £ = у>(г) - конформно отображающая функция. Теорема 

1 доказана.

2. Пусть функция аналитична в области Р, непрерывна в замкнутой 

области Р и удовлетворяет условиям
\<р(х)| = 1 при х & Г; <р(хо) = 0, <р(х) £ 0,

(18) 
если 2 € Р, г 2о и <р'(хъ) 0.

Тогда имеет место следующая

Теорема 2. Функция £ = у»(г) конформно отображает область О на круг |С| < 1.

Доказательство. Пусть аналитическая в области О функция <р(х) удовлетво­

ряет условиям (18), а С = <ро(к) конформно отображает область О на круг |£| < 1 

и <ро(го) = 0. Тогда очевидно, что функция фо(^) также удовлетворяет условиям 

(18). Следовательно, отношение 

аналитично в области D и удовлетворяет условиям

Ф(г) / 0 при 2 G D, |Ф(я)| = 1 при 2 g Г. (19)

Из (19) мы заключаем, что Фо(г) = 1пФ(г) аналитична в области D, непрерывна 

в замкнутой области D и удовлетворяет условию

ДеФо(2)=0, 2 6 Г. (20)

Из (20) имеем (см. [1]), что Фо(г) = *^о, где 0о ~ некоторая вещественная 

постоянная. Следовательно, Фо (г) = ехр(гбо) и

р(г) = <f>o(x) exp (i60). (21)

Из (21) непосредственно следует, что ( = <p(z) также конформно отображает 

область D на единичный круг. Теорема 2 доказана.
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§2. КРИТЕРИЙ КОНФОРМНОСТИ ОТОБРАЖЕНИЯ 

ОДНОСВЯЗНЫХ ОБЛАСТЕЙ

1 .Теорема 3. Пусть О и С - односвязные ограниченные области с гладкими 

границами Г и Б, соответственно. Любая аналитическая в О функция р(я), 

непрерывно диффенецируемая вО и удовлетворяющая условиям

е Б при 2 £ Г, у>(го) = Со, = С1,

4>(г) Ф С1 при г 6 Г, 2/21,

где го б Д, Со б б, 21 £ Г и С1 6 £ - некоторые фиксированные точки, конформно 

отображает И на С.

Доказательство. Пусть С = Ф(<) конформно отображает б на полуплоскость 

ЬпС > 0 и переводит точку С в бесконечность. Рассмотрим отображение

С=Ф(р(к))=«(х). (22)

Функция ш(г) аналитична в Д, непрерывна в замкнутой области Д, за исключе­

нием точки г = 2} и удовлетворяет всем условиям теоремы 1. Поэтому С = ы(г) 

конформно отображает Д не полуплоскость 1тС > 0. Из (22) имеем

?(*) = ф-»(<ф)),

где Ф-1(г) - функция, обратная к функции Ф(<). Ясно, что < = Ф-1(у(г)) 

конформно отображает Д на б. Теорема 3 доказана.

2 . Пусть теперь ^0(2) аналитична в области Д, непрерывно дифференцируема 

в Д и удовлетворяет условиям

^о(г) б Б при г £ Г; ро(го) = Со, Ро(го) / 0

и Ро(г) # Со при 2 б Д, 2 / го,

где 20 б Д, Со б б - некоторые фиксированные точки. Тогда имеет место
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Теорема 4. Функция t = p>o(z) конформно отображает D на G.

Доказательство. Пусть С, = Фо(<) конформно отображает G на единичный круг 

|С| < 1 и Фо(Со) = 0. Тогда отображение С = Ф0(у>0(^)) = w0(z) удовлетворяет 

всем условиям теоремы 2. Поэтому С = w(z) конформно отображает область D 

на единичный круг |С| < 1, a t = Фц 1(wo(«)) = фо(г) конформно отображает D 

на G. Теорема 4 доказана.

§ 3. ДРУГИЕ КРИТЕРИИ КОНФОРМНОСТИ

Пусть D - односвязная ограниченная область с гладкой границей Г, и пусть 

<p(z) - аналитичная в области D функция, непрерывная в замкнутой области 

D. Пусть G и L - образы D и Г, соответственно, при отображении С = <p(z). 

Известно, что G также является односвязной областью. Обозначим через Lq 

границу области G. Возникает естественный вопрос : при каких условиях на 

функцию tp(z) контуры L и Lq совпадают и функция С = конформно 

отображает область D на область G ?

Лемма 1. Контур Lq принадлежит контуру L.

Доказательство. Пусть Со 6 До- Докажем, что Со € Д- Так как G - область, 

то Со не принадлежит области G, существует последовательность Cn G G 

(п = 1,2,...) и Сп -> Со- Так как Сп 6 G, то Cn = где zn e D - один 

из прообразов точки Сп при отображении С = v{z)- Так как последовательность 

zn ограничена, то существует подпоследовательность zmk (k = 1,2,...), которая 

сходится к некоторой точке zq £ D. Следовательно

<p(zo) = lira p(zm* ) = lim Cm* = Со- с—♦оо Jt->oo

Таким образом, точка y>(zo) не принадлежит области G. Это означает, что 

точка zo не принадлежит области D. Следовательно, zq £ Г и, по определению, 

Со = ф(*о) 6 L- Лемма 1 доказана.

Лемма 2. Контур Lq совпадает с контуром L тогда и только тогда, когда 

функция <p(z) удовлетворяет условию

(p(z) # <p(t) при zÇ D, tel. (23)
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Доказательство. Пусть выполнено условие (23), и пусть Со б Б. Докажем, что 

Со € Бо- По определению контура Б существует точка <0 6 Г такая, что Со = У’(^о)- 

Из неравенства (23) при г £ Д и < = <о следует, что точка Со не принадлежит 

области С. Пусть гп Е В - последовательность точек такая, что Нт гп = 40- и—юо
Тогда

Нт р(г„) = <р(10) = Со- я—+оо

По определению области С точка ¥>(гп) € б. Следовательно, точка Со не принад­

лежит б. Поскольку Со является пределом точек из б, то го € До- Отсюда и из 

леммы 1 следует, что контуры Б и Бо совпадают.

Пусть теперь для некоторой пары точек го Е В и <о € Г имеет место 

равенство

¥>(го) = р(*о). (24)

По определению б и-Б, имеем <р(го) £ б, р(<о) 6 Ь- Из (24) следует, что 

Со = У>(*о) = р(го) одновременно принадлежит и контуру Б и области В. Поэтому 

Со £ Д и Со До- Но если условие (23) нарушается хотя бы для пары точек го £ В 

и <0 £ Г, то До Д. Лемма 2 доказана.

Следующий пример показывает, что оба случая леммы 2 возможны.

Пример 1. Рассмотрим функцию

р(г) = г-аг։, (25)

где а - положительная постоянная.

В качестве области В берем единичный круг |г| < 1. Очевидно, что границей 

Г является единичный круг |г| = 1. Тогда неравенство (23) для функции (25) 

запишется в виде

а(г + <)^1, |г| < 1, |*| = 1. (26)

При 0 < а < 1/2 неравенство (26) всегда выполняется. Поэтому, согласно лемме 

2, контуры Д и До совпадают.

Пусть а > 1/2. Тогда условие (26) нарушается хотя бы для пары точек < = 1 

и г = а՜1 — 1. Поэтому в этом случае До принадлежит контуру Д, но не совпадает 

с Д.
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Пусть <р(г) аналитична в области Д, непрерывна в замкнутой области £> и 

удовлетворяет условиям

р'(*о) / 0, ¥>(х) # <р(хо) при я € О, г яо;

<р(г) ф <р(1) при я € О, 4 € Г,

где яо - фиксированная точка в О.

Пусть б и Б - те же, что и выше. Тогда имеет место следующая

Теорема 5. Если контур Б - гладкий, то функция С = <р(г) конформно отобра­

жает область О на область С.

Доказательство. Согласно лемме 2 границей области б является контур Б. 

Пусть Со = У’С-го)- Согласно определению области б и контура Б имеем Со € С и 

у»(я) € Б при я £ Г. Поэтому функция удовлетворяет всем условиям теоремы

4. Отсюда следует справедливость теоремы 5.

Пусть теперь хотя бы для одной пары точек яо е Б и 40 € Г имеет место 

равенство (24). Тогда граница Бо области б принадлежит контуру Б, но не 

совпадает с ним.

Задача. Какой частью Б является граница Бо области б.

Пусть у>(я) = я — я2, Б является единичным кругом |я| < 1. Функция р(я) 

принимает одинаковые значения на окружности |я| = 1 только в паре точек

1 х/3 . _ 1 л/3 .
г1 = 2 + ֊2-», гда *»(*1) = ¥>(*1) = 1-

Пусть 71 - дуга окружности |я | = 1 между точками ях и ях (обход против часовой 

стрелки), и пусть 72 - остальная часть окружности |я| = 1. Точки ях и ях будем 

включать как в 71, так и в 72.

Обозначим через £х и Б2 образы 71- и 72, соответственно, при отображении 

С = р(я). Так как р(ях) = р(ях), то Б1 и Б2 являются замкнутыми кривыми (без 

концов). Графики контуров Бу и Б2 показывают, что контур Бу обхватывает 

контур Б2 и они имеют только одну общую точку £ = 1. Имеем Б = £хи^։- 

Легко проверить, что граница Бо области б совпадает с контуром Бу.
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ABSTRACT. The paper describes a new method of conformal mapping of 
simply connected domains, under conditions weaker than those imposed 
in the principle of correspondence of boundaries and that can be easily 
verified.
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