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Для п-мерного многогранника Л/ мы определяем мультианизотропное 
функциональное пространство Жевре Г^(П) и доказываем, что реше
ния гипоэллиптических уравнений с переменными коэффициентами из 

принадлежат

ВВЕДЕНИЕ

В работе [1] Л. Хёрмандером введено понятие гипоэллиптичности и дока

зано, что решения гипоэллиптического уравнения Р(Д)и = 0 с постоянными 

коэффициентами принадлежат классам Жевре Г(, характеризуемым показате

лем гипоэллиптичности I оператора Р(&). В работе [2] Л. Катабрига получил 

условия, при которых отображение Р(Л) : Г1 >—> Г* является изоморфизмом.

В работах [3] - [5] доказано, что решения уравнений Р(т, О)и = /(я) 

с достаточно гладкими коэффициентами принадлежат классам Г՛ при любых 

/ € Г*. В этих и других работах рассмотрены лишь изотропные классы Жевре.

В работах [6] - [7] для одного класса гипоэллиптических уравнений с по

стоянными коэффициентами доказаны оценки роста производных, улучшающие 

результаты выше перечисленных работ. В работе [8] для п-мерного многогран

ника М введено понятие мультианизотропного класса Жевре Г'՝՜* и установлено, 

что решения определенного класса гипоэллиптических уравнений Р\х, Б)и = О 

с аналитическими коэффициентами принадлежат классам Г“4, где М является 

многогранником веса гипоэллиптичности оператора Р(я, В).

В настоящей работе для широкого класса гипоэллиптических уравнений 
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Р(х, О)и = 0 с переменными коэффициентами (вообще говоря не аналитичес

кими) доказывается принадлежность слабых решений к определенному мульти- 

анизотропному классу Жевре. В § 1 вводятся необходимые обозначения и опреде

ления. Доказываются некоторые свойства многогранников Ньютона изучаемых 

операторов. В §2 вводятся понятие дополняющего многогранника и связанные с 

этим мультианизотропные классы Жевре. В §3 в терминах дополняющих много

гранников уточняются те классы Жевре, которым принадлежат слабые решения 

уравнения Р(х, О)и = 0.

§1 . ОПРЕДЕЛЕНИЕ И НЕКОТОРЫЕ

СВОЙСТВА МНОГОГРАННИКОВ

Пусть Ж" - п-мерное вещественное евклидово пространство точек х = 

= (х։,...,хп) € Жп,

Жд = {хЕ Ж" : х-1 • • -хп ф 0}, Ж" = {х Е Жп : ху > 0. у = 1, ...,п}.

Пусть No - множество мультииндексов а = (ац, ...,ап) с неотрицательными 

целыми компонентами. Для х, £ £ Жп, а € No обозначим

х“ = х?'..-х“% |х|о = |Я1|в*--|г„Г-, |а| = У>у,
>=։

1КН =

где

= = или = > = 1... п֊
Мы будем рассматривать наборы

(1-1)

где

£ Ж1, шш А, = 1, >0, 7՛ = 1,
1<<<п

Определение 1.1. Характеристическим многогранником набора В называется 

множество

А/՜ = А/"(В) = {։/ Е Ж; : (։/, А>) < , j = 1,.... £}.
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Полежим
А/՜'= (1/€ №•+: у € Л/'}, 

дЛГ = {»£#■■ (у, Х}) = У = 1,.... к}, 

£(Л/՜) - множество вершин многогранника Ы.

Пусть А, В € П<+ - ограниченные множества. Положим

А ® В = {х + у : х е А, уЕВ), АЭВ= {х: х + у € А, Уу е В}.

Пусть В - набор вида (1.1) и Л/"(В) - характеристический многогранник этого 

набора. Положим

М = Л4(Л/՜) = {1/ € ПЦ. : {и, А>) < 1, У = 1,.... к},

М'}=АГеМ\ М0 = АГ\М'1, Л4у=Л4<\Л4<+1, У=1,2,...

Ледко доказать следующее

Предложение 1.1. Пусть В - набор вида (1.1) и М(В) - характеристический 

многогранник этого набора. Тогда

а) если ) > [с/0] + 1 (<А> = &>)> т Щ = 0 •’
Ио]

б) ЛГ = и ;
1=о

в) для любого целого ) > О

А} = {и 6 т." : (у, А1) < </,■ - у, » = 1,.... Л} с М\.

Рассмотрим множество Р = {Л/՜ : Л/՜ - характеристический многогранник 

некоторого набора В вида (1.1) и удовлетворяет условию : существует натураль

ное число Уо такое, что для любых М? найдется мультииндекс

Р такой, что Р < а и а — (3 £ Л4-’}. При п = 2 справедливы следующие 

леммы.

Лемма 1.1. Пусть Х/\В) - характеристический многогранник набора В =

А>6П1^, А1 > ■••> А* > (1,1), тшА{ = 1, «£. > 0, у = 1,...,*.

Если Е(Л/՜) С No, то АГ Е Р.
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Лемма 1.2. Пусть

А, рЕГО^., А > (1,1) < р, Д1 — А] = 1, </, р>0,

V = {։/ £ ГО* : (х/, А) < <1, {и,р) < р}.

Если Е(А/՜) С Яо2, то V £ Е.

Пусть кип- натуральные числа

е* = А>€П1+,- пйп А/= 1, <1 > 0, 1 = 1,...;к.

Обозначим

Ег = {1/ € ГО" : («/, А՛’) = € е, (х՜, А-’) < <1, 1 = 1, 0 ± е С е*;

Я+т = {1/ € ГО; : х/,- = 0; х £ т);

£>т (е) = < у 6 №֊; : 22 , 0 / т С еп, е > 0.
I <6т

Предложение 1.2. Если для некоторого множества е С е* Е, = 0, то сущест

вует £ > 0 такое, что система

( (х/ + т]', А') = <1 при х £ е, 
I ^') < ПРИ * е

не имеет решения в ГО^ при любых г)' Е ГО”, ||^‘|| < £, х Е е.

Доказательство. Положим

Се = {«/ЕПЦ.: (^,А>) = <1,1 ее}, V = {х/ £ ГО" : (у, А>) <<1,1 = 1,..., к}.

Множество Сс замкнуто, а V замкнуто и ограничено (что следует из условия 

А/՝ О Сг = Е, = 0). Следовательно, существует окрестность нуля Ц С ГО." такая, 

что

{Се © и) П (У ф и) = 0.

Предложение 1.2 доказано.

Через Ео обозначим то наибольшее число, для которого выполняется пред

ложение 1.2 при всех 0 е С еь для которых Ее = 0.
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Предложение 1.3. Если ЕгШй]'= 0 при некоторых 0 / е С е* и 0 / тп С е„, 

то существует е > 0 такое, что Ег П От (е) = 0.

Доказательство следует из того, что множества Е( и П1^,гл замкнуты. Е, 

ограничено и £>,„ (с) = Ф Пс, где

U' = v Е К' Vj = 0, j £ тп,

Обозначим через Е1 то наибольшее число, цля которого выполняется утвержде

ние 1.3 при любом тп С еп таком, что Ее П Ж^'"1 = 0.

Теорема 1.1. Пусть В - набор вида (1.1) и //(В)---- характеристический

многогранник набора В. Если С No и ~ // (т.е. = ЛГ для

некоторого <1> 0^, то М 6 Р.

Доказательство. Пусть €՛ = тт(£0/4, £1/4) (е0, £1 - числа, определенные вы

ше)! 1о > 4с42/£' - натуральное число и а - любой фиксированный мультииндекс 

такой, что

= s>j0.

Возможны следующие случаи : 
х , • d . ,а) а, > Ц = mm —г, п;

i<><* Aj
б) существует множество m = {1,..., g) С е„ такое, что а,- < i £ тп.

В случае а) для некоторого 6 € [0,1) имеем

тах (а, А2) = d + s — 6 = td, t = 4—-
1<J<* ' d

Пусть ради определенности грани Л/" 1 с внешними (относительно Л/) нормаля

ми А1, ։ = 1, ...,р, р < к имеют пересечение с шаром (7е>(а/4) радиуса е' с центром 
г

в точке а/4. В силу предложения 1.2 имеем Р| Л/?1՜1 / 0. Пусть /? - вершина мно-

гогранника Л/ такая, что (3 € Р] Л/՞՜1. Так как а > то а-0 е Л/$. Поскольку 
1=1

аЦ € дМ. то для некоторого 4' € [1,4/(4- 1)] имеем 4'^ £ д//. Используя 

это, получим

a
7

tia~0 11 
t

2d 2d2 e'
t t - 1|Н| ֊ t - 1 3-6-2՝
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т.е.

{1^11 еи.- (2)па¥.
Так как шар £/։<(ог/4) пересекается только с гранями А/'՞ ։, ։ = 1,...,р, 

а — Р . ,
существует индекс 1 < у < р такой, что 4 —-— лежит на грани Ау 1

то

и,
следовательно, для любого индекса ։ = 1, ...,к

(е—— .аЛ < (г—-,хЛ.
X / \ ^ /

Так как (р, А1) = <1, то

(а - Р, Д') < (а - Р, А>) = (а, Х>) - (р,Х}) < d + з - d = з, ։ = 1,А,

следовательно, а — р € М.\[-

Рассмотрим случай б). Ради определенности предположим, что только грани

А/"՜1, ։ = 1,...,р, р < к пересекаются с шаром 17։<(а/4). Тогда, в силу предло- 
р

жения 1.2, А/’П Р| А/?1՜1 0- Так как 17։<(а/4) С От(е'), то в силу предложения
1=1

1.3 р
аг пр] л/;՞-1 п ж.;՛՞1 / о.

•=1

Пусть
р

р е Е(АГ) П р| АС1՜1 П Ж.;՛"*.
1=1

Проводя аналогичные рассуждения как при доказательстве случая а), получим, 

что а - р € А4^, т.е.

§2. ДОПОЛНЯЮЩИЕ МНОГОГРАННИКИ И

МУЛЬТИАНИЗОТРОПНЫЕ КЛАССЫ ЖЕВРЕ

Пусть В - набор вида (1.1) и АГ(Д) - характеристический многогранник 

набора В. Положим

М£) = 1+ 12 1£13. ^еж". (2.1)

Пусть В‘ ֊ другой набор вида (1.1), а А/՜՞ - соответствующий характеристичес

кий многогранник.

Определение 2.1. Говорят, что многогранник АГ* Пополняет многогранник А/, 

если при некоторой постоянной С > О

< С(М€) + Алг-(ч)). Сп 6 П1п,
и если для любого многогранника А4, Ы՝ М отношение ———— не 

М£)+Алг- (у)
ограничено на Ж.".
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Предложение 2.1. (см. [8]) Пусть В - набор вида (1.1) и V(B) - характе

ристический многогранник набора В. Тогда многогранник ^' = {t/ Е П<" : 

(м, Л°) < 1}, где 
п ( .

Л° = I nun I — I ,..., пип з-ll, 
I1<><г \ dj 1 \ di / /

дополняет N.

Предложение 2.2. Пусть В - набор вида (1.1) и ЛГ(В) - характеристический 

многогранник набора В. Если Af‘ дополняет Af, то для любого t > 0 многогран

ник (V4)* дополняет многогранник А(։.

Доказательство. Так как для любого t > 0 имеем с некоторой постоянной 

С = С(4) > О

<Ch„.(Q, (eß", 

то докзательство следует из определения дополняющего многогранника.

Пусть В - набор вида (1.1), А/(В) - характеристический многогранник 

набора В и П - область в IRn. Через Г^(П) обозначим множество функций 

f € С°°(П) таких, что для любого компакта К С П существует постоянная 

С ֊ С(К, /) > 0 такая, что

вир |2?“У(х)| < C,+1j7, а 6 АР, j = 1,2,... 
*ек

(описание свойств класса Г^(П) см. в [8]).

Предложение 2.3. Для того, чтобы f G Г^^П), необходимо и достаточно, 

чтобы существовала постоянная С = C(K,f) > 0 такая, что для любого 

компакта К С П

вир |Д°/(х)| < С>+1?/։, абЛР, j=l,2,...

Доказательство следует из определения множества Г^' (П).

Предложение 2.4. Пусть В - набор вида (1.1), А((В) - характеристический 

многогранник набора В и П - область в П1П. Тогда для любого 4 > О

r<v‘>'(fi) хГ*"(П) crv'(Q).
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Доказательство. Пусть 4 > 0 - некоторое число и д(х) е Г։л,1)'(Я), /(х) £ 

Гл" (Я). Достаточно показать, что д(х) ■ /(х) € (Я). Для любого мультиин

декса а € 1 = 1,2, — имеем

eup|D“(ff/)l = 8up Y^C№oDag Dn-'>f 
к к р<а

< sup 52 • IJr-'/l <

<sup£ Е С5|Д^|-|Р“-*’У|. 
К 1=0 /<(Д,А°)«+1

Так как а — Д G №՜' для I < (Д, Аа) < I + 1, то в силу предложения 2.3 имеем

sup |Р°(<7/)| < 52 52 С»С[+2(I + l)<'+1’/‘Cf'+1(y - 1)^-'^ <
к . 1=0 ։<(д,л»)<1+1

< c^+i 52g+i)(/+1)/‘(j - /)у_։,/‘ 52 < cj3+ici+ix
1=0 K(0,A°)<I+1

7 J \
x I Eg + i)('+1,/‘(> - lY՜' < С5+1(У + j = i,2,...

\i=o /
Предложение 2.4 доказано.

§3. ГЛАДКОСТЬ РЕШЕНИЯ ОДНОГО КЛАССА

ГИПОЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

Пусть (Р) - конечный набор мультииндексов, и пусть уа(х) - бесконечно

дифференцируемые функции для всех a G (Р) в области П € IRn. Положим

P(x,D)= 52 7„((х)Р“, 
ое(Р)

а для f еС°°(П)

^(P, /) = {« £ Д : Р(х, D)u = /}.

Определение 3.1. (см. [1], определение 13.4.3) Оператор P(x,D) называется 

гипоэллиптическим в П, если для любого f £С°°(П) имеем N(P,f) СС°°(Я).

Определение 3.2. (см. [9]) Оператор Р(х,О) называется равномерно регуляр

ным в Я, если существует постоянная С > 0 такая, что

1 + |Р(®.«)1>с 52 Itr, ^GIR", хе я. 
аб(Р)
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Определение 3.3. Характеристический многогранник оператора Р(х,Р) назы

вается характеристическим многогранником набора (Р).

Равномерно регулярный оператор Р(х, Р) с бесконечно дифференцируемыми 

коэффициентами гипоэллиптичен тогда и только тогда, когда Р(х, О) вполне 

правилен (см. [9]).
Пусть П С П<" - область, Е > 0 - некоторое число. Положим

= {х Е П : р(х, 30) > с}.

Лемма 3.1. Пусть Р(х,Р) - равномерно регулярный оператор в О. Тогда 

существует окрестность и С П точки х £ О и постоянная С > 0 такие, что

11^1и։м<^11р(ж--°)11ь=(-)- а6лГ(Р)п(^п), рес0».

Доказательство см. в работе [1], теорему 13.2.1.

Пусть v £ £зх’(П). Положим

Пусть Р(х,Р) - равномерно регулярный оператор в П, характеристический 

многогранник которого порождается набором.

Вг = { А>, А^ = 1, >0, у = 1,..., М.

Положим

М = {i՜ е ПС : (i/, AJ < 1), ; = 1..... М}, d0 = max dj.
1 т ~ ‘ 1<><м

Лемма 3.2. Пусть Р(х, D) как в лемме 3.1. Тогда для любых t £ (0,1] и 

v € С°°(ш) существуют постоянные e, Ei, С > 0 такие, что

Etrfo-»/‘K։+։i (Dav) < С

a e Mj, 0 < j < [do].

[<*»]

i=i Релгу

(3-1)

Доказательство. Неравенство (3.1) для 1 > 1 очевидно. Пусть у = 0, £

бСо°(ы։։) и <р(х) = 1 при х € ы»+։։ (существование такой функции у>(х) следует 

из леммы 3.1). В силу леммы 3.1 для некоторых постоянных С1, С2 > 0 имеем

К։,(РП{^)) < CiKtl(P(x,D)(v<p}) <
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[<*о]
Так как V = и Л4у (см. предложение 1.1), то имеем 

>=о

Мд]
К։,(Пп(у<р))<С2 Кс,(Р(х,О)у) + У2 £ ^Х։1(Д։'«)е-1<’-°1 . 

1=о рем] г<в

Отсюда следует, что

К',(Па(ур)) <С2
Мд] Мд]

К„(Р(х,П)у) + ՝£) Е ЕЕ К։,(Л^)£-’/‘ 
3=01>еМ1 1=1 »е*։(

Если а,/ЗеЛ^и/?<а, то/?6 М'{. Следовательно, для 0<е<1и0<<<1 при 

некоторых постоянных Сз > О получаем

К',(Ва(о<р)) < Сз
Мд]

Ке1(Р(х,В)о)+^ £ 
1=1 ^м,

Умножая это неравенство на е4°/‘ и замечая, что у>(®) = 1 для х 6 <ч։+С1, 

получаем утверждение леммы.

Лемма 3.3. Пусть // С Ж." - многогранник, и пусть П С Жп - область с 

диаметром не больше двух. Для любых е, е2, С > 0, 4 € (0,1] и 7(1) € Г^(П) 

существует постоянная С > 0 такая, что для всех а е ЛР, ] = 1,2,...

^/‘|Р“7(г)| < С>+1УИ",7‘, ®еП«։+։,, 2=1,2,...

Доказательство. Поскольку диаметр П < 2, то П!1+(։ = 0 для /е > 1 и 

утверждение следует из определения Г^(П).

Теорема 3.1. Пусть Р(х, И) - равномерно регулярный оператор в П, харак

теристический многогранник М которого из Р я 7«(е) € )’((!) для всех

а € (Р). Тогда для любого I € (0,1] имеем ^(P, 0) С Г"*4՛ (П).

Доказательство. Достаточно показать, что для любого € П существует 

окрестность а>(хо) С П, удовлетворяющая условию ^(P, 0) С Г՜*4 (П). Для 

такой окрестности мы можем взять любую область с диаметром меньшим двух, 
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для которой выполняется неравенство (3.1). Так как 7д(х) 6 Г(’м 1 (П), то 

существует постоянная А > 0 такая, что

вир|Л°7/»(®)1<>4>+1?/‘. а€(Л4>)*, Д 6 (Р), У =1,2,... (3.2)

Покажем что для любого и € IV (Р, 0) существует постоянная

В = В (и) > (1 + С)д[1 + 2(4(1 + л))1/։(Л + *)’]

(д - количество элементов множества (Р), в — постоянная из (3.1), jo ~ число из 

определения множества В) такая, что для всех а € (Л/’фЛ<^0՜։+,) \ (#ФЛ4,°՜1)

с(</0+Ь-1+»/«К>։(]Г)аи) < в<Жо+1, ! < £ е (0> (3,3)

Так как ЛГ(Р, 0) С С“(П), то ?а счет взятия постоянной достаточно большой 

можно добиться выполнения неравенства (3.3) при ] = 1.

Пусть неравенство (3.3) выполняется при у < I > 1. Покажем его 

выполнение при У = 1 + 1. Та как Л/՜ € В и а € (ЛГ ф АР0-1՜*՜-’) \ (V ф АР0-1), 

то существует мультииндекс а' < а, а' € ЛР°+/, для которого а — а' € Л/' и 

а' + 7 6 # Ф ЛР°+/ для любого 7 е Е(Л^). В силу неравенства (3.1) при ех = 1е 

имеем

е(<'о+>о+п/‘К(/+1)։(В°ц) = е^+1^։К(1+1}։(Оа'Ба-а'и) <

Ио] 
ел՝>'։К1с{Р{х}О)Оа'и) + ՝^ 52 К1С(Пр+а'и)с<*>-‘)/‘ 

|=1 рЧМ,
(3-4)

Легко проверить для любого мультииндекса /3 е Л4, , 1 < ։ < [<^о], что /3 + а' € 

€ Л/ ф ЛРв+,_1. Тогда по предположению индукции

Ио]
СеЬ’о+0/‘£2 £ Ки{Бр+а'< CqBd^‘Jri^‘+^. 

1=1 рем>

Теперь оценим выражение

Е _ еИо+'+Ь)/։^(р(1, £))(£><»'и))_

Так как Р(х, Б)и = 0. то имеем

Е = е(«о+Г+>о)ЛК(։ 527^(х)^+“'и- 52Р“'(7/5(®)^и) 
\Ptrf РеМ .
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= е^’+'+'о)/'Ки 52 52 С;Л1/7л(г)П'3+о'-‘,и . 
\В^МО^<а' )

Так как для любых двух мультииндексов /3, и таких, что /ЗеА/’иО/^^а', 

имеем (3 + а' — и £ М ® Л4^°+1՜1, то в силу леммы 3.3

(
I \

52 52 12 С^Р‘,7з(։)2>’+о'-*'и <
Вел/ 1=1 |<(«/,А»)<.+1 /

<5252 52 ^,[(»+1)«-<]1/‘А,+2В'|’+л+,-+1.
вел/՝ ■=! ■<(►’,А°)<|'+1

Отсюда имеем

<Е92'7‘ 
1=1

(10 +1)‘7* 
(<!)!/<

' ' Я-1
< д 52[4<1 + 1о)]'/‘А,+2В<'"+^+'-,+1 < д[4(1 + Уо)]17^3 52 —-В<'°+*<>+'-'+1 < 

1=1 1=1

< 2д[4(1 + у0)]1/‘А3В<,о+,о+' < В<'°+*°+'+1.

Отсюда и из неравенства (3.5), в силу неравенства (3.4), немедленно следует 

выполнение неравенства (3.3). Пусть <5 > 0, е = АЦ. Тогда из неравенства (3.3) 

при а € А/՜ ф Л4>»-1+>

/ Г . X1/2 . . .М>+Зо+3-1)/*( Д |РОи| - В ^№+,.Ъ-1)А 1 = 1,2,....

откуда немедленно следует утверждение теоремы 3.1.

Когда коэффициенты гипоэллиптического оператора Р(х, В) постоянны, то 

полученный результат совпадает с уже известными результатами [6], [7] и дает 

тот же неулучшаемый класс Жевре, которому принадлежат все слабые решения 

и 6 В'(С1) уравнения Р(В)и = 0.

Когда оператор Р(г, В) с аналитическими коэффициентами является эллип

тическим, то полученный результат совпадает с результатами Петровского, т.е. 

•/У(Р, 0) С А(П), ибо в этом случае многогранники М. и М’ совпадают и

ГМ(П) = ГМ'(П) = ГА(П) = А(П).
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Если оператор Р(х, D) с аналитическими коэффициентами регулярен, то полу

ченный результат при t = 1 совпадает с результатами, доказанными нами в [8]. 

Если же характеристический многогранник М оператора P(x,D) также порож

дается одним единственным вектором и единственным числом d > 0,-то много

гранники М и М' совпадают. Следовательно, Г^П) = Гм (О) = ГА(0)). Для 

7p(z) g Г^П) получаем N(P, 0) С ГМ(П).

Теорема 3.2. Пусть выполнены условия теоремы 3.1. Тогда если f g Г*4 (П),

тоЖ/)сгм'(П).
Доказательство аналогично доказательству теоремы 3.1.

ABSTRACT. For n-dimensional polyhedron V we define multi-anisotropic 
Gevrey functional space Г^(П) and prove that the solutions of hypoelliptic 
equations with variable coefficients from Vм (fl) belong to Г^'^П).
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