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Пусть 0^9- произвольное открытое множество в комплексной плоскости 

С, обозначим через Н(О) семейство всех голоморфных на О футаий. Мы пред

полагаем, что Н(О) наделено компактно-открытой топологией; это позволяет 

считать Н(О) полным метрическим пространством. Функция ф £ Н(О) называ

ется Т-универсальной на О (“универсальной относительно сдвигов”), если она 

удовлетворяет следующему условию : для всех компактных множеств К С С со 

связным дополнением, для всех функций /, которые непрерывны на К и голо

морфны на его внутренности К՜0, и для всех ( £ дО существует последователь

ность {(вл, 6n)}neiN из С2 такая, что

<п (и): = anZ + bn Е О для всех z Е К и всех n £ IN,

{in(«)}ngiN сходится к < для всех z £ К, 

{^otn(z)}n6jN сходится к f(z) равномерно на К.

Множество всех функций, которые Т-универсальны на О, обозначим через Т(О).

Было доказано, что Т(О) / 0 ; случай, когда О - односвязная область, смот

рите работу Л уха [4], а случай, когда О - открытое множество с односвязными 
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компонентами, смотрите работы Пуха [5], [7] и Луха, Мартиросяна, Мюллера [9]. 

В последней статье доказано также, что Т-универсальную на О функцию можно 

выбрать имеющей степенной ряд с определенными пропусками. Для ознакомле

ния с краткой историей универсальных функций мы отсылаем к работам [5] и 

[7], где даны также дальнейшие библиографические ссылки.

Проблема существования Т-универсальных функций на произвольных от

крытых множествах впервые была исследована Гроссе-Эрдманом [3]; при этом 

для доказательства его основного результата (теорема 3.3.11) были использова

ны нестандартные методы функционального анализа.

Цель настоящей заметки состоит в том, чтобы дать элементарное и прямое 

доказательство (используя только стандартные методы комплексного анализа) 

следующего результата.

Теорема. Пусть О С С - произвольное непустое открытое множество. Тогда 

Т(О) есть плотное подмножество в Н(О).

Доказательство. 1. Предположим сперва, что О = П является произвольной 

областью и покажем, что Т(П) 0. Это очевидно, если П = С (см., например, 

[8], где доказано даже намного большее); поэтому можем предположить, что 

(1/Си что Б: = {г: |к| < 1} С О. Существует последовательность {К’п)„6пч 

компактных множеств со свойствами

1) Кп С Д"п+1 для всех п е ГЧ.

п) Для каждого компактного множества К С П существует по ё ИЧ такое, 

что К С Кп„.

ш) Каждая компонента К՞ пересекается с некоторой компонентой для Пс

(краткое доказательство см., например, в [12]). Рассмотрим произвольную по

следовательность {Сь}ьбИ< точек Ск Е ЗП, которая плотна на д(1, и для каждого 

к £ ГЧ выберем последовательность {кп,ь}*бпч, где гП1* € О \ Кп (п = 1,2,...) и 

*п,к Ск при П -> ОО.

а) Построим индукцией последовательность {п|>}|/Спч натуральных чисел. 

Пусть П1 = 1 и предположим, что п„ уже определено при и > 1. Тогда выберем 
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п„+1 € Ж так, чтобы п„+1 > п„ и

гп„,1> 2п„,։|"->2п1,,пв 6 Кп„+1 \Кп„.

Пусть - последовательность вещественных чисел г„ 6 (0, 1/и), которые

настолько малы, что замкнутые круги

•Опи,д: — {к: |г — 2п„,ц1 < г„}, д — 1,...,п„

попарно не пересекаются (если центры различны) и выполняется включение

■Оп„,р С -^п»+1 \

Ь) Пусть {Яп)пе1Ко ~ нумерация всех рациональных функций Кп = Рп/(2п 

с полюсами в Пс, причем полиномы Рп и <Эп имеют коэффициенты, веществен

ные и мнимые части которых рациональны. Построим индукцией последователь

ность {5р}|/евч0 рациональных функций. Предположим, что 50 = 0, ..., 5„_1 уже 

определены. По теореме Рунге о рациональной аппроксимации существует ра

циональная функция Зи со свойствами

тах|$„(ш) - 5р_!(ы)| < (1)

/ I/ \ 1
тах5и(ш)-Ду (й>-кп„д)1 <-, д=1,...,п„. (2)

\ I А/ '4/ / V

Полюсы функций лежат вне КПи и 0д=1 Вп„,ц и согласно методу перемещения

полюсов можем предположить, что полюсы 5» лежат в Пс.

с) Пусть функция ф определена рядом

Ф(Ш)-. =£{5',Лш)֊5п,-1(ы)}.
^=1

Тогда из (1) и свойств последовательности {/Гп}пеп^ вытекает, что ф голоморфна 

в П. Из (1) и (2) кратким подсчетом получаем
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Отсюда следует, что при и = 1, 2,... и ц = 1, 2, ...,п„

шах - Яи(х) (3)

Для всех достаточно больших к имеем Кр С

<1) Пусть даны произвольное компактное множество К со связным дополне

нием, функция /, которая непрерывна на А и голоморфна на К”, и граничная 

точка £ £ д(1. Выберем число р > 1 так, чтобы Кр = {я: рг £ К} С И. По теоре

ме Мсргеляна [11] найдется подпоследовательность {р*}ьепч из ЛЧ, для которой

тах|/(рг)-ЯР(,(к)| < р к =1,2,... (4)

г: |я| < так что из (3) и

(4) следует, что

тах ф к
+ 1

Ук
г
Р

Множество точек (к = 1,2,...; р = 1,...,п„4) имеет С своей предельной 

точкой. Поэтому существуют последовательности {А,} и {/«,} такие, что 1 < 

< р, < п„Ь։ и гПиы > С при з —> оо. Определяя теперь

"к. + 1 1
а,: ~ Р՝ Ь*'

мы получим а, —> 0 и Ь, -> С при з —> ос, а в силу (5) последовательность 

{^(а,к-|- Ьд)),е1н сходится к /(к) равномерно на К. Следовательно, ф £ Т(П).

2. Пусть теперь О С С, О / С является произвольным непустым открытым 

множеством. Тогда существуют конечное или счетное множество I = {1,2,...} 

и попарно не пересекающиеся области П, (։ £ /) такие, что О = и,е/П,-. 

Согласно шагу 1 для любого ։ £ I существует функция ф,, Т-универсальная 

на П,-. Определим на О функцию ф следующим образом : ф(г): = <$,(г) при 

г е п, .

Проверка Т -универсальности на О функции ф есть простое упражнение 

(заметим, что граничная точка С, £ ЗП может быть ( = оо или £ £ ЗЯ,- при 

всех ։ £ I).
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3. Из теоремы Рунге о рациональной аппроксимации легко следует, что 

Т(О) является плотным подмножеством в Н(О). Для доказательства отсылаем 

к работе [5], гл. 3.
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