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В данной работе доказывается несколько теорем, которые в частных 
случаях подтверждают следующую гипотезу Ч. Ч. Янга : если для 
многочленов Р(к) и выполняется условие Р(г) (Р(к) — 1) = 0 <=> 
<2(г) (ф(к) — 1) = О» то Р (*) = или Р(г) + = 1. Результаты зависят
от кратностей нулей, их количества, геометрического расположения, 
степеней многочленов и т.д.

§1 . ВВЕДЕНИЕ

В письме академику М. М. Джрбашяну американский математик Ч. Ч. 

Янг сформулировал следующую задачу : для многочлена Р обозначим через 

Ер = {г € С: Р(г)(Р — 1)(к) = 0}. Что можно сказать о многочленах Р и 

если

Ер = Ед ? (1)

Сам Янг высказал предположение, что всегда имеет место альтернатива : ли­

бо Р = Q, либо Р + (} =: 1. Хотя решение сформулированной задачи в общей 

постановке пока не известно, некоторыми авторами были получены по ней част­

ные результаты (см. [1] ;— [3]). В данной работе также приводятся результаты, 

подтверждающие гипотезу Янга в некоторых частных случаях нового типа. Ос­

новными результатами работы являются формулируемые ниже теоремы.

Теорема 1. Если как многочлены Р, <2, так и многочлены Р — 1, С} — 1 имеют 

одинаковые нули, то Р = (^.

Теорема 2. Если многочлены Р, удовлетворяют (1) и четности кратностей 

соответствующих нулей многочленов Р(Р — 1) и (}(() — 1) совпадают, то Р = С} 
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либо Р + 0 = 1.

Теорема 3. Пусть для многочленов Р, <2

։ (
Р(Р.-!)(*) = А П(я֊О/)% £>у = 2р, Р=<^Р,

И <?(<?-!)(*) = В П(*-“')*• Е^=2’’ Ч = <Ъ*Ц- 
з=1 3=1

«
Тогда если Е п^а(алРз) > Р + </2» то Р = (} или Р + (} = 1.

з=1
Доказательства теорем 1—3 приведены в §2. Во всех этих теоремах без 

ограничения общности можно считать, что degP > Случай, когда с^Р = 

= йе%(2, отдельно изучается в §3. Здесь доказывается следующая

Теорема 4. Пусть многочлены Р, С) удовлетворяют (1) и с!е%Р = <1ее<Э. Если 

выполняется одно из следующих условий :

1. |Ер| = degP + 1;

2. \Ер\ = 4едР + 2;

3. Ер С И- и |Ер| = degP + 1 + г, где 0 < г < (бе£Р — 1)/5, 

то Р (2 или Р + С) = 1-

§2 . ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМ 1 — 3

Следующая лемма была доказана в ։{3]. Мы приведем ее новые доказательства, 

которые будут использованы в дальнейшем.

Лемма 1 ([3]).

|Ер| > 1 + degP.

Доказательство. I вариант. Пусть Р(Р — 1)(к) АП‘=1(я — ау)°^, где

I = |Ер|. Обозначим 10 = {» : Р(а,) = 0} ։ А = {։ : Р(а,) = 1}. Итак, 

Е а. = Е а, = р и |/0| + |А| = \ЕрI- Обозначим Д(г) = П,6/о(г - а,), С(г) = 

= П։€/| (г ~ а»)- Имеем Р = Р ■ Ро и Р — 1 = О • Р1, где Ро и Р1 - многочлены. 

Ясно, что Р' делится на Ро, а (Р — 1)' = Р' делится на Рг. Так как Ро и Р\ не 

имеют общих нулей, то с^Р' > й^Ро + с^Рх = (<^Р — Ие§Р) + (с^Р — с^(7), 

или <Ь^Р - 1 > ЦойР - |/0| + ։^Р - |Д|. Отсюда |£р| > 1 + degP.
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II вариант. Обозначим через Zj множество нулей /, считая каждый нуль 

столько раз, какова его кратность. Тогда имеем

/п(*) = У? -• = U {«•..••• a,}, Bn=Zj,y п = 0.1.
2 а'՜

Пользуясь введенными выше обозначениями, имеем Р' = Р • /0, Zp՛ = Лои Bq. С 

другой стороны. Р' = (Р — l)z = (Р - 1) • fi к Zp՛ = Z(P_iy = Л2 [J Ясно, что 

Ло (J Во = Xi (J Bi. Ло П Ai = 0. Ло Г) Во = 0. Л2 Q В\ = 0. Значит, Ло = В2 \ Во 

и Л։ = Во \Bi. Отсюда имеем |Ло| < |Bi|, поэтому £ (®< ~ 1) < |Л| - 1, и 
«€/о

degP + 1 < |/о| + |Л| = |Ер\.

Следствие 1. Если j 6 1п, п = 0,1 и а, > 2, то

/п(а,) = 0, п = 0,1. (2)

Доказательство следует из представлений Ло = В2 \ Bq и А2 = Во \ B2.

Доказательство теоремы 1. По условию многочлен Р — Q имеет не менее 

|ЕрI корней. С другой стороны, по лемме 1 degP < |Ер| и, значит, deg(P - Q) < 

< degP < |Ер|, т.е. Р = Q.

Доказательство теоремы 2. Обозначим D = НОД(Р(Р — 1)) (НОД - наиболь­

ший обший делитель). Поскольку все 0 и 1 многочленов Р и Q являются корнями 

D. то по лемме 1 d = degZ) > degP + 1 = р + 1. Условие теоремы означает, что 

Р(Р-1) = D T? и Q(Q — 1) = D-Tf, где Ti и Т2 - многочлены. Пусть degT2 = tj, 

degT2 = i2 (т.к. p > g, то > t2). Имеем, что р+1 < d = 2p—2t2 = 2q-2t2, значит, 

2ti < p-1 и p+t2 = q + ti- С другой стороны, T^Q(Q-l)(z) -T22P(P- 1)(я) = 0 
или 3?(Q - l/2)2(z) - T2(P - l/2)2(z) = |(T’ ֊ T,2)(z). В случае

deg (T2(Q ֊ 1/2)2 - T2(P - 1/2)2) > max(deg (Ti(Q - 1/2), deg (T2(P - 1/2)) =

= uiax(tx + g, i2 + p) = t2 4- p

имеем

t2 + p < deg (T֊(Q ֊ 1/2)’ - T2(P - l/2)2(z)) = deg Q(T2 - T2)) < 2tx < p - 1.
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Отсюда имеем ij < —1. Это противоречие позволяет нам заключить, что 

T2(Q - l/2)2(z) - Т22(Р - 1/2)2(г) = 0. Следовательно, 7? = Т22 и Р(Р - l)(z)- 

-Q(Q-l)(z) = 0, т.е. (P-Q)(P+Q-l)(z) = 0, чем и завершается доказательство 

теоремы 2.

Замечание. Так как степени многочленов Р(Р — l)(z) и Q(Q — l)(z) - четные 

числа, теорему 2 можно сформулировать следующим образом :

Если для многочленов Р и Q имеет место (1), то четности кратностей 

соответствующих нулей многочленов Р(Р— l)(z) и Q(Q — 1)(z) либо совпадают, 

и тогда P = Q или P + Q = 1, либо не совпадают лишь четное число раз.

Доказательство теоремы 3. Пару (А, п), где Л G С и п 6 IN0, будем называть 

“хорошей”, если Р^(Х) — Q^n)(A). Число “хороших” пар для Р и Q обозначим 

через ЦР, Q). Ясно, что если L(P, Q) > р+1, то P = Q, если же L(l-P, Q) > р+1, 

то P + Q = 1. Поэтому будем считать, что ЦР, Q) < р и L(1 — P, Q) < р. Оценим 

снизу сумму ЦР, Q) + Ь(1 — P, Q). Для этого обозначим

/оо = {»: P(a,) = 0,Q(a,) = 0}, hi = {*= P(a.) = 0, Q(a,) = 1},

Ao = {*: P(ai) = l.Q(a,) = 0}, hi = {i: P(a.) = 1, Q(a,) = 1}.

Для каждого » € ho имеем тт(а,-,Д) “хороших” пар. Действительно, если 

i G Дю, то P^(ai) = где к = 0,1,..., шш(оч,/3,) — 1. То же самое можно

сказать для каждого i G 1ц.

Для каждого же i G /ох U ho имеем min(a,-,/3,) - 1 “хороших” пар. Дейст­

вительно, если i G Ли ОЛо։ то p(*>(a,) = где к = 1, Д) — 1.

Следовательно

t
52 тш(а,-,Д)+ 52 [min(ai,A)-l]=52min(af,ft-)-|/oi|-|/io| 

• €/ooUJn «CJoiUJio *=1
И

t
L(1-P,Q) > ^2тш(а,-,Д) - |/u| ֊ |Joo|.

ï=l

Отсюда 2p > L(P,Q)+L(1֊P,Q) > 2 £ min(tti,ft)-(|Joi| + Mio| + |/ool + |Ai|) = 
i=l 

» t J
= 2 53 пйп(а,,Д) — i, или ^3 < p + -t. Полученное противоречие

i=l «=i 2
завершает доказательство теоремы 3.
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§3 . ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 4

Сначала докажем несколько лемм.

Лемма 2. Если Р £ С}, то для (3 > О

с/еяЯ ОД (Р, (]) + ае#Я ОД{Р - 1,0 ֊ 1) = Р - Д

Доказательство. Докажем, что с^Я ОД(Р, ()) 4- degЯ ОД[Р — 1,0 — 1) < р. С 

этой целью обозначим

яод(р,<2) “ р°՝ нод(р,сп -<?0>

Р-1 Ц-1 „
НОД(Р- 1,0-1) “ *’ Я0Я(Р-1,(?-1)

Ясно, что О[РоО1 - Р1Оо] = Оо[О1 - А]- Так как Р О, то Р1 С^. Значит

dcgQ < degOo + max(degQ1, degPl) =

= degOo + max(degQ, degP) - degЯOД(P -1,0-1),

или
(degO - degOo) + degЯ 0Д(Р - 1,0 - 1) < пlax(degP, degO),

т.е. degЯ 0Д(Р, (?) + degЯ ОД(Р — 1,0 — 1) < Р- Доказательство завершено.

Лемма 3. Если Р £С},то ^е^(РоО1 - АОо) < Р, т.е. [РоО1]^+1^ = [АОо]^+1)-

Доказательство. Следуя введенным выше обозначениям, имеем

<1^(РоО1 - АОо) = degOo - degO + deg(01 - Р1) < - (degO - degOo) +

+ max(degQl, degPl) = -degЯOД(P, 0) + пlax(degP, degO)֊

- degЯ ОД(Р - 1,0 ֊ 1) = Р ֊ [ае8ЯОД(Р, 0) + ОД(Р - 1,0 ֊ 1)] = 0.

п
Лемма 4. Пусть А(г) = А П(г ~ а«)а*> причем тах а,- < а. Тогда А։®՜1) 

1=1 !<•<»
имеет только простые корни.

Доказательство проводится с помощью индукции.
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Прежде чем приступить к доказательству теоремы 4, отмстим следующее. Счи-

тая здесь р = д, имеем 
։ ‘

Р(Р - 1)(z) = A Ip* - a.)“', Q{Q ~ 1)W = В П(* ֊ а.)3'.

It 1
где Ё “•’ = Ё ßi = 2Р 5 “<»А՜ > k По лемме 11 > р+ 1. Ясно, что P'(z) = Д (*- 

1 = 1 1=1 ( ( •՛—1
-а, )в<՜1 • Л(г), где degÄ = г = (р -1) - Ё (“• -1) = (Р“1) “ Ё “•'+4 = * ~ (Р+1 )•

Аналогично, Q'(z) = Д (к - а^1՜1 • S(z), где deg S' = а = t - (р + 1). Обозначим 
1=1

T(z) = П (2 _ °»՜)- Имеем 
։=1

,Р(Р - »мг = ф - <- • (Ё - л (t .
Значит ։ .

(2Р — 1) • Ä(z) = Л
\.=1 z~ai )

Подставляя сюдая = а, (у = 1,2,...,«), получим (2Р(ау)-1) Д(ау) = А-ау •Т'(ау).

Таким же образом, (2Q(ay)—1) Р(ау) = В-/Зу •Т'(ау). Обозначая Sj = 2Р(ау) —1 = 

= ±1 и ipj = 2Q(ay) — 1 = ±1, получим

Sj Д(а1) _ А _ 1 о t 
ъ' sm в' ß/ 3 ’ ’•"՛ ' (3)

Доказательство пункта 1 теоремы 4. Из условий теоремы следует, что

dcgP = degS = 0, т.е. Я(я) = Ro, S(z) = So, где Ro, So G С. Значит, в силу

(3) будем иметь
6j _ ASo Q.j
<Pj - BRo ßj ’ j = 1,2,...,p+1.

Ясно, что > 0 для всех j. Следовательно, из последнего неравенства
<51имеем, что соотношение — не меняет знака, т.е. либо ij = <р,, либо Sj =

= 1,2, ...,р+ 1). Первый случай представляет собой условия теоремы 1 для

многочленов Р, Q, а второй - для 1 — Р, (?. В обоих случаях или Р = Q или

Р + Q = 1.

Доказательство пункта 2 теоремы 4. Так как « = р+2, то degS = degЛ = 1.

Значит, Р(я) = — • - является дробно-линеиной функцией, причем 
А О (И)

B(aj) = — 6 IR- при j = 1,2
ßi ai
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Обратное к дробно-линейной функции есть дробно-линейная функция и она 

переносит прямую Ж на некоторую окружность или прямую. Значит, точки 

находятся либо на одной окружности, либо на одной прямой. Покажем, что первое 

из них невозможно. Пусть они находятся на окружности с центром т. Ясно, что 

существует такое что агу > 2 (в противном случае £ = р+2 = 2р, р = 2, что есть 

противоречие). Например, будем считать, что ах > 2 и Р(ах) = 0, Р'(а1) = 0. В 

силу (1) Л(а1) = 0. Полагая ах = 0 и т € Ш., нетрудно убедиться, что все точки 

——— находятся на одну сторону от мнимой оси ОУ (в общем случае точки 
п1-.а> ______
-----։— будут находиться в полуплоскости {Ке(к(ах — т)) > 0}). Следовательно, 
“1 — «I
их сумма не может равняться нулю. Итак, точки а,- находятся на одной прямой 

к = А + рх, где А, р 6 С, г € К. Значит, с помощью замены переменной задача 

сводится к случаю с действительными 0 и 1 многочленов Риф. Поэтому ниже 

мы приводим доказательство пункта 3, завершающее доказательство пункта 2, 

кроме случаев р = 3,4,5, 6, которые будут получены в конце работы.

Доказательство пункта 3 теоремы 4. В силу указанной выше замены 

переменной можем написать
* «

Р(Р - 1)(®) = А Д(ж - а,)04, ^2 а,- = 2р. ах, а2,а։ 6 Ш-.
•=1 1=1

Нс нарушая общности можно считать, что

ах < аг < ... < а*, (4)

Р'(х) = П(х ֊ а.)“'՜1 • ВД = А Д (х - а,)“' ■ /0(х) = А Д (® - а,-)՞' • /х(х). 
»=1

В силу (2)

[/о(а) = 0] <=> [Я(а) = 0 или а = а,, где ։ 6 /1։ а,- > 2], (5)

[А(я) = 0] <=> [Я(а) = 0 или а = а,, где г £ Л)> а,-> 2]. (6)

Теперь, не нарушая общности, можем считать, что Р(аг) = 0. Докажем, что 

ах = 1- Действительно, в противном случае (ах > 2) в силу (5) /х(ах) > 0, но 

поскольку любая функция вида 
п

/(®) = 52 ■ 7» > 0, Сх < с2 < ... < сп 
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в интервалах (с*, с*+1), к = 1,2, ...,п — 1 имеет только простые корни в каждом 

по одному, то Օւ находится в некотором интервале (аь®т), к,т Շ А, что 

противоречит (4). Аналогичным образом а» = 1 (независимо от того Р(сч) = О 

или Р(а։) = 1). Этими рассуждениями можно доказать, что Я(х) не имеет корней 

в интервалах (օւ,օյ) и (օյ_ւ,օ։).

Покажем, что Р(аа) = 1. Действительно, если Р(аа) = 0, то Р(ах) = Р(аа) 

и по теореме Ролля существует с Շ (ах,аа) такое, что Р/(с) = 0, но тогда 

Я(с) = 0, что противоречит вышесказанному. Аналогично можно доказать, что 

Р(а<_1) = 1֊Р(а։).

Процесс получения информации о числах а,- и а, разделим на три этапа :

1. В случае г = 0 функция Я(х) не имеет корней. Это означает во первых, что 

Р'(х) кроме точек а,- других корней не имеет. Из этого и из теоремы Ролля сразу 

следует, что Р(аз) = 0, Р(а<) = 1, Р(а5) = 0 и т.д., а во вторых, что корнями 

/о являются точки {а,-: »6 ЛиДх > 2}, корни же /х - {а,-: ։ б /о,а« > 2). 

Очевидно, что /о и /х вместе имеют |/о| — 1 + |А| — 1 = է — 2 корней. Так как 

ах = а» = 1, то а, > 2, ։ = 2,..., է — 1. Имеем
է (-1

2р = а,- = ах + а; + а4 > 1 + 2(է — 2) + 1 = 2(է — 1) = 2р
<=1 1=2

и, значит, аа = аз = ... = а<-х = 2- Итак, в этом случае 0 и 1 многочлена Р 

(и, следовательно, Չ) чередуют друг друга, причем кратности наименьшего и 

наибольшего из них равны 1, а остальных - 2.

2. В случае г = 1 функция Я(х) является линейным многочленом и имеет 

единственный корень Л(6) = 0. Допустим, что Ь б (ах,ах+1). Мы уже знаем, что 

2 < к < է — 2. Что касается точек ах, ...,ах-, то обстановка не меняется (снова по 

очереди следуют 0 и 1). То же самое можно сказать и о точках а*+1, аь+г,..., а։. 

Докажем, что при переходе от ах- к а*+1 порядок нарушается : Р(а*) = Р(а*+х). 

Для простоты допустим, что Р(ах) = 0 и в противоположность нашему утверж­

дению допустим, что Р(а*+1) = 1. Ясно, что 0 < Р(х) < 1 в (ах, ак+х) и Р'(Ь) = 0, 

Р"(Ь) փ 0. Теперь если предположить, что Р'(х) в интервале (ак, ак+х) не имеет 

корней, отличных от ծ, то получаем, что Р'(х) в интервалах (ак,Ь) и (6, ах+х) 

возрастает. Так как 6 не является локальным экстремумом, то Р"(6) = 0, что 
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является противоречием. Значит, Р'(х) в интервале (а*,а*+1) имеет корень, от­

личный от Ь, что невозможно. Значит, Р(вк) = Р(«к+1). С другой стороны

։ к-1 է-1
2р = 52 <>:■ = «1 + 52 “« + ак + <*к+1 + 52 + а« >

1=1 1=3 1=1+3

> 1 + 2(А - 2) + 1 + 1 + 2(4 - Л + 2) + 1 = 2(4 - 2) = 2р.

Следовательно

О1 = о:։ = 1, а* = օէ+ւ = 1 и օյ = ... = о:*-! = ак+1 = ... = о^х = 2.

Очевидно, что все вышесказанное имеет место и для ф.
։

Чтобы применить террему 3, мы должны оценить снизу хшп(а,-, Д). В 
1=1 

է
силу вышеполученного тш(а,-. Д) > 6 + 2(4 — 6) = 24 — 6 = 2р — 2. А так как 

1=1
по условию пункта 3 теоремы 4, р > 5ր + 1 = б, то

* լ 1
52тш(а,,Д) > 2р - 2 >р+ -4 = -(Зр+ 2).
։=1

Применяя теорему 3, мы завершаем доказательство этого случая.

3. В случае г < (р — 1)/5 функция Щх) имеет г = 4 — р — 1 простых корней, 

которые находятся в интервалах (օւ,օ,+ւ), в каждом из них не больше одного. 

Если Я(®) имеет корень в (օ^Օէ+ւ), то точно так же, как и выше, докажем, 

что Р(а1) = Р(а.1с+1). Аналогично доказывается, что для остальных точек а,- 

сохраняется прежний порядок.

Теперь о числах а,-. Нетрудно проверить, что Р имеет ровно 2 4- 2г точек, 

для которых а,՝ = 1, и ровно 4 — (2 + 2г) точек, для которых а,- = 2. Так как все 
է

это имеет место и для многочлена С), то можем оценить величину пшх(а,, Д).
1=1

է
Число тех ։, для которых ^2 тш(а1։Д) = 1, не больше 2 + 4г. Значит

1=1

է

52пйп(л։-,Д) > 2 +4г+2(4֊ (2 + 4г)) = 24-2-4(4 -р- 1) = 4р-24 + 2.
1=1

А неравенство 4р - 24 + 2 > р + 4/2 равносильно условию 4 < (6р + 4)/5 пункта 3 

теоремы 4, что, в свою очередь, равносильно г < (р — 1)/5. Остается применить 

теорему 3. Пункт 3 теоремы 4 доказан.
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Вернемся к пункту 2 теоремы 4, для завершения доказательства которого 

остается рассмотреть случаи р = 3,4, 5,6 (при г = 1 условия пункта 3 теоремы 

4 равносильны неравенству р > 6).

а) р = 3. В силу вышесказанного мы можем предположить, что Р(ах) = О, 

С} (а!) = 0 и Я(Ь) = О, Ь е (а2,а3), Я(с) = 0, с 6 (03,04). Тогда

Р(х) = А (х - О1)(х - а«)3, (}(х) = В (х - ах)(х - а3)(х - а4),

Р(х) - 1 = А (х - аг)(х - а3)(х - а։), С}(х) ֊ 1 = В (х - а2)2(х - а։).

Значит, <^ЯОД(Р, О) + degff ОД(Р — 1,О — 1) = 4 > р, а это в силу леммы 2 

означает, что Р = О (разумеется, что при предположении Р(ох) = 0, О(ах) = 1 

получим Р + <2 = 1).

Ь) р = 4. В этом случае имеем

Р(х) = А (х - ах)(։ - а4)2(х - а6), (}(х) = В(х- ах)(х - а3)2(х - а6),

Р(х) - 1 = А (х — а2)(х - а3)(х - аз)2, <Э(х) - 1 = В (х - а2)2(х - а*)(х - аз). 

Значит, с^Я ОД(Р, О) + с^Я ОД(Р — 1,0 — 1) = 4 = р. Отсюда, в силу леммы 

2 ясно, что /3 = 0 и

Ро(х) = А(х — а4)2, Оо(х) = В (х - а3)3,

Р1(х) = А (х - а3)(х - аз), Ох(х) = В (х - а2)(х - а4).

Применим лемму 3 : [РоОх]' = [РхОо]\ т.е. Р = О.

с) р = 5. В этом случае

Р(х) = А (х - ах)(х - а4)2(х - а6)2,

0(х) = Я (х - ах)(х - а3)2(х - аз)2(х - аз),

Р(х) - 1 = А (х - а2)(х - а3)(х - а5)2(х - а7),

0(х) - 1 = В (х - а2)2(х - а4)2(х - а7).

Отсюда de.gR ОД(Р, О) + йщНОД(Р -1,0 - 1) = 4 = р - 1, т.е. (3 = 1. С другой 

стороны

Р0(х) = А (х - а4)2(х - а6), <?о(։) = Я (г - аз)2(® - а։),

Рх(х) = А (х - а3)(х - аз)2, Ох(х) = Я (х - а2)(х - а4)2.

Применим лемму 3 : [АЯ(х—а2)(х—а4)2(х—а«)]" = [АВ(х—а3)2(х—аз)2]". В силу 

леммы 4 многочлен правой части имеет только простые корни, а для многочлена 
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левой части сц является двукратным корнем. Полученное противоречие в силу 

леммы 3 дает P = Q.

d) р = 6. Снова в силу рассуждений доказательства пункта 3. не нарушая 

общности можем написать

Р(х) = А (х - ai)(z - а4)2(х - ае)2(х - а8),

Q(x) = В (х — ах)(х - а3)2(х - а5)2(х ֊ «s),

P(x) - 1 = A (x - a2)(x - a3)(x - a5)2(x - a7)2,

Q(x) — 1 = B (x — a2)2(x — O4)2(îc — a6)(x — a7).

В лемме 2 Q можно заменить на 1 —Q. Так как НОД(Р, 1 — Q) = (х —А4)2(х —a6) 

и НОД(Р — 1,Q) = (x — a3)(x — as)2, то /3 = 0. С другой стороны

Р0{х) = А (x - ах)(х - agjfx - а8), Qo(x) = В (х - а2)2(х - а7),

Pi(x) = А (х - а2)(х - а7)2, Qi(x) = В (х - ах)(х - а3)(х - а8).

Применяя лемму 3 для многочленов Р и 1 — Q, получим [АВ(х — ai)2(x — а3)(х— 

—а8)(х —а8)2]' = [АВ(х —а2)2(х —а7)3]'. В силу леммы 4 многочлен правой части 

имеет только простые корни, а а2 и а7 - двукратные корни для многочлена левой 

части. Следовательно, по лемме 3 P + Q = 1. Теорема 4 доказана.

Автор выражет глубокую благодарность Н. У. Аракеляну и В. А. Мартиро­

сяну за ценные замечания и С. Г. Рафаеляну - за постоянное внимание к работе 

и обсуждение результатов.

ABSTRACT. The results of this paper refer to the following conjecture 
by С. C. Yang : if the polynomials P(z) and Q(z) satisfy P(x) (P(z) — 1) = 0 
<=> Q(z) (Q(z) - 1) = 0, then either P(z) = Q(z) or P(z) + Q(z) = 1. The 
paper confirms this conjecture in a variety of special cases depending on 
the multiplicities of zeros and their quantity, their geometrical positions 
as well as the degrees of the polynomials.
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