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В настоящей работе исследуется вопрос о наличии особенностей степенного ряда на границе круга сходимости или вне этого круга. Получены достаточные условия на коэффициенты степенного ряда, гарантирующие наличие радиальных особых точек ряда в заданной угловой области.

1°. В классической работе Фабри [1] исследован вопрос о наличии особых точек степенного ряда
4-ооУ2/Пкп, 1ш18ир|/п|1/п = 1 (1)
п=0 п->°°на заданной замкнутой дуге единичной окружности. Общая теорема Фабри и ее частные случаи — теорема Фабри о лакунах и об отношении стали основой для большого цикла исследований в этом направлении (см. обзоры [2] и [3]). Ряд общих результатов, содержащих в себе классические теоремы в качестве частных случаев, были получены Н. У. Аракеляном и В. А. Мартиросяном (см. [4]). Предложенный ими подход основан на использовании хорошо известного метода “функции коэффициентов” и условий равновесия между ростом этой функции и количеством ее нулей.В настоящей работе мы применяем этот подход для исследования вопроса о наличии радиальных особых точек в заданной открытой или замкнутой угловой области.Определение 1. Для аналитического элемента

Е/»^П (2)
п=0



О распределении радиальных особенностей степенного ряда 63с радиусом сходимости R € (0, +оо) точку я = ге,։, R < т < +оо назовем радиальной особой точкой (особенностью) в направлении в, если ряд (2) аналитически продолжается вдоль интервала [0, я), не допуская при этом аналитического продолжения на отрезок [0, я].Радиальные особые точки аналитического элемента это фактически угловые точки его главной звезды (см. [2], стр. 35). Аналогично, точку оо естественно считать радиальной особеннсстью в направлении 8, если элемент (2) аналитически продолжается вдоль луча {ге|в; г € [0,+оо)), не допуская при этом аналитического продолжения в окрестность точки оо. Следует отметить, что точка оо может быть радиальной особенностью по некоторым направлениям и не быть таковой по другим.Далее через △ будем обозначать произвольную угловую область с вершиной в точке 0, а через △ - замыкание △ вС.Определение 2. Для элемента (2) скажем, что точка оо - радиальная особенность изнутри △(△), если она является таковой по всем направлениям в, для котороых eltf G △(△)•2°. Пусть ЕЧ - множество натуральных чисел. Для п £ положим Рп>// = Р П [п, дп] и введем обозначение IN, Р С IN и д > 1
1 

m /9е , х JE Ор(п, д) : = m6P„.0, еслиесли п,д

П,/1 = 0.Для элемента (1) и ß G IR обозначим через Zß множество мест перемен знака последовательности Re (/nel,f) (см. [5], стр. 48). Далее, для а G (0, тг] положим △« = К: I argС| < «}> а Для М > 1 положимТУ(д): = liminfSz, (пк,р).
*-+оо •Теорема 1. Пусть для элемента (1) последовательности пк G IN, пк f оо и /3* € IR удовлетворяют условиюlimmf |Де(/П4е'^)|1/п* = р > 0, (3)

и пусть существует A G (0,1] такое, чтоlim snp[A log д - W(д)] > 1+ ֊ log -. (4)Д—ЮО 2 Р



64 А. В. Яврян
Тогда ряд (1) будет иметь конечную радиальную особую точку внутри угла .Доказательство. Предположим, что утверждение теоремы неверно. Тогда рад

п=0допускает однозначное аналитическое продолжение в угол С \ Ду, где а = тг(1 —А), если А 1, или в С \ [1, +оо), если А = 1. Согласно необходимой части теоремы 1.1 работы [6] будет существовать целая функция экспоненциального типа в правой полуплоскости и внутренне экспоненциального типа ст такая, что
п 6 НМЛ {0} (5)

И \,(0) < о-|8тб|, Р|<р
где Ау>(б) - индикатрисса функции <р. Из свойств функции <р следует, что в произвольном угле а 6 (0, тг/2) имеет место оценка (см. [7], стр. 97)

1о8ИС)|<а|1п<| + еа(К|)|С| + С, (6)
где £о(г) | 0 при г | оо, а С > 0 - некоторая константа.Во всей правой полуплоскости ДеС > 0 имеем

1о8МС)|<С(К| + 1). (7)
Для р > 1 обозначим через функцию Грина для круга

={С€С, К-д|<д}
с фиксированным полюсом в точке 1. Легко проверить, что ■

9 ц (С) = 1о8 НС-1) (8)
Для Е Ж. и 1 Е К определим целые по ( функции

Фк(С^) = | [*>(»*<) е֊*] (9)



О распределении радиальных особенностей степенного ряда 65и применим к Ф*(С,/3) и кругу 2Э/։ формулу Пуассона-Йенсена, записанную для точки к = 1. Замечая, что |Ф*(1,/3)| = |Яе (/п> е'^)|, получимМ |Не (/П։е'А)| + Е>(п,) < 1081ф*(С./3)1 К1, (10)
где сумма в левой чети берется по всем нулям (с учетом их кратности) функции в интервале [1,2д], а I ֊ внутренняя нормаль.Оценим сначала сверху интеграл J в правой части (10). С этой целью представим 3 в виде суммы интегралов Л и 72 по кривым 71 = дТ>^ р)(С \ До) и 72 = дТ)^ Г|Да, а 6 (0,7г/2). Учитывая, что |<| < 2дсова для < е 71, из оценки (7) получим Л < С (2дп* сова + 1). (11)Далее, с учетом (6) имеемУ |1т<| |ЛГ| + 2цпкеа (2цпк сова) + С. (12)
Положим Л: = [ |1т<| |^|. (13)
Учитывая лемму 2 из [4] и соотношение (8), будем иметь

Г2р 2и — 1Л) =2 / 9,1(1) (И = 2-------— к^(2д- 1). (14)
Jo Д — 1Отсюда с учетом (11) и (12) получим 

7 < (1 - А)пк к^(2д - 1) + 2дп*еа (2дтн сова) + С (2цпк сова + 2).(15) 
» ։Теперь преобразуем и оценим снизу сумму в левой части (10). Обозначим через т(4) число нулей (с учетом их кратности) функции Ф*(С,/3) на интервале [1,4]. Положим (16) 2С учетом соотношения (8) легко проверить, что функция д^(т) ------убывает на

21 тпромежутке (1,2д], так что имеем д^(т) >--------- при т € (1,2д]. Отсюда длят дЕк|Д получим 2р 1 . . . 1 . „Г2" т(т) ,- с2тп(т) — — тп(2 д) = 2 / —(1т.т Д Т2
(17)



66 А. В. ЯврянДалее, пусть Wk(r,0) ~ число перемен знака конечной последовательности Re(/fce’^), п € [п*,тпк]. Согласно лемме 3 работы [4] имеем т(т) > (т— -l)nfc - Wk(T,/3) - 2. Отсюда и из (17) следуетг2*1 Wh(r в) ( 1 \> 2«* log2/2 - 2/ ֊dT -2 - 2^} ("* + 2)- (18)
Умножая (10) на (2п*)-1, из (15) и (18) получим֊^— log |Re (/n*e'^) | + log 2д - f dr <

2nk J, nfcr2 (19)< (1 - A) 2^ _ log(2M- 1) + 1 + Сд сова + 7(714),
где 7(714) —> 0 при n* —> оо.После интегрирования по частям имеем p5№£)drSS։>(n։>w 

J1 пк Т*Следовательно, полагая в (19) /3 = /З4 и перейдя к верхнему пределу при fc —> оо, с учетом (3) будем иметьlog2д — 1У(2д) < 1 + | log - + (1 - А)^—5֊ Н(2д - 1) + Сд сова. 2 р 2(д-1)Отсюда при а -> тг/2 получим
A log2/x — W(2p) < 1 + -log - + <5(д), 2 ргде S(p) 0 при д —> +оо. Переходя здесь к верхнему пределу, придем к противоречию с условием (4).3°. Положим далее

Р: ={n6IN: /„ / 0} = {т4)Г=1-
Пусть теперь /п = |/п| е1Шп, где шп выбраны так, что |ып+1 — шп| < тг. Определим дляд > 1 и п £ К

Пп,я):=1 £ 
7Г т-* АС

*€[п,дп]и для бесконечного множества С С ЕЧ положим
Vg (д): = lim sup V* (п, д). »ео



О распределении радиальных особенностей степенного ряда 67Теорема 2. Пусть для бесконечной последовательности й С IN выполнено 
условие lim inf |/n |1/n = p > 0. (20)*ca
Если для некоторого числа A G (0,1] имеем limsup(A logp-Уд(д)) > 1 +| log-, (21)

/<—>OO L p

то ряд (1) будет иметь радиальную особенность в углеДоказательство. Допустим, что утверждение теоремы неверно. Положим Q = = Повторяя рассуждения, проведенные при доказательстве теоремы 1,будем исходить из неравенства (19). Разделив на я, проинтегрируем обе его части по /3 от нуля до я. Получим11 1 /■’р 1 Г*у— logd/nj + log^w--/ —у / Wk(r,p)d0dr<
2nk 2 ir J i nk t* Jo2u—1- ^~^2(д-1) 1°8(2M-1) + CPc°8a + 7(n*)-Далее, согласно оценке работы [4] (стр. 17) имеем
fKWk(Tt0)d0<V(r,k): = £ K+i-Wn|. (23)

0 ne[ni,,rn*]С учетом этого неравенства и соотношения (20), после перехода в (22) к верхнему пределу, получим1 1 Г2* V(t k) 2u - 1- log p+log2p-lim inf- / ' ' dr < l+Сд cosa+(l-A)-7^—-r log(2p-l).
L k-»oo IT Ji nkT* ~ 2(д— 1) (24)Интегрируя по частям, получим

Й'Ш**<-**.При a -> тг/2 из (24) будем иметьA log2p - у*(д) < 1 + 1 log 1 + (д), z pгде £(д) —> 0 при д —» со. Это противоречит условию (21).Далее мы будем использовать следующие обозначения : обозначим через |/| длину отрезка I С IR; для множества Q С IN обозначим через A/g (/) = Af(I) число элементов множества fiQ/. При I = [O,t],t > 1 положим A/q(I) = Malt) = = V(t).



68 А. В. ЯврянСледствие 1. Пусть для элемента (1) последовательность ЙСК удовлетворяетусловию (20) и Нт вир —-— = 1. >оо *Если для некоторого в0 € [0. 2”’] существует конечный предел # во 104Пт > О,
/т*+>С'в(”П‘+1

(26)
(27)

то для любого е > О ряд (1) будет иметь конечную радиальную особенность в некотором направлении в, |0 — 0о| < £•Доказательство. Очевидно, что можно предположить во = 0. Согласно теореме 2 достаточно доказать, что Уд (д) = 0 для любого д > 1. С этой целью покажем, что для любого д > 1 существует последовательность пк 6 0. такая, что
Нт = 1 при Тб(1,д]. (28)к-юо (т - 1)пк ' 1 Л ' •Пусть 1к С Д, к 6 № и НштГ > 0.*-юо |Д|Тогда легко проверить, что если Л/'(Д)/|Д| -> 1 при к -> оо, то Л/\1'к)/|Д| -> 1.Пусть теперь Д | оо - такая последовательность, что

Пт = 1. (29)
1-+ооИз вышесказанного следует, что для фиксированного го € (0, д՜1) и достаточно большого к существует число п* е б А(гоД։ Д-1Д]. Применяя то же Замечание к интервалам Д = [О, Д] и 1к = [гд,тп*], т 6 (1, д], с учетом (29) получим (28).Далее, с учетом (27) легко проверить, что

Нт V (30)
к-+оо П

п€бльр 
%где б»*,/. = бА[п*,Дп*].Пусть теперь О!П)>1Ц = [п*,дтн] \ б и Л/^(т) - число элементов множестваП[пк,тп*]. Имеем

(31)



О распределении радиальных особенностей степенного ряда 09
Так как согласно (28) —> 0 при к —> оо для всех т £ (1, д], то из (31)получим, что У(пк,ц) —> 0 при к —> со. Отсюда и из (30) окончательно получим, что Уд(д) = 0.Далее, для бесконечного множества й С № положим

5ро(д) = liminfSp(n, д), Ар о = lim inf . “ев р—юоСледствие 2 (о лакунах). Пусть для элемента (1) последовательность Q С Р удовлетворяет условию (20) и существует число А 6 (0,1] такое, чтоlim sup [A log д - Sp,q (д)] > 1 + | log -. (32)
р-+оо 2 рТогда ряд (1) имеет конечную радиальную особенность в любом открытом угле △ раствора 2тгА.Для доказательства достаточно заметить, чтоУ^(д) =liminf^ |С"* й>*՜11 <5р,0(д) *б[п,рп]и применить теорему 2 к ряду fn е,впгп, где в G [0,2тг).Следствие 3. Если в условиях следствия 2 имеем, что А = Apg < 1, то в произвольном угле △ раствора больше 2irA элемент (1) имеет конечную радиальную особенность.4°. В п. 5 мы покажем, что теорема 2 теряет силу, если условие (20) заменить более слабым условиемlim sup [A log д - V* (п, д)] > 1 + | log (33)

г—>оо ях 2 р
пее(где Qt = ЙП[4, +оо). Тем не менее, имеет место следующаяТеорема 3. Пусть для элемента (1) последовательность Q = С Р

удовлетворяет условию (20) и для некоторого числа А 6 (0,1] выполнено условие 
(33). Тогда либо ряд (1) имеет конечную радиальную особенность в Д„д, либо его 
аналитическое продолжение в Дкд неограничено. Это означает, что в Д^д |J{oo} ряд (1) имеет радиальную особенность в Некотором направлении 6, |в| < тгА.Для доказательства нам понадобится следующее



70 А. В. ЯврянПредложение 1. Пусть элемент (1) допускает аналитическое продолжение f в 
открытый угол = С \ о € (0, к), и для некоторых констант a > 0 и С > О 
имеет место оценка l/WI<c,(H֊«* + i), я ед;. (34)
Тогда существует голоморфная в правой полуплоскости функция <р, удовлетво

ряющая условию ?(«) = /„, neJNlJio], (35)
и такал, что для любого е > 0 существует константа С, > 0 такая, что

ИС + «1)1 < С, cxp(erfo| + ^), £>0. (36)
Доказательство. Для г 6 (0,1) и 5 е (0,1 — ff) положим

7г,4 = {г: к1 = г}ПД'+4՛ = argz=։r + <5, |я|>г},
и определим для £ > 0 функцию £Ь“='>+'* “г.4 ’Mгде z( = exp « log z), logz = log |z| + iarg я, | argz\ < ir. Сходимость интеграла I2 при ( > 0 следует из условия (34). Далее, если положить уд = {я: |я| = Д] Q Д',, то из (34) будем иметь

°РИ Я֊>+оо-
Отсюда очевидным образом следуют равенства (35), а также независимость значений <р от выбора г и S. С учетом (34) имеем

|/i| < Cr ехр ((а+ £)»?-£ logt), |Га| < Ci exp ((er + (5) т) - £ logr),
где Cr = max|.|=r |/(я)|, a Cj не зависит от г и <5.Отсюда при 5 —> 0 будем иметь

ИС + «?)!< (Ci + Ст) ехр (о |rj| ֊ log г).
Выбирая г достаточно близким к 1, придем к (36). 



О распределении радиальных особенностей степенного ряда 71Доказательство теоремы 3. Предположим, что элемент (1) допускает ограниченное аналитическое продолжение / в угол △„д. Тогда, применяя предложение 1 к ряду
= (/(֊я) - /0)/х, 

п=1определим функцию Ф* (£,/?) по формуле (9). С учетом (36) оценим интеграл J в правой части (10). ИмеемJ< ^(1-А)J0 + £nt+logCc, 
Itгде Jo определяется формулой (13). Отсюда с учетом (14), (16) и (18), после умножения (10) на (2 nt)՜1 будем иметьlog |Re (/n*e,7J)| 4֊ log 2д - dr ֊

< (! - Л) 2(р _'f) 1о8(2М “ i) + 1 + g + 7b(n*)>где 7о («*) 0 при пк —> оо и не зависит от р. Интегрируя обе части полученногонеравенства от нуля до тг, с учетом (23) и (25) получимlog + log2д - V*(пк,р) < (1 - А) - log(2/i - 1) 4֊ 1 + | 4- 7o(nfc). 
Отсюда с учетом (20) имеемlim sup [A logM- У(п*,д)] > 1+ |lOgl + £ Z piУстремляя е к нулю, придем к противоречию с условием (32).Следствие 4 (о лакунах). Пусть для элемента (1) и последовательности Q с Р выполнено условие (20), и пусть существует число А £ (0,1] такое, чтоUm sup [A log д - SP(n, д)] > 1 4֊ log -. (37)

1-400 ^>, i рТогда, если ряд (1) не имеет конечной радиальной особенности в некотором угле △ раствора 2тг А, то его аналитическое продолжение в △ неограниченно.Для доказательства заметим, что
V‘(n>я) = е(п> Д) + 7 12 р) + е(п, д),

7Г К
*€[п,яп]

+°° где е(п, д) —> 0 при д —> оо и п —> сх>, и применим теорему 3 к ряду f„ eie nzn, 
п=0

9 £ [0,2тг).



72 А. В. ЯврянСледствие 5. Пусть для элемента (1) последовательность Q = удовлетворяет условию (20) и существует последовательность цк t оо такая, что lHninfSpJnbMfc)=r<l, (38)log/i*Тогда ряд (1) в любом замкнутом угле △ раствора 2тгт либо имеет конечную радиальную особенность, либо оо является для него радиальной особенностью изнутри △.Доказательство. Предположим, что элемент (1) допускает аналитическое продолжение f в некоторый угол △ раствора 2тг г и бесконечность не является для него радиальной особенностью в некотором направлении 9, е'в £ Тогда, в частности, / допускает ограниченное аналитическое продолжение в некоторый угол Дх D △, что невозможно, так как при условии (38) к ряду (1) применимо следствие 4 для любого А > т.5°. В этом пункте мы приводим пример степенного ряда, допускающего аналитическое продолжение в область С \ [1,4-ос), номера ненулевых коэффициентов которого удовлетворяют условию
lim (logn)“1 — = 0. (39)

П-4ОО 2—Шк
m*<nТак как из условия (39) следует, что ряд (1) удовлетворяет условию (37) для любого А 6 (0,1], то этот пример показывает, что условие (32) в следствии 2 нельзя заменить более слабым условием (37).Для начала покажем, что для любых жордановых областей U и V, 0 £ V С U найдется многочлен Р, Р(0) = 0 такой, что некоторая компонента 70 лемнискаты 

{z: |Р(к)| = 1) лежит в области (7 и содержит внутри себя область У, причем P'(z) / 0, z £7о.Пусть <?, <?(0) = 0 - конформное отображение области U на единичный круг. Выберем е > 0 так, чтобы
УС{г: |^)| <1-е} (40)

И l<z(OI>t zeu\v. (41)
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ie(x)-ff(«)|<|, гей. (42)

Отсюда с учетом (40) имеем |fl(z)| < 1— е/2, z eV. Следовательно, V содержится внутри некоторой компоненты 70 лемнискаты 7 = {z: |fl(z)| = 1— е/2}. С другой стороны, для z е 9U имеем |fl(z)| > |<?(z)| — е/2 > 1 — е/2. Отсюда следует, что 70 С U.Далее, если бы fl'(z0) = 0, где zq G 7о> то в U лежела бы еще одна компонента лемнискаты 7, внешняя по отношению к 70. И, следовательно, 6(z) = 0 для некоторой точки z £ U \ V, что невозможно согласно (41) и (42). Остается положить Р = (1 — е/2)՜1 Q-Пусть теперь V* - последовательность жордановых областей такая, что 0 е Vt С Vi+i, U“=1^ = с \ Для каждой пары V*, Р*+х подберем многочлен Pt, удовлетворяющий вышеуказанным условиям, и обозначим через 7к соответствующую компоненту лемнискаты {z: |P*(z)| = 1). Полагая
г* = min |z|, dk = deg P*, 

*67*имеем, что г* -> 1 при к —> 00. Для каждого k Е IN выберем последовательность 6 IN так, чтобы «£1 > dk v™ (43)
Так как последовательность ненулевых коэффициентов ряда

(44)
Р=1будет иметь плотность 0, то согласно теореме Фабри о лакунах единичная окружность {tu: |w| = 1} будет для него естественной границей. Тогда 7* будет естественной границей для суммы ряда »

Е . (45)
Р=1Действительно, пусть ряд (45) допускает аналитическое продолжение Р в окрестность некоторой точки го 67*. Тогда Р о Р^1 будет продолжением ряда (44) в 



74 А. В. Яврянокрестности точки шо = Л (^0)1 гДе Д* 1 ~ определенная в окрестности точки шо функция, обратная к Р*, (Р*(*о) # 0).Если обозначить через а*п коэффициенты Тейлора в точке 0 ряда (45), тоНшвир |а*п|1/п = г*1. (46)
»1—>ооЗаметим, что как следует из условия Р*(0) = 0 и из (43), частные суммы

ООряда (45) являются последовательностью частных сумм ряда £ “»п причем 
п=0акп = 0, п £ »'?*']• Далее, выберем по индукции последовательность

0° . .

Хк следующим образом. Фиксируем ряд 52 £4 < +оо, е* > 0 и положим А1 = р) 
4=0Допуская, что Аг выбрано при г < к, выберем А*. Пусть А > 0 такое, что при т > А

\Рк(г)Г<Ек1 г ей* ..(47)
и 1 ’п 11о£(тс1к) п>1 £к' (48)

' п=ай_1Лй_1+1Теперь согласно (46) можем выбрать
Хк = ^>А (49)

так, чтобы для некоторого п* е [А*, <1кА*]1«*пй|п‘՜' >гк1֊ек. (50)
Рассмотрим далее ряд £[ад]А*- (51)

4=0Пусть ап - коэффициенты при гп после раскрытия скобок. Имеем
ООап=а*п при пе[А*,й*А*] и ап = 0 при п £ и [А*,а*А*]. (52)

4=1Покажем, что ряд £>п*п (53)
п=0будет искомым. Действительно, согласно (47) и (49) ряд (51) сходится равномерно внутри области С \ [1, +оо). Следовательно

Вт аир |ап|1^п < 1.
п->оо



О распределении радиальных особенностей степенного ряда 75С другой стороны, так как г* —> 1 при к —> оо, то из (50) имеем
lira |аПй|1^п‘ = 1. n*-*ooТаким образом, радиус сходимости ряда (53) равен 1, а сумма ряда (51) является аналитическим продолжением в С \ [1, +оо). Соотношение же (39) легко проверяется с учетом (48), (49) и (52).В заключение автор выражает свою признательность профессору Н. У.Аракеляну за постановку задачи и ценные обсуждения.

ABSTRACT. The paper considers singularities of power series on or beyond the boundary of the circle of convergence. Sufficient conditions are found that guarantee the presence of radial singular points of a series in a given angular domain.
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