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Пусть f — 2тг-периодическая функция. Тригонометрический полином 
«-1

Тт(х) порядка не выше т, минимизирующий сумму [/(xj) — Тт(as<)]2, 
1=0

4 7^0 вш|(Х| — х)

Аппроксимацией функций полиномами наилучшего квадратического приближе

ния занимались С. Н. Бернштейн [1], М. Д. Калашников [2], Г. П. Губанов [3] и

другие.

где xi = I = 0,1,1 для некоторого целого числа q > 2т, 
называется полиномом наилучшего квадратического приближения для 
функции / по системе точек ®/. Пусть Н — совокупность всех 2тг- 
цериодических функций Цт.), которые удовлетворяют условию |/(х2) — 
-/(*1)1 < |х2 -Z1I, и пусть Qn(x,H) = sup |/(х) — Tm(/,z)|. В настоящей 

/ея
работе будет дано решение задачи об асимптотике величины С^(х,Н) 
при т, q —> оо.

§1 . ВВЕДЕНИЕ

Для 2тг-пе.риодической функции / тригонометрический полином Тт(х) порядка 

не выше т, который минимизирует сумму

9—1
УЗ(/(*|) - Г,п(хг)]2, где х։ =---- , Г= 0,1,...,д-1
1=0 9

для некоторого целого числа q > 2т, называется полиномом наилучшего квад

ратического приближения по системе точек х/. Известно (см. [1]), что этот по

лином, который мы обозначим через Тт(/,х), имеет вид 4 * * *
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Совокупность всех 2?г-периодических функций /(х), удовлетворяющих усло

вию Липшица |/(хг) — < lxa ~ xiL назовем классом Н. Обозначим

С’(х։Я) = eup |/(z) - Tm(f,x)\, р(х) = 1 + 
/ен i innl . 2с08(|{Мх)-§})֊

D^ = —

где IN - множество всех натуральных чисел, а {а} - дробная доля а.

В работе [2] получена формула для С^„(х,Н), с помощью которой можно ис

следовать асимптотическое поведение этой величины при условии, что q делится 

на 2т + 1. В настоящей работе мы получаем асимптотики (при m, q —> оо) для 

С^(х,Н) без этого ограничения.

§2 . ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

Основным результатом настоящей работы является следующая

Теорема 1. Пусть х - произвольное число, m,q € IN, q = qm > 2m, a

при т —Ь оо, и пусть

уЦх,а) = СЦх,Н)
ira/2 In ml 1 

sin(ira/2) m
а) Если а иррационально или a = 0, то

4
lim у^(х,а) = —. т—>©о тг*

б) Если а = где в, р е IN, (s,p) = 1, то при lim Dv(a,p) > 0 имеем р т-юо
4

Ут(х,а) > —. 
П—к АЛ ТГЛ

lira учт(х,а) < 
П1-4ОО irpsin

2

а при lim Dv(s,p) < 0 имеем m—>oo
2 

lim y?„(z,a) > — m-t-oo ТГр cot —, 2p
____  4
lim у’Дз.а) <

m—foo 7Г

Кроме того, для любого

h е 4 
я2՜' тгрвш^ или . Г 2 Л 4]Ле — cot—;— тгр 2p 7Г2

2

и для любого x (за исключением быть может тех х, для которых отношение z/2?r 

рационально) существуют последовательности {т„} и {gn} такие, что

2mn +1 s г a. , х khm ---------- = - и lim у’՞ (z, a) = Л.n-+oo qn p П-ЮО n

Замечание 1. Величина С^(х,Н) имеет период 2тг/д по переменной х. Ввиду 

этого в дальнейшем будем считать, что 0 < х < 2?г/д.
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Замечание 2. В определении величины С^(х,Н) класс Н можно чаменитт. 

на класс Нт 2тг-периодических функций, удовлетворяющих условию Липшица 

степени 1 и обращающихся в нуль в данной точке х. Таким образом

С’։(х,Я)= вир |Тт(/,х)|. (1)
/ея.

§3. ДВЕ ЛЕММЫ

Для доказательства теоремы нам понадобятся следующие две леммы.

Лемма 1. Положим

Г°° тпЪ(кх) Их'0 + 1 ’ ^Ък = Ьк - Ък+1, к = 1..... т.

Тогда
1 _ ь , д

вш(1г/։/д) 7Г к пк՝ (2)

(3)

(4)

Доказательство. Поскольку
с±к։

е<х + 1
(֊1Г՜1 
п ± к/д ’

то 
_ к (—I)՞֊1

* ?2 41п2 -к2/ч2' 5

Отсюда, подставляя в формулу (см. [4], стр. 473)

-^֊=1+£(-1)п-зА^- 
вша; х х3 — п2тг2п=1

значение х = як/д и учитывая (5), получим (2). Далее, из (5) имеем

, - к 1 1 1
‘ «2 \41 (2п - !)2 - к2/ч2 41 (2")2 - к2/ч2) - Ч2 41 (2п ֊ I)2 ֊ 1/4’

откуда следует (3). Для доказательства формулы (4) заметим, что
1 г°° е{к+к}։ _ ек։ + е-н _ е-(к+1)< 

= ---------------

(е'-1)(е“+е-1>«>‘
2(е«‘ + 1)

(е‘ — 1)е*‘ 
е«‘ + 1

Лемма 1 доказана.
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Лемма 2. Пусть /(х) - ограниченная 2к-периадическяя функция, и пусть

֊ /(*/). ||Д/|| = тах|А/(х/)|.

Тогда равномерно по тп,д и х имеет место формуля

Тт(/,х) = _____1_____у △ /(х,)СО8(гп + 1/2)7(/)
2д 8т(тгтп/д) вт(7(/)/2)

+ /(0)+О(т||Д/||),

где

Доказательство. Применяя к Т„, (/, х) преобразование Абеля, получим

2 ,-1 
Тт(/.х)=-£А/(х,)Л( + /(0), (6)

9 /=1

где «-1
= У От(х - ։,), 

|=1
а От{х) - ядро Дирихле. Замечая, что

А в“1 *(7 + ®) зшА7(/)
1 2 281п(тгЛ/д) £^2в1п(тгк/д)'

а также
" шп^+х) £ 28ш(тг*/д) "о(’)։

из (6) получим

ад. »։=֊ £*/<*՛) Ё +֊ Еад->+л»>+о(пд/п>- р>

Поскольку

△/(х,)У =О(т||Д/||)
^8т(тгЛ/9) К

и, аналогично
|1=£1А/С.)£^)=0М|А/11), 

то применяя лемму 1 из (2) и (7), получим

Тт(/, ®) = ֊ £ △/(=/) Е + /(0) + 71 + 72 + °(Г11Д/11)՛ <8)
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где

Так как

£д/(«։) = О(т||Д/||), 
/=г

то из формулы
sin пт, я — хЕ —= — 0<։<2’

п=1

имеем

л=֊ eV2? - й +° (т1 |д/| |)=7Г \ Z Z J1=Т ՝ '

= -7 Е △/(*«) Е + °(Т11Д'Н)-
™ 1=г к = 1

Обратимся к изучению суммы J2. Обозначим

(9)

m тп
В,„(2) = Е6*8“ МО. Л"*(0 = y^8infry(Q. 

4=1 4 = 1

Применяя преобразование Абеля, получим 

т-2 /к \ т-1
вт(1)= Е ЕЛ'Ю △2Ь* + АЬт-1ЕЛ‘(0 + ЬтАт(0, 

k=l \։=1 / 4=1

где ^2bk = Ab* — △bfc+i. Так как

т-2
£ (fc + 1)Д2&1- = 2ЬХ - b2 - Ьт֊1 - (т - 1)Д6т_х, 
4=1

то

Jl =
2brn сов(т + 1/2)7(i)
— Х,д/(х<) 28in(7(z)/2) + S, (Ю)

где

7Г “* \ Z J £|=г ՝ '

1 
4sm27(i)/2

т —2

Д’б* em(fc + 1)7(2) -
4=1

ДЬт-18штп7(2) 
4вш27(2)/2
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Оценим величину 5. Заметим сперва, что

1 ’у^’ |8т(*+ 1)7(П| < 1 у? 1 , 1 ’у^3 1 <
9 1^2 8[а2 " д Ал 8к? 7(/>/2 9 »=[Й+1 8*°2 7(/)/2 “

(«/։] . («/։)-։ ,52 (I - 2Р + 4 р + 0(1) = 0(т։г)։
-г+9 ' ' / —г+Ч

(П)

Кроме того, так как

/■“ △’8ШЬ(*®) , 
I ----------'о е’1 + 1 (81пЬ кх)" > О,

то имеем △2 (12)

Из соотношений

т-252 д2ь* = дьх - 
*=1 8Ш7(1)/2 ~

а также из (3), (4), (10) - (12) получим

5<||А/|| О
V____ 1____
А? 8Ш 7(0/2

тп—2
+ О(9т) £△’&* +О

= О(ЦА/П). (13)

Следовательно, из (8) - (10) и (13) вытекает оценка

Тт(/,Х) = ֊1 £△/(!<) £ 

1=г И:=>п+1

8ш *7(0 26т у< , соз(т +1/2)7(/)
к 28Ь|7(/) +

+/(0) + О(т||Д/||). (14)

Займемся изучением величиныс=1£ дЛ։,) £ 
1=т к=т+1

В работе [5] (стр. 182) получена оценка

вш*г сов(т+1/2)х А/ .Е — - +1).ь । - й<т++ Е дтм.
к=т+1 1 ' 2 *=т+1
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где

△(*) = 1 1 
к к + 1

△а(Л) = △(*) - △(!• + !) = О 1 \ 
к3)'

вт(к 4- 1)г 
Авт2 ®/2^к(х) = ֊

Отсюда, учитывая (11), имеем

1 V Л м, ։ сов(т + 1/2)7(/) 
%(т+!)^ Л " 28т(7(1)/2)

д—г—3 оо д—г—3< △(т+1) £ КМ7(1))|+ 52 Да(*) £ №(т(0)1 + о(֊) О(||Д/||).
А*=т+1

(15)

Из (14) с учетом (15) следует, что

7,„(/,х) - 2Ьт + (7+ 1}՜- £ Д/^)С°8(2^^1£2п7(г) = ОМ|Д/||). (16)

71 1=г *•8Ш

Замечая, что
соа(тп + 1/2)?(0 

(тп+ 1)вш(7(0/2)
Д/(х։) = О(т||Д/||)

и используя (11), выводим, что в оценке (16) число (тп+1) 1 можно заменить на 

т՜1. Так как при этом

26т + т 1 = 7Г
д 8т(тгт/д) ’

то лемма 2 доказана.

§4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1

Докажем сперва, что равномерно по т, д и х имеет место формула

СЦх,Н) =
1Г

д28ш(кт/д)
со8(т + 1/2)7(/) 

8т(7(1)/2) (17)

Отметим, что из определения С^(х,Н) и из леммы 2 легко следует оценка

сверху :

С"‘(1։Я) ֊ д28т(тгтп/д) £ со8(тп+ 1/2)7(1) 
81п(7(/)/2) (18)
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Для нахождения оценки снизу обозначим

р(х() = sign(coe(m + l/2)-y(Z))։ lk = + 5 + 57’ к е
TtTft i it £>Т\

Ясно, что p(z/) = (-l)i+1 при l G (/*,/*+1). Построим 2тг-периодическую 

функцию fo(t) следующим образом : fo(t) = 0 при 0 < t < хр,]+1, /о (О линейна 

на [xj_i,x,] и /о(®>) = + (—1)*2тг/д при j G Gtjfc+i), где j = [0] + 2,

[0] + 3,..., [д/6]. Аналогично, предположим, что /о(О = 0 при X[J։m_,] < t < 2тг, 

/о(0 линейна на [х,_1,ху] и /о(ху-1) = /о(х>) + (-1)к2тг/д при j G (kj*+i), где 

j = Pam-i] ~ P։m-i] - 2,-i [5д/6]. Для значений t G (®fa/6], ®{s։/6] функцию /0 

определим линейно. Ясно, что /о(0 6 Нх. Поскольку для построенной функции 

/о имеем

1 18 V՜1 д, Z ^08(171+1/2)7(0

U sin(7(0/2)

2д8т(тгт/д) (=[^)+1 701 11 8in(7(/)/2)

△/о(х() = —р(х<), I = ßj + 1,.... fe/6], I = [5д/6],.... р2т_х], 
9

то из (1) с учетом леммы 2 получим требуемую оценку снизу, которая вместе с 

(18) доказывает формулу (17).

Чтобы получить утверждение теоремы для иррациональных а, обозначим

1 |cos(m+ 1/2)7р)|
9 sin(7(0/2)

и докажем, что

^(9) = ^+^Е(-1)псоз 
п=1

х

n(2m+ 1) 
9

(19)
(4п2-1)-1 + О(1)

равномерно по т, д и х, где 6 = (2т + 1)тг/д, а || • || - расстояние до ближайшего 

целого числа. Замечая, что

совп(2т + 1)7(0 5—i cosn(2m+ 1)7(0 
8т(тг//д) + О(д),

17-1 1
9 sin(7(/)/2)

9
-1пд + 0(1)
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и используя разложение

о 4 “
| созг| = — 4— У2(—1)п+1соз(2пг)(4т1а — I)՜1, 

7Г 7Г п=1

получим следующее выражение :

Имеем

Дп(?)
41пд 4 у\ (—1)п+1 созп(2тп4-1)7(/)

№ + дтг (4п2 - 1) вт(т//д) + 0(1). (20)

1 у-1 соз п(2т + 1)7(!) _ 2 у? 
д зт(тг//д) “ д

С08 2тгп(2т+ 1)1/д • соз 21т(2т + 1)<р(х)/д
ат(тг//д)

+ 0(1) = — 1пдсоз27гп(2п1 + 1)— ■ ?г д
2 „ .. у>(х) ^-4 з1п27гп(2т + 1)1/д

- ֊соа2тт(2т + 1)^-*- V------- . \ .. . ' + 0 1).
9 9 вт(к//д)

(21)

Далее, используя равенства

зш2 7гп(2т + 1)1/д
8т(тг//д)

д— 1п(2т+1) п(2т+1)
=Е Е зт(2£ - 1)1г1/д = соЦ2к — 1)тг/2д

/=1 *=1 4=1

А (2к-1)я п
2_^ со! 1-------- — = 0, р Е
* = 1 9

получим

Е81П 7гп(2т 4* , (2^ — 1)л"зт(тг//д) - X/ со д

Обозначим

п(2тп+ 1) 
9

г = тй1(г; д — г) = дг = д

Нетрудно проверить, что

х (2^ ~ 1)^ Х-՝ х (2^ ~ 1)^ 29 к՜՜՝ 1 л/ \ 9 ։ /. \ л/Е = Е —V՜ = V Е «ту+°(«) = ь‘(1+1 + <>(։)-

Отсюда и из (20) - (22) получим формулу (19).

Обозначим
т 1п\ _ 1 V С08(т +1/2)?(0
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При (2т + 1)/д —> а 0 имеем

Ьт(д) = Ьт(д) + О(1), п(2т+ 1) 
Я Ппа11>

где па - нецелое число для иррациональных а. Разделив (17) на т֊11пт и 

переходя к пределу при т —> оо, согласно (19) получим утверждение теоремы 

для иррациональных а.

Для доказательства теоремы 1 при а = О оценим Ьт(д) снизу и сверху. 

Поскольку
-^֊ = 1 + 0(1), ։е(оЛ), 
8ШЕ X \ 2)

то имеем
. 1я/2]

М9) = ֊12 |сов0(1 ֊ у>(ав))| 1 | сод0(1 + р(х))|
«-р(х) + 1+р{х) +

Замечая, что

81£п(со8 г) = (-1)*+1, ^+кп<х<^ + (к + 1)тг,

получим
(|ж-1)/ч К,1

!„(,)= 1 £ (-1)»« <™«(‘-Д(*)) +
’ -=0 .=«>«

[(т—1)/2] [%+1]+ 1 £ (_1)։+1 £ ^5!М)+0(1)1*=° 1=(<]+1 '
где “? = 2^т(‘+|)±’’<*>-
Из (23) следует а. 1 [(т-1)/2] г п*+х [“?+՛1

Дп(?) > —֊■ £2 з 52 сод0(1-^>(г))+*=о 2 1=(в+]+1

(23)

9т , 1 К"1֊1)/2! / п*+х+ 12 ~ТТ з 12 сод0(1 + ^(х)) + О(1).
*=° 5 М%]+1

Замечая, что

'у֊' Т֊ «.})» + “»(> ֊

мЙ« 2“в
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■
д (1 \ (1 \

2cos - < cos I - - {а*+1} I 6 + cos I - - {aj} ) в < 2,
Z \ £• J \ Z J

получим оценку снизу :

— . . 2(2»n+l) 7г(2тп+1),
Дп(? > -- ---------֊cot-i—----- Unm+O 1).irg Zq

Аналогично получается оценка сверху :

~r t \ 2(2»тИ-1)1пт . _х тг(2т+ 1)Дп(<7) < ------------ :------sin -------------- + 0(1).тгд Zq

Из (17), (24) и (25) следует утверждение теоремы 1 для а = 0.

Пусть теперь

2т +1 з . . _ т
---------= - + £, (з,р) = 1, з.реич 

9 Р

и Е -> 0 при т —> оо. Докажем формулу

(^• + Оу։(в.р))1пд + 0(1), при |ф<3,
5?1пд + Р^(з,р)1п ]|у + 0(е 1пд), при |е|д > 3.

С этой целью отметим, что

. 1«/з]
Дп(д) = - 52 (Iсов0(/ - р(з:))| + I сов0(/ + ^(х))|)/-1 + 0(1) = 

п 1=1

(26)

9-1 (* + 1)Р

к=01=кр+1

(si , s<plx)
COS 7Г —|-e/------ —-

\P P
(si , sw(z)

+ cos 7Г I---- 1- el 4---------
\P P

Г1

+0(eIng) = ^֊5252 (Icmti-^pe + z- 
pj=ik=l

j )| + |с08?г(Ар£ + zj1 + 0(е Ing),

(27)
где z* = £(j ± p(z)). Обозначим

д-1

J(z) = | созтг(крЕ + z)|A: 1 (28)

и докажем, что

J(z) =
| cos ttz| Ing + 0(1),
| ln(|E|g) - |cos7rz|ln£ + O(slng),

при |s|g < 3, 
при |E|g > 3. (29)
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Для е = 0 (29) сразу следует из (28). Пусть теперь е / 0. Тах как

Г | соз я-(црс + г)| 1 Г । С087Г(ир£ 4- г)| + О(1)(
А п 

то равномерно по z

Г4 |coeir(up£ + z)| V'1! / L , м
/ -------------------- du — 2 ՛ -г | соз ir(pke + z) |A u к

(| соз7г(ире + z)| - | cos7r(fcpe 4- z)|) du 4-0(1) <
«-1 <

< 2ir|e|p£ J + 0(1) = O(elng) + 0(1). 
k=l K

Поэтому, с учетом (28) получим

fHw Icostt(u + signe • z)|
J (z) = / ------- -------- 5------ -  du + O (e In q).

J\'\p и
(30)

Пусть |е|д < 3. Для любого у € Ш. верна оценка

Г^чр |со87г(у + *)| ГМдр |с08тгу| ГМчр |8ш%</2| _
/ ------- ;-------аг — —-— аг <֊ г. / ---- ------аг = (7(1).

У|։|р 4 7|։||> 4 7|։|р 4

Из (30) получим (29).

Пусть теперь |е|д > 3. Имеем

Гм,р |со87г(г +4)| ,. Г3р |со87г(я+4)| , /■|е|’р |со8тг(х + *)|
I -----------------аъ — / ---------------- аъ 4՜ / ---------------- о* —

У|։|р 4 7|։|р 4 J3p

= -I соз7гх| 1п |е| + /1'|И’ Iе08*(*+*)! л + оцу. (31)
Ьр 4

Однако
Г"” 1СО3 7Т(Х-Ье)| = |созях| + 0(1) =

Ар t х (32)= /г,Р-^^^ + 0(1) = ֊1п(1Ф) + 0(1)- 
Jl х ’г

Из (30) - (32) следует (29) и при |е|д > 3.

Далее, так как при (в,р) = 1 имеем

р
(| соз irzj | + | соз ttzJ1՜ |) = 2 соз 

i=i

f , > И \ тг . -1 тг< зр(х) - —81П —,
( v ՛ 2 J ) 2р 2р
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то из (27) - (29) следует (26). Пусть выполнено условие Нт О^,(з,р) > 0. т—>оо
Замечая, что 1пд > — 1п |е| при |е|д > 3, из (26) получим

.. - 4 —----- Lm(q) 2 . К
1Ш1 —----— > —. 11П1 —--------- < -----Sin 1 .

m-4oo Ш 771 ~ 7Г4 m-юо Inm ~ тгр 2р (33)

Пусть теперь lira £>^(я, р) < 0. Из (26) имеем 1Л—юо

,. Lm((?) ֊2 , ----Lm(?) у, 4Нт -—— > —cot—. Нт , < —.
m=Foo In 771 ~ тгр 2p 7П-+ОО In 771 ~ 7TJ

Вместе с (17) и (33) это доказывает первую часть утверждения б). Для доказа

тельства заключительной части утверждения б) рассмотрим последовательность 

2тт1п 4-1 пз 4- а„ 
------------=---------- , п 6 ЕМ;

<1п пр

где 
{1, если зп — 0(тт1ос/ 2),

0, если зп = ЦтпоИ 2),
X (ЗХрП1и заметим, что если — - иррациональное число, то < —— > всюду плотно в 2тг I 2тг Л

интервале [0,1]. Теорема 1 доказана.

ABSTRACT. Let f be a 27r-periodic function. A trigonometric polynomial

T,n(x) of order at most tti, which minimizes the sum £2[/(i|) — Tm(:B/)]2, 
1=0

where z/ = I = 0,1,..., q — 1 for some integer q > 2m is called a polynomial 
of the best quadratic approximation for the function f by the system of 
points xi. Let H be the space of all 27r-periodic functions f(x) satisfying 
l/(®2) -/(zi)l < |X2-®1|։ and let Cfn(x,H) = sup |/(z) -Tra(/,z)|. The paper 

yen
obtains exact asymptotics of C?n(x.H) as m,q —> oo.
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