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В настоящей статье представлено применение принципа разбиения [3], связанное с принципом разбиения и свойством Литтлвуда. Показано, что существуют классы мероморфных функций, а-точки которых в основном содержатся в произвольно малых множествах, тогда как сфе­рические производные в этих точках являются произвольно большими.

§1 . ВВЕДЕНИЕЗамечательное свойство Литтлвуда [1] изучает множество О в з-плоскости, где скапливается ’’большинство” а-точек целой функции /(г) для "почти всех” значений а 6 С и устанавливает, что для любой целой функции /(г) существует такое множество О с ’’сравнительно малой” площадью. Площадь 5(0) множества 
С не может быть произвольно малой для целых функций. Это заключение вытекает из оценок Л/(г,/') в терминах классических характеристик М(г,/), Т(г, /) или А(г, /). (Определения и результаты теории распределения значений мероморфных функций предполагаются известными [2]). С другой стороны, это показывает, что классические характеристики описывают малость 5(0) для целых функций.Справедливо ли то же самое для мероморфных функций ш(з) в С ?В настоящей работе мы даем отрицательный ответ на этот вопрос. В част­ности, мы указываем некоторые классы мероморфных функций с предписанной малостью 5(0) и роста их характеристик. Используя принцип разбиения меро­морфных функций [2], мы легко приходим к оценкам площади 5(0) (свойство Литтлвуда) и, более того, получаем подробное описание геометрии множеств О.



6 Г. А. Барсегян, Г. А. СукиасянКроме того, мы показываем, что наибольший рост сферических производных ш(я) достигается на множествах С с наименьшей площадью С и наоборот. От­сюда, в частности, следует существование мероморфных функций с произвольно большими сферическими производными на множествах С.Все это приводит к следующему важному заключению : в случае мероморф­ных функций значения сферических производных и размер множества б не могут быть описаны в терминах классических характеристик. Для выяснения ситуации нужны новые понятия. Мы намереваемся возвратиться к этой задаче позже.§2 . РЕЗУЛЬТАТЫОбозначим через М класс мероморфных функций в С, отображающих верхнюю полуплоскость на себя (см. [4]). Как установлено М. Г. Крейном [4], функции ш(я) £ М имеют представление
г \ г~ *о(О) тт 1 — з/зп(0)

где зп(оо) < гп(0) < яп+1(оо), п = 0,±1,±2,... и г֊1(0) < 0 < *1(оо), с - константа.Мы будем использовать обозначения принципа разбиения и теоремы 1 из [3] такие, как у>(г), Л(г), Л(г), Е?(г), й(£?(г)), Л(ш(Е§(г))), Фе(г), △, Е.Теорема 1. Пусть т(г) - положительная монотонная функция, стремящаяся к 
нулю при г—» оо и 0 < р < оо. Существует мероморфная функция ш(г) 6 
£ М заданного порядка р такая, что для ^35(г) < Л (г) и для произвольного 
г Е отображение (£>(г), ш(£>(г))) разбивается на простейшие компоненты ш(Е?(г))), » = 0,1,2,..., Фе(г) такие, что :
для » > 1 отображения (2?'(г), ш(Е?(г))) - удобные однолистные накопители с 
тотальным дефектом △ < 4; (1)
для » = О отображение (Е'о(г), ш(Е§(г))) - расширенный накопитель особенно­

стей, причем

А(ш(Ее0^А-\т) - 0, г-оо, т<£Е (2)
и, одновременно Фе(г)Л-1(г) —»1, г —» оо, г £ Е. (3)
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Диаметры с!(Е-(г)) удовлетворяют неравенству

ад (г)) < т(г), i > 1, (4)
и для каждого г € ։ > 1

1+|ш(ж)Р ֊ т(г)’Благодаря формулам (1) —- (3) большинство простых а-точек для большинства значений а Е С содержится в объединении областей Е-(т), { > 1, играющей роль множества С во введении (см. [3]). Неравенство (4) в теореме 1 показывает, что диаметры удобных однолистных накопителей могут быть произвольно малыми, и, следовательно, объединение может быть произвольно малым. Это означает, что мы имеем пример мероморфных функций с произвольно малым множеством 
С и, соответственно, с произвольно большими сферическими производными на множестве О.Следующий результат описывает расположение областей и дает опенки снизу для сферических производных ш Е М, зависящих от расстояний между нулями и полюсами.
Теорема 2. Пусть ш(з) Е М и у։35 (г) < .4(г). Тогда для любого г $ Е отобра­

жение (2Э(г), ш(Л(г))) разбивается на простейшие компоненты (Е?(г), ш(^?(г))), ։ = 0,1,2,..., Фе(г) такие, что :
для ։ > 1 отображения (Е?(г),ы(Е‘(г')У) - удобные однолистные накопители с 
тотальным дефектом △ < 4; (б)
для » = О отображение (£?§(г), ш(Е'д(г))) - расширенный накопитель особенно­

стей, причем А(гй(Ед(г)))Л-1(г) —♦ 0, г—»со, т$Е (7)
и одновременно Фе(г)А-1(г) —» 1, г —» оо, т£Е. (8)
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Для каждого » > 1 существует индекс п,- (соответствие между ։ и тц 
взаимно однозначно) такой, что Е?(г) П (лп;(оо) ; гп֊(0)) / 0 и

Е?(г) С я
2 _ Зп.(°о) + ^пАО) < 10^(г)|,щ(оо) _ Жп (0)Л ։ (9)л }

где С - абсолютная константа;

для любого я 6 Е{(г), » > 1 Н(*)1 _______________1_______________1 +|ш(х)|2 “ Юс^)|гп;(оО)-гП1.(0)|' (10)
Следующий результат имеет самостоятельный интерес в изучении функций 

•ш 6 М.Теорема 3. Пусть ш 6 М. Тогда

|Л(г) - т»(г, 0)| = о(А(г)), г —* оо, г £ Е, (11)
|А(г) - п(г, оо)| = о(А(г)), г —* оо, г £ Е. (12)

§3 . ДОКАЗАТЕЛЬСТВАМы будем использовать следующие обозначения из [3] : ш - сферический образ щ ; ш(Х) - сферический образ ю(Х); /(Г) - сферическая длина кривой Г ; Р(р, ш0) - сферическая р-окрестность точки шо> т.е. множество точек, расположенных на сферическом расстоянии, меньшем чем р, от точки шо-Доказательство теоремы 3. Пусть /(г, Г) - суммарная сферическая длина кривых на римановой поверхности Гг = {ш(з): |г| < г}, проекции которых лежат на кривой Г.Согласно первой фундаментальной теореме Альфорса (см. [2], гл. ХШ)
А(г)- Цг.Г) Г(г) = о(А(г)), г —» оо, г $ Е. (13)

Для кривой Г возьмем полуось (—оо, 0). Тогда /(Г) т2 . Заметим, что ин­тервалы в определении /(г, Г) в точности являются ш-образами интервалов {и(п)(лп(оо),зп(0))} Г> {г: |з| < г}. Действительно, ясно, что ш-образ каждого интервала (ап(оо), г„(0)) отображается на полуось (—оо, 0). ш-образ любой пря­мой вне С(п)(гп(оо); гп(0)) не может лежать в (-оо,0). Это следует из того, что 



Применения принципа разбиения мероморфных функций ... 91) ш-образы интервалов [яп(0);яп+1(оо)] лежат на положительной полуоси; 2) если ш-образ некоторой прямой из С\(—оо; +оо) принадлежит (—оо; 0), то любая окрестность этой прямой содержит значения как из верхней, так и из нижней по­луплоскостей. А это противоречит тому, что функция отображает верхнюю полуплоскость на себя.Остается показать, что соответствие между этими интервалами на Гг и интер­валами (яп(оо), Зп(0)) взаимно однозначно. В противном случае, существовали бы точки Е (яп(оо),гп(0)), в которых ш'(я^) = 0. Следовательно, для любо­го р > 0 ш-образ полукруга {я: |я — я^| < р} П {я: 1тя > 0} содержал бы точки из {1тш < 0}. Мы пришли к противоречию.Сферическая длина ш-образа каждого интервала (я„(оо), Яп(0)) С [—г;г] равна —, а для интервалов (яп(оо), яп(0)), пересеченных с [—г; г], меньше —. Следова- тельно, отношение получает целый вклад из интервалов (яп(оо), яп(0)), целиком находясь в [—г; г]. Каждый такой вклад равен числу В(г) этих интер­валов. Положим Кг, Г) КГ) = В(г) + В0(г),
где Во (г) < 2 - вклад из (яп(оо), яп(0)) Л [-г; г].Следовательно, из (13) имеем

|А(г)-В(г)|< '(Г) + Во (г) = о(А(г)), г —+ оо, г £ Е. (М)
Поскольку 0 < п(г, оо) - В(г) < 1 и 0 < п(г, 0) — В(г) < 1, то (11) и (12) следуют из (14). Доказательство завершено.
Доказательство теоремы 2. Пусть у - сферический образ полуоси (—оо;0). Тогда, в силу утверждения 5' из [3], можно указать точку ш* 6 7 такую, что сферический круг Т>(Се<р-6(г), ш՛) принадлежит всем ш(В®(г)), » = 1, ...,Фе(г), г > и. Обозначим через п։(г) дугу кривой 7, целиком лежащую в круге Д(Сб^-6(г), ш*). Сферическая длина т(г) равна 2Сб^“6(г). Полуось (—оо;0) в точности является ш-образом каждого из интервалов (яп(оо),яп(0)). Поэтому, для каждого Е- (г), ։ = 1,..., Фс(г) существует индекс п,- (соответствие между » и



10 Г. А. Барсегян, Г. А. Сукиасянп,- взаимно однозначно) такой, что множество {й(Е'(г)П (яп,(оо), яп;(0))) содер­жит дугу т(г) так, что
№)11 + |ш(х)|2 (1х>2Св<р 6(г).

Для некоторого х* £ П (яП1.(оо),яп.(0)), согласно теореме о среднем значении, имеем
№)| > 2С6уГв(г) > 2Сб<-6(г)1 + |ш(х)|2 ~ тев(Е'(г) П (яп;(оо), яп<(0))) ~ |яп;(оо),яп.(0)| ’ ' 'Пусть г £ Е‘(г). Из утверждения 3' работы [3] следует, что существует кривая Г(ш(я), £й(х*.)) С ш(£,?(г)), соединяющая точки ш(я) и ш(х*;), длина которой 7(Г(ш(я),ш(х*.))) меньше, чем Сз<р(т). Применяя соотношения (0.17) теоремы 1 из [3] и (15), получаем |-г֊<,1< / ~ =

_ [ 1 + Мд)12 №)1 <7ш-*(Г(«(*),ш(х«..))) к'(г)| 1 + |ш(х)|2 -- ^^Х*՞)^ ^Г(Д(*)’*"(<.))) < Р1(г) кп,(оо) - яп.(0)1,
г <£Е, откуда следует£-(г) С (я: я — Хп^°°^гп^ < (— + 1^ ^7(г)^։(г)|яп։(оо)-яп((0)||, 
г $ Е. Аналогичны образом получаем, что для любого я £ Е‘(г)|н/(ж)| 2С'Ч>֊'(г)'р?(г)1 + |ш(я)|2֊ |яп((оо)-яп,.(0)| 1Таким образом, утверждения теоремы 2 доказаны с некоторой абсолютной кон­стантой С.Доказательство теоремы 1. Теорема 1 вытекает из теоремы 2. Рассмотрим функцию ш(я) £ М с положительными нулями и полюсами, удовлетворяющими условиям :1) ^(r, оо) имеет порядок р;2) |Яп,(оо) — яп.(0)1 = П = 1»2>— ։



Применения принципа разбиения мероморфных функций ... 11где Ф(г) - положительная монотонная функция, стремящаяся к 4-оо при г —» оо, для которой при т > га справедливо неравенствоФ(п1/2(г,оо)) > 21°^(
Покажем, что для функции ю(я) все утверждения теоремы 1 справедливы. Мы выносим из рассмотрения те области Е‘(г) из теоремы!, для которых соответствующий индекс п,- < [п1/2(г, оо)] + 1, где [л] - целая часть х. Согласно теореме 3, число таких областей о(А(г)), т —> оо, г £ Е. Сохраняя обозначения теоремы 2 для остальных областей, мы получаем соотношения (1) — (3) теоремы 1 и неравенство«)) < 210е «■'<'> = 210^’Н _L. < -^’2^ < ,(Г).
г £ Е, которое следует из соотношения (9) теоремы 2.Из неравенства (10) теоремы 2 для произвольного z G Е‘(г), i > 1, имеем |ш'(*)1 11 4/1 > ___ г d Е14-|w(«)|2 ֊ т(г) ’ *Остается заметить, что, согласно соотношению m(r, ш) = О(1пг), г —♦ оо (см. [5], гл. VI), функция имеет порядок р. Теорема 1 полностью доказана.
ABSTRACT. Present article gives an application of the Principle of Par­titioning [3] related to the Principle of partitioning and to the Little­wood Property. It is shown that there exist classes of meromorphic func­tions whose а-points mainly occur in arbitrarily small sets, while spherical derivatives considered at these points are arbitrarily big.
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