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§1. ВВЕДЕНИЕ

Если f - целая функция, вещественная на вещественной оси, с только веще­

ственными нулями, то очевидным следствием теоремы Ролля является то, что 

считывающая функция нулей функции f асимптотически не меньшего порядка, 

чем считывающая функция нулей функции /. Рассматривая неопределенные ин­

тегралы от ер, где Р непостоянный многочлен, мы видим, что, вообще говоря, 

это не так.

В этой заметке мы получаем связь между считывающими функциями нулей 

f w. f, когда порядок функции f достаточно мал. Согласно результату, полу­

ченному в работе [2], если f - целая функция с порядком, меньшим чем 1/2, то 

дефект Неванлинны нуля функции f'/f удовлетворяет формуле

< 1 — cosirp. (1.1)

Поэтому тем более для случая, когда нули функции f простые, имеем

'™”р жад<12> 

(В данной работе мы предполагаем знакомство читателя с терминами теории 

Неванлинны.) Константа совтгр получается в ходе доказательства, оценка же 

(1.1) не являетая точной. (Действиельно У. X. Дж. Фуксом установлено, что 

5(0,/'//) = 0, если р < 1/2.) В данной замете мы получаем улучшенную оценку 

для неинтегрированной версии (1.2), когда р достаточно мало.
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Теорема 1.1. Если / — целая функция положительного порядка р <
1

32л/27։

11твир п(.Г’н4г > 1 ֊ 32^ ре֊1'286'. (1.3)
г_оо п(г, 0, /)

Некоторые замечания естественны. Заметим, что выбор р делает правую 

часть (1.3) положительной. Для малых р > О

1 - 32л/2е ре-1^2В6р > созтгр,

и поэтому мы можем рассматривать теорему 1.1 как неинтегрированное улуч­

шение формулы (1.2).

§2 . ЛЕММЫ

Нам понадобятся две леммы, доказанные также в других работах.

Лемма 2.1. (см. [4]) Пусть п(1) - неубывающая, принимающая целые значения 

функция положительно-конечного порядка р, непрерывная справа. Пусть М > 3, 

Яо > 0 такое, что п(Я0) > 0 и п(*) = 0 яри 0 < I < Яо- Тогда существует 

множество Е = Ем С [Яо, оо) с логарифмической плотностью не меньшей чем 

1 — 3/М и такое, что если г 6 Е, то

п(*) < п(т)(1/г)2М^\ *>г (2.1)

и

"Ю > п(г)(1/г)7М^»\ Яо < ։ < г. (2.2)

Отметим, что лемма 2.1 слегка изменена по сравнению с леммой в [4], 

стр. 198. Та лемма установлена для функций конечных порядков, включая 0. 

Постоянная 2р в нашей лемме 2.1 играет ту же роль, что р + 1 в той лемме.

Следущая лемма - неравенство (2.7) в работе [3] (см. также лемму 3 в [1]).

Лемма 2.2. Пусть / - целая функция, и пусть [с, (/] С [0,2?г]. Тогда

Яе 40 4՜ 2тг <ге։в/'(ге|В) 
/(««)

(10 + 2тг + (й — с).
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§3 . ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1.1

Запишем /' в виде канонического произведения

/'М = «’П (։-£)•

Хорошо известно, что если г / |г„| для всех и, то

1ов |/,(те«)| = £ ст(г, Г)е։тв, (3.1)
— ОО

где с0(г, /') = ЛГ(г, 0, /') и

Ст(г.Г) =
(֊зЬЕ (гМ"֊£ Г (57/гГ

< К1>г о#[*„|<г
„ с_т(г,/')

при т > 1,

при т < —1.

Далее
д. гн <9\\ к ни И\1\ г. ге**/"(ге,в) ^(«Г8 ! (г. )) = г֊(1«( |Г («•«)!) = Не

Поэтому почленно дифференцируя (3.1) (ср. с [4], (2.10)), получаем

ге|в Р'(ге'в}
в» .цЛЕЦ'.Л՛“. (3.2)

' -ОО

где Ь0(г, ?) = п(г, 0, /') и

(ЧЕ (’7*֊)гаЧ Е ^/тГ 
ьто(г,Г) = { 1^1>г 1«֊к«-

(-6_т(г,Я

при т > 1,

при т < —1.

Теперь оценим Ът для т > 1. Записывая п(4) = п(4,0, /') — п(0,0, /')• получим

Мг,/')1 < | (/°°(г/*)т йп(О + £(*/г)т

Положим М = 4 в лемме 2.1 и заметим, что множество Е неограничено.

Применяя лемму 2.1 к п(1) и интегрируя по частям, для г Е Е получим

|ьт(г, /')1 < у п(г) ( - Г (:/г)(’"+1в*)^>) =
2 \*Г 1 ^0 1 /

- ( 32^ ■ (ДоЛ)(т+16р)А е 32рп(г,0,П
2 1 Ч™2 ֊ (16р)а т+16р )~ т

где на последнем шагу мы взяли г достаточно большим и учли, что (16р)2 < 1/2.

Таким образом, для всех т О

|ьт(г,//)к128р?(г;0,л- |тп| (3.3)
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Пусть к = с-1+1/1։8я> перепишем (3.2) в виде

-да—”■
где

1 = «(г,0,/'), П= Е Ьт(г,Г)е{тв, Ш= £ Ьт(г,/')е'т». 
0<|т|<* |т|>*

Из (3.3) имеем, что для г£^иО<0<2т справедливы неравенства

|П| <32рп(г,0,/) 52 |֊| <64рп(г,0,/')(1 + ^*). 
0<1т|£* 11

Поэтому согласно определению к

У՝ 

|т|<4

и, таким образом

(3-4)

1|1 + П)||1 = ֊ / ’ Е Ът(г,/')е*тв <И = п(г,0,/'). 
2’Г-/о |т|<ь

(3-5)

(Все нормы взяты относительно нормированной лебеговой меры на (0,2т).) Из 

(3.3) для г е Е также имеем

1/5
Е Мг>Ла) <32^рп(г,0,/>_1/286₽- 

|т|>4 /

Здесь мы использовали то обстоятельство, что £ < 1՛ Отсюда и из (3.5)
|т|>к

получим, что для г Е Е

ге“Г(ге») 
/'("")

< п(г, 0, /')(1 + 32^ ре՜1/286'). 
1

(3-6)

Применяя лемуу 2.2 и формулу (3.6) для г Е Е, получим

Не

ге"/'(ге") 
Яге" Не

ге"/'(ге") 
Л«։в)

<10 <п(г, О,

ге,в/"(ге։в) 
Ж««)

<10 < 2 + п(г, 0, /)(1 + 32>/27 ре-1/256'։),

завершая доказательство теоремы 1.1.
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