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Работа посвящена изучению некоторых новых явлений равнораспреде­
ления в теории мероморфных функций и расположений а-точек меро­
морфных в комплексной плоскости функций, что является продолже­
нием теории Р. Неванлинны, описывающей число а-точек. Вначале мы 
изучаем взаиморасположения а-точек и оцениваем расстояния между 
ними. Так называемый принцип разбиения мероморфных функции по­
казывает, что а и Ь-точки в основном попарно близки. Это приводит 
к новому типу разложений мероморфных функций в простейшие ком­
поненты. Устанавливается некоторое равнораспределение, названное 
свойством сравнимости, которое показывает, что расстояния между а 
и Ь-точками и Ь и с-точками в основном сравнимы. Кроме того, мы 
показываем, что величины сферических производных, рассмотренные 
на множествах а-точек, сравнимы для различных значений а. В после­
дующих работах мы предполагаем использовать принцип разбиения 
и свойство сравнимости для доказательства того, что местоположе­
ния большинства а-точек для почти всех значений а Е С могут быть 
описаны, если известны расположения а-точек хотя бы для одного “хо­
рошего” значения а. Это согласуется с основным заключением теории 
Неванлинны, которую качественно можно изложить совершенно ана­
логично : число а-точек мероморфных в комплексной плоскости функ­
ций могут быть описаны для почти всех значений а ЕС, если известно 
количество а-точек хотя бы для одного “хорошего” значения а.

ВВЕДЕНИЕ

Вначале был вопрос : “Каково количество а-точек целой или мероморфной 

функции?”.
• %

Начальной здесь была известная теорема Пикара (1889), которая явилась

предвестником теории Бореля-Адамара и последовавшей ей теории Р. Неванлин- 
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ны [1] в 1920-х.

Теория Р. Неванлинны усилила предыдуюшие результаты, обобщила их 
• ■ »г» ; • . • • ■

распрстранив на мероморфные функции, получила законченные описания коли­

честв а֊точек мероморфных функций и>(*) в С. Характеристические функции 

Неванлинны стали широко используемым инструментом, сама же теория была 

признана как “одна из самых значительных достижений века” (Герман Вейль).

В 1935 году Л. Альфорс [2] создал теорию поверхностей наложения - 

метрико-топологический аналог теории Неванлинны. Несмотря на общепризнан­

ность эта теория не нашла многих применений. Тем не менее, она имеет одно 

неоспоримое преимущество : она применима там, где неприменимы аналитиче­

ские методы. Думаю, что многие применения этой теории все еще впереди.

Естественно, что наряду с изучением количвств а-точек непрестанно возни­

кали вопросы, касающиеся взаиморасположений а-точек. Здесь двойником тео­

ремы Пикара явилась известная теорема Г. Жулиа о лучах (1907). В 20-х годах 

Л. Бибербах [3], X. Мийю [4], Р. Неванлинна [5], Г. Валирон [6] открыли новые 

пути. Эти исследования были продолжены многими школами.

В конце 70-х вырисовывалась следующая картина. Детальное знание некото­

рых аспектов взаиморасположений а-точек было достигнуто только для частных 

классов функций (Л. Бибербах, Ф. Эдрей, У. Фукс, А. А. Гольдберг, С. Хеллер- 

стейн, Р. Неванлинна, И. В. Островский, Й. Уинклер). Внимание было сосре­

доточено на изучении лучей Жулиа и Бореля, “кругов наполнения”, множеств 

Пикара, гего-опе-шАпПу множеств (И. Н. Бейкер, Л. Бернацкий, Б. Е. Кейн, М. 

Картрайт, П. Колуэлл, А. Дингхас, Д. Дрейсин, Й. Дюфренуа, П. М. Готье, В. 

И. Гаврилов, Г. Гюндерсон, У. Хайман, К. Л. Хионг, Й. С. Хуанг, Кечун Ли, 

Куанхео Чанг, Л. X. Ланге, О. Лехто, С. Линден, К. Мацумото, X. Мийю, П. 

Монтель, М. Озава, А. Раух, Л. А. Рубель, Ф. Сунье Балагуер, А. Содин, Н. 

Тода, С. Топпила, М. Пуджи, Г. Валирон, А. Вейцман, Дж. Уинклер, С. С. Янг, 

Янг Ло).

Однако описания взаиморасположений этого периода касались только “ма­

лых” подмножетсв а-точек и не было общей теории. Впечатление было таково, 
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что мы долго стоим у порога и не можем перешагнуть его. Чтобы сделать этот 

шаг нужно было ответить на следующие два вопроса. Существует ли общая зако­

номерность, описывающая взаиморасположения основной части а-точек ? И если 

да, то как она соотносится с предыдущими фундаментальными результатами ?

Ответы на эти вопросы были получены с помощью так называемого свой­

ств близости а-точек мероморфных функций и в особенности принципа разбие­

ния мероморфных функций, которые, качественно выражаясь, показывают, что 

множества а-точек должны быть геометрически близки друг к другу для раз­

личных значений а (см. [7] - [10]). Более того, эти закономерности включают 

в себя основные заключения теорий Р. Неванлинны и Л. Альфорса ([7] - [10]), 

усиливая основные результаты относящиеся к лучам Жулиа-Бореля и "кругам 

наполнения”, см. [9].

В настоящей работе мы показываем ряд новых применений. Установлены 

новые закономерности, показывающие, что величины сферических производных 

для большинства простых а-точек функции ш(я) сравнимы. В частности, новый 

тип равнораспределенности показывает, что расстояния между большинством 

различных а и 6-точек функции ш(л) сравнимы для большинства значений а и 

бес.

Теперь, одно из основных заключений теории, описывающий местоположе- 
г֊ 

ния, утверждает, что местоположения большинства а-точек для почти всех а е С 
могут быть описаны, если известны местоположения а-точек для одного “хоро­

шего” значения а. Таким образом, подходим к новому перекрестку, где переходим 

от изучения взаиморасположений к изучению местоположений а-точек.

§0.1. СВОЙСТВО БЛИЗОСТИ МЕРОМОРФНЫХ ФУНКЦИЙ 

Предварительно рассмотрим вторую фундаментальную теорему теории поверх­

ностей наложения Альфорса. Мы слегка изменим изложение свойства близости 

[8] и теории Альфорса [1] (см. также [7],[9]).
• .г՝

Пусть ш(я) - мероморфная функция в С ; а1։..., ад - попарно различные 

комплексные значения; 12(г) - подмножество множетсва {з,(ар)}, ։ = 1,2,...,

и = 1,..., д, где г,(а„) являются а„-точками в {г : |я| < г] ; п(О(г), а„) - число
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а„-точек (исключаются кратности), принадлежащих Я(г).

Определение 1. Для произвольной монотонно возрастающей функции у>(г) —» оо 

при г —► оо множества 0(г) назовем алъфорсовыми, если для любой т Е

£п(П(т), а,)>(3- 2)А(г) - <М, (0.1)

е=1

где
0(г) = + ^17(г)Л2/3(г), г £ Е,

<р(Г)

а Е является множеством конечной логарифмической меры. Очевидно, что если 

р17(г) < А1^4(г), то имеем Q(r) = о(А(гУ), г —> оо, г £ Е, так что (0.1) по­

чти совпадает со второй фундаментальной теоремой Альфорса, которую теперь 

сформулируем следующим образом :

Теорема А. Для любой мероморфной функции в С и любых попарно различ­

ных значений ах....... а, существуют альфорсовы множества П(г) в кругах {я :

|я| < г}, г £ Е.

Обозначим через П։(ах,..., а,, г), » = 1,2,... подмножества ..... а,-точек в

{я : |я| < г) такие, что в любом П,- для каждого и = 1,.... д имеется не более чем 

одна ву-точка, обозначаемая через я, (аи).

Определение 2. Будем говорить, что для заданной функции ^>(г) > 0 множество 

П((ах,..., а}, г) является скоплением ф-близких ах,..., а,-тпочек, если для любой 

*»(а,,),я{(ад) 6 П,(ах....... а,, г) имеем

|я,(аи)-я,(ад)|<^(г), и,р е {1,2,...,3}. (0.2)

Если

= Л1/2(г)’ (°՜3)

где <р(т) и А(г) имеют вышезаданный вид, то скопление назовем близким. Таким 

образом, для близких пар имеем

Ма,) - ж(ам)| < , и, р£ {1,2....... 3}. (0.4)

Расстояния между я,-(а,,) и я,-(ад) стремятся к нулю при г —♦ оо, если порядок 

функции А(г) больше 2 (заметим, что р(г) может иметь произвольно медленный 
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рост). Если же порядок Л (г) меньше или равен 2, то, во всяком случае, угол, под 

которым видны точки ж,-(а*,), я,(ад), стремится к нулю при г —» оо так, что (0.4) 

означает близость в любом случае.

Перейдем теперь к свойству близости.

Теорема Б. . Для любой мероморфной функции в С и любых попарно различ­

ных фиксированных значений существуют альфорсовы множества П(г)

в кругах {х : |г| < г}, г £ Е, обладающие следующими свойствами :

1) множество П(г) является объединением скоплений , at, г) близких

а-точек,

2) число Ф(г) множеств П,- в этом объединении удовлетворяет условию 
Ф(г) ,

Начало теоремы Б совпадает с теоремой А Альфорса и, следовательно, описы­

вает количество a-точек. Рассмотрим свойства 1) и 2) в теореме Б. Посколь­

ку П(г) - альфорсово множество, обладающее свойствами 1) и 2), то в каждом 

П,(а1,..., a}, г) содержится (в среднем) не меньше чем q — 2 ai,..., а?-точек, ко­

торые должны быть взаимно близки ввиду (0.4). Следовательно, ai,..., а,-точки 

в основном должны быть геометрически близки.

Важно уяснить, что большинство ai,..., а,-точек принадлежат О»(г). Покат- 

жем это. Применяя теорему Б, с учетом первой фундаментальной теоремы в виде 

Шимизу-Альфорса и очевидного неравенства п(г, а„) > п(П(г), а„), получим 

(д + о(1))Г(г) > £ Г dt>£ Г dt > (g - 2 + o(l))T(r),

(0-5) 

где г —» оо, г £ Е*, Е* - множество, удовлетворяющее условию f dinhit < оо.
Е*

В то же время, из теоремы Б следует неравенство

£>(а)<2, (0.6)
{“}

где

5n(a) = 1 - Вт sup ֊ / п(П(*)'°<,) (Q.7)
г—.оо 1 Jq I 
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что является усовершенствованной формой соотношения дефектов Р. Неванлин- 

ны

£>(<») <2-
{<֊}

§0.2. ПРИНЦИП РАЗБИЕНИЯ МЕРОМОРФНЫХ ФУНКЦИЙ

0.2.1. Предмет. Этот принцип является обобщенной формой свойства близости 

и описывает новый тип разложения мероморфных функций в С и мероморфных 

функций в единичном круге с “быстрым” ростом на простейшие компоненты. Из 

принципа следуют :

а) основные заключения теорий Р. Неванлинны и Л. Альфорса, касающиеся 

числа а-точек [1] - [2];

б) основные результаты Г. Жулиа, Г. Валирона, М. Мийю, Й. Дюфренуа о 

лучах Жулиа-Бореля и “кругах наполнения” [4], [б], [11];

в) свойство близости а-точек мероморфных функций, описывающее взаимо­

расположения а-точек [9].

С другой стороны, этот принцип связан с одним захватывающим вопросом. Со 

времен Римана всегда осознавалась важность разложения римановых поверх­

ностей в листы. Однако неоднократно замечалось, что в общем случае такие 

разложения римановых поверхностей вряд ли возможны. С помощью принципа 

совершается разложение для римановой поверхности Рг = {ш(г) : |г| < г), где 

ш(г) мероморфна в С, после выбрасывания из Рг малой части зг С Рт. В результа­

те поверхность Рг \зг распадается на определенное число листов, и функция ш(з) 

разбивается, соответственно, на одинаковое число взаимно однозначных отобра­

жений.

0.2.2 Терминология и принцип разбиения. Будем говорить, что для задан­

ной в области Р функции /(я) отображение (Р, /(Р)) разбивается на простей- 
Ф

шие компоненты (Р,-, /(Р,-)), » = 0,1,..., Ф, если и Р,- = Р.
•=о _

Множество /(Р<) рассмотрим на римановой сфере в. Обозначим через / (или 

а) те точки на з, проекции которых на комплексную плоскость совпадают с / 

(соответственно, а). Мы хотим построить простейшие компоненты (Р,-,/(Р,)), 

» > 0 такие, что
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1) /(ж) однолистна в Е(,

2) замыкания /(Е։) совпадают с з \ в,, где з< - некоторая (возможно малая) 

часть з.

Если часть з,-, исключенная из з, есть объединение А), j = 1, ...,4<, где Д’- - 

односвязные области на в, сферические диаметры р(Д)) которых меньше чем 

1/<р, то отображения (Е,,/(Е,)) назовем однолистными накопителями1.

1Если Е,- и А) - круги, А,- < 2 и условие однолистности опущено, то Е,- становится 
обыкновенным “кругом наполнения” [4], [6].

Поэтому для любой а Е. з замыкание области Е,- содержит хотя бы одну 

а-точку (т.е. а-точки накоплены в Е,) при условии, что а £ з,-. Геометрически 

очевидно, что малость множеств Е, и з, взаимосвязано со свойством близости а- 

точек. Действительно, если диаметры й(Е,) множеств Е, малы, то все а-точки, 

накопленные в Е,, попарно близки. Из малости з,- следует, что Е,- содержит 

большинство а-точек, поскольку замыкание /(Е,) совпадает с з \ з>. Размеры 

з,- описываются диаметрами р(Д)) и числом

5 = Ф֊^Ь{.

։=1

Отображение (Ео,/(Ео)), Ео = Е>\и^_1Е,- назовем накопителем особенностей, 

поскольку благодаря простой природе (однолистности) (Е,-,/(Е,)), { = 1,...,Ф 

все “плохие свойства” накоплены в (Ео, /(Ео)). Обозначения Е,(г), Ф(г), Ь,(г), 

А) (г), 6(г) относятся к случаю Е> = Е(г) = {я : |я| < г}, а <р = у>(г) 

является монотонной функцией, <р(г) —♦ +оо при г —» оо (или при г —» 1, если 

рассматривать ш(г) в 23(1)).

Пусть теперь ш(я) - мероморфная функция в С. Вспомним, что характери­

стической функцией Альфорса А(г) является А(ш(23(г)))/я, где

в

- сферическая площадь ш(б). Характеристику малости объединения А) (г),» = 

= 1,...,Ф,/ = 1,...Л(г),

А = Нт вир5(г), / <21п2 < оо 
г->°° г(Е ^е
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(множество Е то же, что и в теории Альфорса) назовем суммарным дефектом 

совокупности однолистных накопителей.

После этих предварительных замечаний перейдем к принципу разбиения 

мероморфных функций.

Теорема В. Пусть 1г(л) - мероморфная функция в С, р38(г) < А(г). Тогда 

для любого г £ Е отображение (Л(г), ш(Л(г))) распадается на простейшие 

компоненты (Е^г), ги(Н,(г))), » = 0,1.......Ф(г) такие, что для ։ > 1 отображения

(Н,(г),ги(Н|(г))) - однолистные накопители с тотальным дефектом

А < 2 (0.8)

и диаметрами

<*(■£,(г)) < ₽7(г)гЛ-1/а(г), » > 1; (0.9)

для ։ = 0 отображение (Ео(г), ш(^о(г))) - накопитель особенностей с

А(ш(Но(г)))А-1(г)-♦ 0, г—»оо, г$Е. (0.10)

Кроме того, для числа Ф(г) разбиений имеем

Ф(г)А-1(г) —»1, г —» оо, г^Е. (0.11)

Формулу (0.11) легко вывести из (0.8) и (0.10).

Согласно теореме В отображение (1Э(г), ш(Л(г))) распадается на отображе­

ния (Е{(т), ш(£,-(г))) с геометрически ясными метрико-топологическими свой­

ствами, а число этих отображений примерно равно А(г). Одновременно римано­

ва поверхность Рг \ ш(Яо(г)) разбивается примерно на А(г) “листы” то(И7,-(г)), 

» > 1, почти совпадающие со всей сферой.

Утверждения (0.8) и (0.10) показывают, что ш-образ всех а-точек, а 6 

€ С, не принадлежащих однолистным накопителям, имеет относительно малую 

сферическую площадь. Следовательно, большинство а-точек для почти всех а 

принадлежат однолистным накопителям. Более того, все а-точки, накопленные 

в -®»(г)> » > 1, близки друг к другу, что следует из (0.9). Это отражает 

свойство близости а-точек. Из теоремы В следует ’’свойство близости а-точек” 
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мероморфных функций, открытых в [5] и, стало быть, вытекают все результаты, 

отмеченные во введении (см. [5]).2

§0.3. СВОЙСТВО СРАВНИМОСТИ МЕРОМОРФНЫХ ФУНКЦИЙ 

Согласно теореме В мероморфные функции разбиваются на определенное число 

взаимно однозначных отображений (Е,(г), ш(£,(г))). Конформные (взаимно од­

нозначные) отображения /(«) в единичном круге 0(1) являются простейшим и 

наиболее изученным классом функций. Поэтому интересно остановиться на опи­

сании тех характерных черт поведения (Е,-(г), ш(Е,(г))), которые аналогичны 

поведению взаимно однозначных отображений /(к).

Простоту однолистных отображений отражает следующая теорема исключе­

ния : /(г) если взаимно однозначна в области Б, то для любых я\ и 2г

№)Г1’-о,1Г(>а)1,

где символ Х«^»У означает двойное неравенство (Х/ч> < У < рХ) (сравни­

мость X и У через <р) и <р(я1,яз,Б) зависит от геометрии я\,яз и Б.

Мы покажем, что аналогичное свойство имеет место для наших мероморф­

ных функций ш(г) в областях Е% С {-Е.}£=1> 1 = 1,..., Фе, для которых каждая 

граничная точка я Е дЕ? является центром круга, в котором функция ш(г) од­

нолистна. Такие накопители (^(г), ш(Е^(г))), ] = 1,...,ФС, назовем удобными 

однолистными накопителями. Соответственно, = Б \ и*=1Е^ назовем рас­

ширенным накопителем особенностей (так как все кратные а-точки попадут в 

Е&

Следующая теорема выявляет некоторое подобие поведения мероморфных 

функций и однолистных отображений.

2Вторая основная теорема теории Л. Альфорса следует из неравенств (0.8) и 
(0.11) теоремы В

9
52 п(г, > (д — 2)А(г) - о[А(г)], г -♦ оо, г £ Е, 
к=1

где п(г,а) - число а-точек в круге |г| < г без учета кратностей. Согласно 
определениям и формуле (0.8) замыкание каждой области Е((г) содержит не 
меньше чем д — А,- ах,..., а}-точек. Следовательно, предыдущее неравенство 
непосредственно вытекает из (0.11) и определений.
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Теорема 1. Пусть ш(ж) - мероморфная функция в С; у։35(г) < -А(г). Тогда 

для любой г $ Е отображение (Я(г), ш(Р(г))) разбивается яа простейшие 

компоненты (Е^г), ш(Е?(г))),» = 0,1,..., Фе(г) такие, что для» > 1 отображения 

(Е-^г), ш(Я?(г))) - удобные однолистные накопители с тотальным дефектом

△ < 4 (0.12)

и диаметрами
Л(ЕКг)) < <р7(г)гА 1/2(г), I > 1; (0.13)

для»՜ = 0 отображение (Я§(г), ш(Е§(г))) - расширенный накопитель особенностей 

с

А(ш(£о(г))М-1(г)-*0, г -* оо, г£Е. (0.14)

Одновременно

Фе(г)Л-1(г) -»1, г —♦ оо, т£Е. (0.15)

Для произвольной я Е Е‘(т)

1 №)1 1 ,п, дх
<*(ВД) 1 + |ы(я)|2 ^/2(Д?(Г))’

где 5(Х) - площадь X, (г) = 10ЛГ*’^г\ К < оо - абсолютная константа;

для произвольных «1,«2, кз Е Е((г)

№1)1 №)1 /п,7>
1 + |ш(л1)|2 1 + |ш(яа)|2’

^(й(я1),й(я3)) -Нг) <7(й(к2), ы(к3)) |и/(ка)|
|>1 -з2| |г3-яз| 1 + к(г2)Р’

где е/(гй(к1), ш(за)) - сферическое расстояние между аг и а^.

Из (0.13) и (0.16) следует, что для любых ка, кз Е Д,?(г)

1^1)1 > (0191
1 + |и»(г1)Р рт(г)р)(г)г

И

<7(й(*1),м(к2)) А^а(г)
|я1-к2| - р7(г)р?(г)г՛ (0.20)

Дадим краткие комментарии к утверждениям (0.16) - (0.18), полезные для даль­

нейших применений. Сначала заметим, что наши области Д։?(г) не “узки” (так 
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как благодаря (0.16) значения ^(£'(г)) и 51/2(Е'?(г)) сравнимы). Большинство 

а-точек для почти всех а Е С накоплено в иЕ®(г) так, что для большинства 

а-точек благодаря (0.16) и (0.17) значения

1^(а))1 1 1
1 + |а|2 1 ад(г))’ 5М2(^(г))

сравнимы. Утверждения (0.16) и (0.17) назовем свойством сравнимости про­

изводных, утверждение (0.18) - свойством сравнимости расстояний. Отметим, 

что теорема 1 объединяет и усиливает основные результаты работ [12] и [13].3

§1 . О ПОСТОЯННЫХ В ТЕОРИИ АЛЬФОРСА

Краеугольным камнем в доказательстве наших результатов является построение 

областей с определенными свойствами, зависящими от ш(г) и заданного значения 

г (г = ге1*’). При этом мы используем теорию Альфорса и нам нужны значения 

постоянных, фигурирующих в его теоремах. Для круговых областей, рассматри­

ваемых в теоремах Альфорса, эти постоянные подсчитаны в работе [14]. Однако 

этот подсчет не достаточен в нашем случае, поскольку области у нас в основном 

многоугольники.

Ниже мы будем использовать подсчеты, проведенные в работах [8] - [9]. 

Предварительно сделаем некоторые допущения, не ограничивающие общность.

А) Под конечносвязной областью будем иметь ввиду область, полученную 

выбрасыванием из сферы конечного числа односвязных областей с непересекаю- 

щимися замыканиями и кусочно-аналитическими границами.

Б) Поверхностями наложения рассматриваемых на сфере областей являют­

ся ш-образы односвязных областей в |я| < R с гладкими границами. Предпола^ 

гается, что поверхности наложения не имеют алгебраических точек ветвления

Аналогично примечанию к теореме В, из (0.12) и (0.14) можно вывести основное 
заключение теории Альфорса о простых а-точках

£2 п0(г, а„) > (? - 4)А(г) - о[А(г)], г -+ оо, г £ Е, 
к=1

где г»о(г, а) - число простых а-точек в круге |к| < г. 
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над линиями, приводимыми в доказательствах Этого всегда можно добиться не­

большой деформацией поверхности (что эквивалентно деформации области в я- 

плоскости), произвольно мало меняющей фигурирующие в теоремах величины.

Пусть Fq — конечносвязная область на римановой сфере s (в частности, сама 

сфера а) ; F — конечная поверхность наложения над Fq и S(Fq) = где J — 

площадь поверхности наложения над Fq, Jq ~ площадь области Fq ; D — область, 

лежащая внутри Fo, S(D) = где ~ сумма площадей всех частей 

поверхности наложения, лежащих над D, Jq(-D) ~ площадь D.

Теорема А(1) (Первая основная теорема Альфорса для областей). 

Существует конечное число /»i(Fq), зависящее только от Fq такое, что

где L - длина относительной границы F, а

ад>) = т«{.ирЗЙ,£},

где 7 - кривая длины |-у| < х> целиком лежащая в области Fq, кроме двух концов, 

расположенных на одной из связных компонент границы Fq ; С(у) - меньшая 

из площадей двух областей, на которые у делит область Fq, X ~ минимальное 

расстояние между граничными компонентами области Fq (положим Х = т, если 

область Fq односвязна).

Скажем, что простая (замкнутая или открытая) кривая Р С в сильно 

регулярна, если существуют такие числа к > 1 и Р < %/2, что для любой точки 

Р Е в и любого <1' < Л суммарная длина частей кривой Р, лежащих в 17р(й')> 

мажорируется величиной кЛ'. Здесь через ир(Р') обозначено множество точек 

сферы в, отстоящих от Р на расстоянии <!'.

Пусть Ро - конечносвязная область на римановой сфере в (в частности, сама 

сфера з), притом полагаем, что если Ро в, то граничные кривые области Ро 

сильно регулярны; Р С Ро - кусочно аналитическая и сильно регулярная дуга; 

5(Д) = 1о(0) > где ~ сУмма Длин всех лежащих над р дуг поверхности F; 

Ьо(Р) ~ длина кривой р;

К'(Ро,р) = щах {вир , ^1, ,
I т |7| )



Применения принципа разбиения мероморфных функций ... 17

где 7 - кривая длины |7| < </, целиком лежащая в области Ко, кроме двух концов, 

расположенных на одной из связных компонент границы Ко, 0(7) - меньшая из 

длин частей кривой р, лежащих в двух областях, на которые 7 разделяет область 

К-

Теорема А(2) (Первая основная теорема Альфорса для кривых). 

Существует такая постоянная Аа> зависящая только от Рд и Р, что выполняется 

неравенство

\3(Рд)-3(р)\<к2(Р0,р)Ь,

а А-2 сведущим образом зависит от Рд и р :

1) если р - кривая, разбивающая область Рд на две части и О - та из 

ограничиваемых кривой р частей Рд, которая имеет меньшую площадь, то

Аа(Го^) = Аа>1(Ко,Д) =

2) если Р не разбивает область Ко, то дополнив ее до кривой Р , удовлетворяющей 

условию 1), имеем

1

К(Р я\-к 1Г т_зад)'>'№,Я .

Теорема А(3) (Вторая основная теорема Альфорса). Пусть Б, (1՜ = 1, 

..., д > 3) - односвязные области на а, ограниченные кусочно-аналитическими 

сильно регулярными кривыми, Б, П Ру = 0 при i Тогда для любой конечной 

односвязной поверхности наложения Р над римановой сферой а имеет место 

неравенство

£[ЭД ֊ п(Р,)] + £щ(Р{) < 2$(з) + Ао(Р1,...,Р,)1, 

1=1 1=1

где п(Р.) - количество островов поверхности Р над Б{, с учетом кратности, 

П1(Р,) - сумма порядков всех островов над Б,, а кд определяется следующим 

образом. Пусть Р\,...,РЧ- кусочно аналитические, сильно регулярные кривые на 

а, соединяющие области Б\,...Б9 так, что после проведения сечений по Р1,...,Р9 
ч _

область Ко = з \ и Р,- распадается на две сдносвязные области Рд и Кд'. Тогда 
1 = 1

Ао(Р1,..,Р,) =
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= 6g max <
/ ï

/о ■,Tn&xh2ÇFÔ,Piy,maxh2(Fl),,piy,max.h2(Fo,Pi) > .
• 1 ■

§2. ПОСТРОЕНИЕ “СКЕЛЕТОВ ДРАКОНА” В(п,»)

Пусть по(?С) — количество простых (с кратностью единица) островов поверх- 

ности Р над областью X. Наряду со второй основной теоремой Альфорса мы

используем следующее неравенство :

’ ГЛ, Ге)£[$(.)-по(А)] <<$(•) + + (2Л)
<=1 ‘ ՝ 4

Докажем его. Из теоремы А(3), учитывая очевидное неравенство п(Х) - т»0(Х) < 

< 2пх(Х), имеем 
я 1

£[5(з) - по(А)] - 5>1(А) < 25(я) + к0(П1։.... £,)£.
•=1 >=1

Учитывая, что

<=1..... я,

из теоремы А(3) имеем

£»1(од<2ЭД + ..... Р,)]ь.

так что из последних соотношений получаем неравенство (2.1).

Точке а на римановой сфере сопоставим то же значение, в которое она 

проектируется при стереографическом отображении сферы на плоскость, р- 

окрестность точки а на сфере, т.е. множество точек, отстающих от точки а на 

сферическом расстоянии, меньшем числа р, обозначим через D(p, а).

Для описания областей на сфере будем пользоваться полярными координа­

тами в трехмерном пространстве Л3 с началом, совпадающим с центром римано­

вой сферы (0,0, |) в декартовых координатах. Полярными координатами будут 

{р, Р}> где V ~ УГ°л в горизонтальной плоскости, 0 - угол в вертикальной плос­

кости, р - полярный радиус. В дальнейшем у нас п - четное число (п > 100). 

Определим Г(Л, tpi) как кривые со следующими параметрическими представле­

ниями : Г(Л, <pi) = {p(t), 9(ty p(t)J, где <px > 1 - целое число

¥>(*) = <p{k, <pltt) = 2Tt+ пУ1_1_1> 9(t) = 9(k, <pi,t)= — t,
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p(t) = |, t G [—(п —б),п—5], 6=0,1..... п**՜1—1.
л»

Пусть

6 = 0, l,...,«*1“1 — 1.

Рассмотрим две односвязные области на сфере, ограниченные кривыми Г* (0, pi), 

Г^п**1՜1 — l,pi) и части границы £)(^,оо) и D (£, 0), соединяющие концы 

кривых Г*(0, ç?i), Г*(п*1-1,^1). Пусть G-та из двух областей, которая содержит 

кривые Г*(6,у>1), к = 1, — 2. Обозначим через Gm, т = l,...,1?** *

области, которые принадлежат области G и ограничены кривыми Г*(2т—2, <pi), 

Г*(2m — 1,^1) и частями границы D (£,оо) и D (£, 0), соединяющими концы 

кривых Г*(2т — 2, pi), Г*(2т — 1, ç?i).

Подсчитаем теперь для заданной конечной односвязной поверхности наложе­

ния F над римановой сферой и областями Gm, т — 1,..., — постоянные, фи­

гурирующие во второй основной теореме Альфорса. При этом мы вместо кривых 

/Зт, т = 1,..., —g * — 1 (см. §1) выберем участки границы D (£,оо), соединя­

ющие концы кривых Г*(2т — Г*(2т, pi) и являющиеся граничными для

области G. В качестве кривой выберем участок границы D (£, оо), соеди­

няющий концы кривых Г*(0,pi), Г*(п*’1՜1 — 1, <pi), и не являющейся граничной 

дугой области G.

В качестве области Fq (фигурирующей в теореме А(3)) у нас выступает 

область D (£, оо) , a Fq - область

Далее, через будем обозначать постоянные, не зависящие от п. Заметим, 

что минимальное расстояние между граничными компонентами области

Fq = s \ <

есть величина, большая чем и меньшая чем где К1 и Кз - некоторые 

постоянные. С другой сотроны, все рассмотренные кривые сильно регулярны, 

если <1 взять равным (где Кз (Кз < Кз) - некоторая постоянная), а число 
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к, фигурирующее в определении сильной регулярности, взять равным некоторой 

постоянной К4.

Для подсчета Л2(Г^', Д„), т = 1,нужно сначала дополнить кривую 

Рт ДО некоторой замкнутой кривой /3^. В качестве Р'т возьмем границу односвяз­

ной области Вт, окруженной облостями В (^,оо), В (£, 0), Ст,Ст+1, притом 

при т < =2^—- полагаем Вт С С и при т = полагаем Вт вне С. Легко 

убедиться в существовании таких постоянных К$, Кд,Кт, что

МОт)>֊; ьм<кеп-, ь0(рт)>£֊.

Заметим еще, что для области Р" величина аир Фл не превосходит числа 2, так
7 171

что имеем

где Кв не зависит от п (будем помнить, что п предполагается достаточно 

большим). Из геометрических рассмотрений видим, что Ь^Р^') < Кдп, так что 

с учетом предыдущего неравенства и оценок величин 70(1)т) и Ьд(Рт), получим

ЫДМ < ^п2^ + ^п2^*1 < Х10п2*->+1. 
л։ Л?

Проведем аналогичные построения для области Ро. Поскольку Ро - многосвязная 

область, притом х > то легко убедиться в существовании постоянной Хп, 

с которой верно неравенство Лх(Ро) < Кцп*1. Возьмем в качестве кривой Р'т, 

т = 1..... граничную кривую области В (£,00). Поскольку До(^) <

легко придем к оценке

А'(^о,#п) = шах

Учитывая еще, что 7о(В (£, оо)) > ֊-^ и подставив оценки для Ьо(Рт) и Л1(^о) 

в выражение для Л2(^0>^т)> будем иметь

№М < ֊֊^п^+^п^-^К^п2^1, т = 1,...,^֊. 

Очевидно, для области Р£ = В (£, оо), более просто устроенной, чем области Р^' 

и Ро, величина А2(7р0,/9т) значительно меньше, чем в случае областей Рд и Ро и 

уж во всяком случае

ВД,Дт)<*1«п2*’։+1,

I
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Из предыдущих оценок и очевидной оценки /о (Го) > 7 теперь получим

4
Ло(С1,...,Сп»1֊*/з) < Зп*’*-1тах{-,К10, К18,К16} п2*>‘+1 < Х1Тп3*”.

7Г

Так как, к тому же, с некоторой постоянной К±в справедливы неравенства

д9\Ст) > п^1-11 т — 1....... 2 >

то, записав неравенство (2.1) для областей Ст, с учетом последних двух соотно­

шений, получим неравенство

52 [5(з) - п0(С?т)] < 4$(я) + К19п3^Ь. 
т=1

Обозначим через В'0(п, 1) ту из областей Ст, для которой достигается минимум 

выражения 5(в) — п0(Ст), т — 1,..., . Если таких областей несколько,

обозначим через В'0(п, 1) произвольную из них. Из последнего неравенства имеем

5(а) - н0(В'(п, 1)) < + 2К19п^Ь. (2.2)

Пусть

(2 \ / 1 \
2mo-2 + ^,y»i , Г" = Г 2mo֊2+pVi .

Кривые Г' и Г" делят область В'0(п, 1) на три “подобные” области. Обозначим 

через В9(п, 1) (см. Рис. 1) среднюю из них, граничными дугами которой являются 

кривые Г' и Г".

Далее нам удобно пользоваться символом U. Соединением С = А L1 В двух 

открытых множеств А и В назовем множество С = inl(A U В), где черта сверху 

обозначает замыкание, а int - внутренность множества. Символ LI и термин 

“соединение” введены А. А. Гольдбергом и А. Е. Еременко. Пусть

д;(п) = в\|в0(п,1)иЛ Q.oo) ил g,o)}.

Рассмотрим компоненты пересечения Во(п) с большой окружностью, проходя­

щей через точки оо и {0,0, |}. Через М9 обозначим ту компоненту, которая со­

держит {0,0, |}.
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Рис. 1. Число 1 обозначает Во(п, 1); 2 — Вр(п); 3 — Л/п,1-1(р); 4 — 
М21(р); 5 - М21_1(р); 6 ֊ М,(р); 7 - Г‘(0։¥>1); 8 - Г^п**֊1,^); 9 ֊ 
Г*(2то-2, у>!); 10 - Г*(2то-1, ?1); 11 - Г" = Г* (2п»о - 2 + |, ; 12 ֊ Г' =
= Г* (2то — 2 + |, 9?1). Жирная линия на правой стороне ограничивает 
часть области В'0(п, 1). Жирная линия на левой стороне ограничивает 
область Вр(п).

Отложим на кривой Г" точки ш0, Ш1,...,шт< (величина т7 будет ясна из 

дальнейшего) таким образом, чтобы длина дуги кривой Г", лежащая между 

произвольными последовательными точками Wj_l и шу, 1 — 1,т7 равнялась 

бы 1/п, притом, чтобы координаты О'{ точек ад, (в представлении полярными 

координатами {у>, 9,р}) возрастали вместе с ». Таким же образом отложим на 

Г" точки Шо, ш_1, с той лишь разницей, что координаты 9" точек ш_,-

убывали при возрастании ».

Пусть М{ (ЛГ_,) - дуга большой окружности сферы, проходящей через 

точки оо и (ш_։-) и целиком лежащая в области Вд(п), кроме двух концов, 

принадлежащих границе Вд(п) (ш,- 6 ЛГ,-, ш_,- 6 Л/_,-).

ДугиЛ£2р иМ2р+1 прир = 0,1, ...,т* делят область В£ (п) на три односвязные 

области. Обозначим через В*(п) среднюю из этих трех областей, т.е. область, 

частями границы которой являютя и ЛГ2р и М2р+х. Число т* определяется 

следующим образом. Очевидно, найдутся номера р, при которых частью границы 

области В*(п) является некоторый участок границы области Б (£, оо). Пусть ро
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Рис. 2. Число 1 обозначает ; 2 - йт ; 3 - ; 4 - ; 5 - оо); 6
-В0(п,1); 7֊Лт; 8-В(|,0).

- первый встретившийся при возрастании р номер, при котором это так (см. Рис. 

4). Тогда г* = ро — 2- Области В*(п), р = —1,..., — т** определим аналогичным 

образом с заменой М^р и Мзр+1 на Мзр+1 и М1Р, соответственно. Очевидно, 

найдутся номера р < 0, при которых частью границы области В‘(п) является 

некоторый участок границы £>(|-,0). Пусть ро - первый встретившийся при 

убывании р номер, при котором это так. Тогда,—т** = ро + 2.

Разделим дугу Рр кривой Г", лежащую между точками и ш2р+1 на 

п*’’՜1 равных частей. Пусть ш,(р), ։ = 1, ...,п'Ра՜1 - точки этих делений, притом 

Ш1(р) = ш2р, а шп»,-1(р) = Ш2Р+1; М,(р) - дуги большой окружности сферы, 

проходящие через точки оо и ш,(р) и целиком лежащие в области В‘(п) кроме 

двух концов, принадлежащих границе Вр(п).

Обозначим через Вр Х(п), I = 1,..., односвязные области, являющиеся 

частью области Вр(п), заключенной между дугами М«_1(р) я М^(р) (Рис. 1).

Подсчитаем постоянную

л0 (Вр1(п),...,В* .„_1 (п)

Соединим точки Ш1(р) и шп»,-։(р) дугой на сфере, являющейся частью 

окружности радиуса 1/4 и не имеющей общих точек с 0*=1 Вр<(п). Эта дуга

совместно с дугой Рр ограничивает некоторую область не имеющую общих 

точек с В* ։(п), I = 1,..., . В качестве дуг Д, 4 = 1,...,"■ — — 1 возьмем 
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дуги кривой Р", лежащие между точками ш2<(р) и ша։+1(р). Области Ед и Ео 

определяются однозначно. Подсчитаем Ла(Ро', Д), * / 5-2—• В качестве кривой 

возьмем границу односвязной области С Вр(п), заключенной между кривыми 

М2((р) и ЛГ2<+1(р). Легко убедиться, что существуют такие постоянные К20-К25, 

с которыми при любых п верны неравенства

да)>^г, ь0(д)>^, К^')<к23

и что все рассмотренные кривые сильно регулярны, если взять Л = Кц/п4’* и 

к — Кзв- Тогда (см. вывод подсчета Л2 для областей Ст) < К26п*’’-1.

С учетом предыдущих неравенств получим

_ п*’՜1
МК,Д) < Я27п2^, I = 1,.... —— ֊ 1.

Так же, как и в случае областей Ст убедимся, что с соответствующими по­

стоянными К28, К2д, КЗо последнее неравенство верно, если в нем заменить Д, 

< < п*д ‘ на /3Пз и область Ед заменить на Ед или Ед.

В итоге, согласно подсчету постоянной во второй основной теореме Л. 

Альфорса
Ао (в;։1(п),.... В ^(п)) < Кзхп3*”՜1.

С другой стороны, выполняется, очевидно, неравенство

^о(Вр3(п)) > , I - 1..... —-—.

Из неравенства (2.1), с учетом последних двух неравенств, вытекает

»»а-1
Е [5(к) - по(в;։1(п))] < 45(в) + Кззп3*”՜1!. 
1=1

Обозначим через В'(п) (см. Рис. 1) ту из областей Вр^(п), для которой достига­

ется минимум выражения 5(я) -п0(В*։1(п)), I = 1..... Если таких областей

несколько, то обозначим через В?(п) произвольную из них. Из последнего нера­

венства вытекает оценка 
• ՛ ' *

3(8) - п0(В'(п)) < + 2КЗЗП^В.
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Проведем сечения сферы двумя такими большими окружностями сферы, про­

ходящими через точку оо, что точки пересечения этих окружностей с линией 

дВр(п) О Г" делят эту линию на три равные части. Такие сечения делят область 

В'(п) натри “подобные” области, среднюю из которых, т.е. ту, для которой гра­

ничными являются дуги обеих окружностей, обозначим через Вр(п). Обозначим 

через Пд(Х) количество тех простых островов над областью X, каждая из ко­

торых является частью простого острова над областью X'. С учетом того, что 

По(Вр(п)) = г»о(В'(п)), последнее неравенство перепишем следующим образом :

ЭД - п'0(Вр(п)) < + 2К^Ъ. (2.3)

Пусть 1Т- - (-индекс той из областей В*. Дп), которую мы приняли за область 

В'т. (п). Дуга большой окружности, соединяющая точки оо и гиа<т. (т*) и содер­

жащая кривую Мцт. (т*) рассекает область В'0(п, 1) на две односвязные области. 

Обозначим через В'0(п, 2) ту из этих двух областей, граница которой не имеет 

общих точек с границей области И (^,оо).

Проделаем ту же процедуру с заменой т* на — т** и заменой оо на 0. В каче­

стве аналога области В'0(п, 2) получим некоторую область В'0(п, 3). Обозначим 

В'0(п) = Вд(п,2) П Во(п, 3) (см. Рис. 3).

Рис. 3. Вид на сферу сверху. Жирной линией ограничена область 
Л(оо); 1 обозначает 1У21Т.; 2 - И^1>т.; 3 —

•у.. 1՜ ‘

Пусть , ИЪд. е дВт- (п)ПГ" - концы дуг больших окружностей, являю­

щихся граничными дугами областей Вт- (п). Положим при этом, что Из|Т. лежит
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между точками И\т. и w2lr. (т*). Дуга большой окружности, соединяющая точ­

ки оо и JVa։T« и содержащая часть границы Дт.(п), рассекает область Во{п, 1) 

на две односвязные области. Обозначим через В0(п, 2) ту из этих двух областей, 

граница которой не имеет общих точек с dD (£, оо). Проделаем ту же процедуру 

с заменой г* на —г** и заменой оо на 0. В качестве аналога области В0(п, 2) 

получим некоторую область Во(п։3).

Рис. 4. Фрагмент из Рис. 3. Жирной линией ограничена область 
Во(п)‘, 1 — линия, ограничвающая В*(п), р = ро ; 2 — кривая, ограничива­
ющая В*(п), р = ро—1; 3 - кривая, ограничивающая Вр(п), р = т* = р0—2.

Обозначим Б0(п) = В0(п, 2)ПВ0(п, 3) (см. Рис. 3). Пусть п'0(В0(п)) - количе­

ство простых островов над Во(п), каждая из которых является частью простого 

острова над В'0(п). Так как В'0(п) С Во(п>!)«то по(яо(п)) > По(-Во(п, 1))> так что 

неравенство (2.2) справедливо, если в нем заменить область В'0(п, 1) на В'0(п). 

Отсюда, учитывая, что Пд(Во(л)) = по(Во(п)), получим утверждение

ЭД - п'о(Во(п)) < + МГ1вЛ*«+Ч. (2.4)

Теперь можем перейти к построению областей В(п, 1). Лежащая над некоторой 

кривой Г связная часть поверхности Е, на замыкании которой не лежит ни одна 

точка границы Е, естественно является аналогом острова (назовем островом над 

Г; кратность острова - число листов этой связной области; простой остров над 

Г - остров с кратностью единица.
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В дальнейшем будем помнить, что, как это обусловлено допущением Б) 

в §1, все острова над линиями рассматриваемых нами конструкций, являются 

простыми.

Пусть г»о(Г) - количество простых островов над Г; п*(Г,А,В) - количе-
4

ство простых островов над отрезком Г, удовлетворяющих условиям а), каждый 

простой остров является граничной дугой одновременно и для простого острова 

над областью А и для простого острова над областью В; б) каждый простой 

остров над А является одновременно частью простого острова над А! Э А, и 

каждый простой остров над В является одновременно частью простого острова 

над В' Э В.

Обозначим Ь" = дВр(п) П Г", Ъ'р = дВр(п) П Г'. Если простой остров над 

Ьр является, одновременно, граничной дугой и для простого острова Вг(п) и 

для простого острова над В'0(п), то, очевидно, вклад от каждой тройки таких 

островов в величину

п'о(Во(п)) + п'о (5Р(п)} - п* (б", В0(п), Д>(п))

равен единице, так что по(6") не меньше последнего выражения : иначе справед­

ливо неравенство

п* (б", В0(п), Вр(п)) > п'(В0(п)) + п'о (Вр(п)) - п0(Ь"). (2.5)

Из первой основной теоремы Альфорса вытекает неравенство

п0(Ь") < 3(в) + К^п^Ь, р = -г**,.... т*. (2.6)

Пусть <рх = <р2 = 6. Из (2.3) - (2.6) получим следующую оценку :

п* , В0(п), В_г.. (п)} >

> 5(в) - | А + 15(в) _ (2Х19п13 + 27<ззп12 + К34п12)Ь. (2.7)

Рассмотрим простые острова над множеством 
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для которых составляющие простые острова над Во(п) и В_т«-(п) являются, в 

свою очередь, частями простых островов над В'0(п) и В'_г.. (п), соответственно. 

Следовательно, количество простых островов не меньше, чем величина в правой 

части неравенства (2.7). Повторяя эту процедуру с заменой 6"т.. на Ь"т..+1, 

заменой В0(п) на {В0(п) □ В_т..(п)} \ Ъ'_т.. и заменой В_т..(п) на В_т..+1(п), 

получим, что количество тех простых островов над множеством

{В0(п) □ В-г- (п) и В_т..+1(п)} \ Ь'_т.. и 6'_т..+1,

принадлежащий к каждому из которых простой остров над Во(п), (В_т-.(п), 

В_т..+1(п)), является, в свою очередь, частью простого острова над В'0(п), 

(ВСт..(п), В'_т.♦+1(п))> не меньше следующей величины :

5(з) “ {^ + 2^} 5(в) - (2К19п13 + 2 • 2Хззп1а + 2Кмп12)Ь.

Повторяя эту процедуру с последующими р = —т** + 2,...,г*, в конечном 

итоге придем к утверждению : количество Ф'(п) тех простых островов В/(п,д), 

р = 1, ...,Ф'(п) над множеством

В(п,*) = {в0(п)иВ_т..(п)и-..иВт.(п)}\/ □ Л,

принадлежащий к каждому из которых простой остров над областью В0(п), 

(В_т..(п),...,Вт.(п)), является, в свою очередь, частью простого острова над 

В'0(п), (В'_т.. (п), —,В'Т. (п)), удовлетворяет неравенству

Ф'(п) > $(д) -С'(п), (2.8)

где
см={^+?(г"У+1)}5м- 

֊(2К1Вп13 + 2(т** + т* + 1)К33п12 + Кз4(т*‘ + т* + 1)п1а)£.

Далее, учитывая неравенства (2.4), (2.8), а также, что неравенство (2.6) спра­

ведливо, если в нем заменить 6" на 6' а К34 - на некоторое К35, как и при 

выводе неравенства (2.7), придем к следующему аналогичному утверждению : 

количество тех островов В'^п,^), к каждому из которых вдоль линии 
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примыкает простой остров над Во(п), являющийся, в свою очередь, частью 

простого острова над В'0(п), не меньше, чем
я

$(«) - ОД - Лз5П13£ - -^5(в) - 2Кюп13Ь.

Повторяя эту процедуру с р = —т*’ 4- 1..... г*, в конечном итоге придем к за­

ключению : количество Ф(п) тех простых островов В(п,։) £ {В’(п>м)}*=1\ 

» = 1,...,Ф(п) к каждому из которых вдоль каждой из линий Ьр, р = —г**,..., г* 

присоединяется простой остров над Во(п), являющийся, в свою очередь, ча­

стью простого острова над В'0(п), удовлетворяет неравенству

Ф(п) > В(в) - С(п) - (т" + т’ 4-1) КзбП12Ь ֊ ЛСД ֊ 2К19п13Ь 
п®

> 5(в) - 16(Г" У* + - (г** + т‘ 4- 1)К36п13)1, (2.9)

где Кзв - некоторая постоянная. Для правильного понимания идеи доказатель­

ства, важно заметить и помнить, что хотя области В(п, ♦) и Во(п) примыкают 

друг к другу вдоль произвольной из линий бу, но вовсе не обязательно примыка­

ние простого острова над В(п, ♦) к себе через линию 6р, а также вовсе не обяза­

тельно примыкание простого острова над Во(”), примыкающие через линии 

и Ьрз, р1 рз к простому острову над В(п, *), совпадали бы.

§3. ПОСТРОЕНИЕ ОБЛАСТЕЙ В(п,иОт(»)), В'(п,иРт(։)) И ИХ 

СВОЙСТВА. ОСНОВНОЕ ПРЕДЛОЖЕНИЕ

Обозначим через ту из двух дуг больших окружностей, являющихся гранич­

ной дугой области дВт(п), которая ближе к области Вт+1(п); й՜ - ту из двух 

дуг больших окружностей, являющихся граничной дугой области дВт+1(п), ко­

торая ближе к области Вт(п). Концы кривых </+ и с/՜ лежат на кривых Г", Г' и 

делят каждую из них на три части. Обозначим через среднюю из трех дуг, 

на которую делится кривая Г"; д'т - среднюю из трех дуг, на которую делится 

кривая Г' (см. Рис. 2).

Пусть £)т, т = —т**, —г** 4-1, — 1 - та из двух односвязных областей,

ограничиваемых кривыми д'т, которая не имеет общих точек с Во (п);

.О(оо) (В(0)) - та из двух “улиткообразных” областей, составляющих множество

Б \ {в0(п) и Д_т.. (п) и • • • и Вг- (п) и П_т- и • • • и Пт. _1} , 
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которая содержит точку оо € £>(оо) (точку 0 6 2?(0));

ср-(оо) = дП(оо) П Г"; <Г(оо) = ЗР(оо) \ «^(оо);

։/+(0) = 51>(0)ПГ/; ^-(0) = вЛ(0)\</+(0).

Примыкающий к В(п,։) по кривой <*" (й+(оо), <*+(0)), простой остров над От 

(О(оо), .0(0)) обозначим через От(») (Л(оо,։), 0(0,։)). Соединив с областью 

В(п, ։) все примыкающие к нему по кривым Л" (й+(оо), (/+(0)) острова От(») 

(О(оо,։), .0(0,։)), получим некоторую область, удалив из которой множество 
{□ (/(д и £<“(оо) О Л“(0) >, получим область В* (п,иОт(։)).

(т) )
Рассмотрим подробнее конструкцию этих областей. Для заданного значе­

ния »о, разобьем множество значений т = — 1 на группы. Первая

группа ЛЬ = {п»1(։о),п»1(»о) + 1։—,’п1(։’о) определяется из условия, что области 

£’т1(|0)(»о),-..>^т'։(.о)(»о) прмыкают к В(п, ։0), тогда как £>т-х(й)+1 не обладает 

этим свойством. Заметим, что Л<1 может быть пустой. Если саг<//41 = 1, то для 

индекса пц(»о) + 1 не существует простого острова ^т1(10)+1(»о)-

Если т^о) т* - 1, то вторая группа Л42 = {тп2(։0), гэт<г(*о) + 1, ...,п^(։0) 

определяется ИЗ условия, ЧТО области ^т։(։о)(»о)։ ..., От^(,0)(։0) примыкают к 

В(п,^), тогда как ит'(«0)+1 не обладает этим свойством. Если т'2(։о) / г* — 1, 

то аналогичным образом определим группу Л4з и т.д. Получим некоторое число 

ст(։0) групп Мя = {т։(«о), ...,т'(։’о)}.

Если область В(п, ։'о) соединить с примыкающим к нему по кривой <^"0 

простым островом Ото(։’о), то очевидно :

1) к области Ото(։0) примыкает по кривой (й“0) область

Вт„(п, ։0) С В(п, ։0) (вт„+1(п, ։0) С В(п, ։0)} , 

проекция которой на сферу совпадает с областью Вт„(п) (-Вто+1(п));

2) примыкающие к областям Вто(п, ։0) и Вто+1(п, ։0) простые острова над 

Во(п) совпадают.

Итак, для заданной группы Мч примыкающие к островам Дп,(10)(п, ։'о), ..., 

■®т^(<о)+1(п։ ’о) (по линиям Ьт։(,0)։ —, Ь'т, (,-0)+1) простые острова над Во(п), явля­

ющиеся, в свою очередь, частью простых островов над В'0(п)), совпадают.
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Обозначим этот простой остров над Во(п) через Во(п, »0, Л4?). Будем разли­

чать два случая : область Во(п, *о>Л<,) совпадает (соотв. не совпадает) с про­

стым островом, являющимся частью области В,’0(п, иЛт(»о)), проектирующейся 

в область Во(п). В записи эти два случая будем отличать, подставляя вместо ин­

декса q* (соотв. д**) индекс д.

Рис. 5. Вид области 2?о(п) с областями Вр(п), присоединенными вдоль 
линий Ьр.

Обозначим (см. Рис. 5,6)

М (п, ։0, М9) =

= -8т,(«о)(п։ ։'о) 1֊1 •^т,(»0)(։'о) 1-1 •" 1-1 ^т'(|'0)(п> ։'о) Ы -^т^(|О)(*о) -®т^(»о)+1(п> *о)-

Пусть М'(п, »о,-Л4в) - область, которая получится, если в преедыдущей за­

писи заменить -Вт,(|0)(п, »о) на В'т^(п, ։0) и заменить •<,)+!(п, »о) на 

•®т'(»о)+1(п,*о). Здесь В'т^а^п,{о) - остров над В'т^а^п), содержащий остров 

Вт։(,-0)(п, »о), который существует по построению. Области М'(п, »о>Л<։) и 

Во(п, *о,Л(։) граничат, в частности, по общей дуге

/'(", 10, М,) = дМ\п, ։о, МП Г'.

Выделим на каждой из двух больших окружностей, проходящих через точку оо 

и конечные точки линии 1'(п, ։’о,Л4?), участки, которые делят Во(п,»о,Л<?) на 
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три области. Обозначим через В'0(п, »о, Л4?) ту из них, которая лежит посредине. 

Очевидно

/'(п, *о, М,) = дМ'(п, »о, Л4,) П дВ'0(п, »о, Мч).

Рис. 6. Число 1 обозначает Во(п, 1); 2 — Вр(п); прямоугольная область 
справа, ограниченная жирной линией, есть М(п, »о, Л4։). Обводящая 
жирная линия содержит М'(п, ։0> Л4,).

Рис. 7. (а) область В,(п, иЛт(»)) показана сверху; (б) вид сбоку.

Обозначим теперь (см. Рис. 7)

/(п, »о, Мч) = 1'{п, »о, Мд) П дМ'(п, »о, Мч),

•®|’о(п> и-0т(»о)) — В*0(п, и£>т(»о)) О < /(п, »о, МЯ’)
I «•

где объединение внутри фигурной скобки ведется по всем д*, определенным выше.

Перечислим некоторые свойства наших областей.
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Свойство 1. Область В,0(п, иОт(»о)) “однолистна", т.е. в каждую точку сферы 

проектируется не более одной точки этой области и, вообще говоря, многосвязна.

По построению, каждый остров над Во(п), (или Вр(п), р = —г**, ...,т*), 

являющийся частью В,0(п, иВт(»о)), является, в то же время, частью просто­

го острова над В'0(п) (В'р(п), р = — г**,...,т* соответсвенно). Присоединив к 

В,а(п, иЛт(»о)), все те части этих островов над В'0(п), В'р(п), р = 

которые проектируются в множества В'о(п)\Во(п), Вр(п)\Вр(п), р = —т**......г*,

получим некоторую область на В. Присоединив к последней области все области 

Во(п, »о,.Л4,-), получим нужную нам область В-д(п,иРт(»о)). Из построений 

легко вытекают следующие предложения.

Свойство 2. Область В-0(п, 1Л?т(»о)), вообще говоря, не однолистна. В част­

ности, если она содержит область типа В'0(п, »0, Л4։«»), то над каждой точкой 

сферы, в которую проектируется некоторая точка области В'0(п, 1о,ММ1-՝), ле­

жат две точки, принадлежащие области В'0(п, иОт(»о))-

Свойство 3. В,-0(п, иЛт(»0)) С В<о(п,иЛт(»0)).

Для любого >'о расстояние р(п) между границами этих областей, понимаемое 

как длина кратчайшей кривой, лежащей на В-0(п, иОт(»о)) и соединяющей 

границу этой области и области В,0(п,С1Рт(։о)), удовлетворяет, с некоторой 

постоянной, неравенству

X») > (3.1)

Здесь и далее К с индексами - постоянная, зависящая только от геометрических 

построений. Для каждого ։ область В, (п, и£>т(։)) может быть дополнена некото­

рыми областями А}(п) С {Вт, тп = —т*։,..., т* — 1, О(оо), .0(0)}, таким образом, 

что замыкание объединения будет сферой. Нам потребуется следующая оценка :

«(") К
£ А,(п) < 4В(я) + ^В(з) 4- Кзэп17£. (3.2)
п=1 >• П

Докажем его. Если

«3(От), тп = -1, (п;(П(оо)), п5(П(0)))
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— количество тех простых островов над От (й(оо), 0(0)), которые не примкнули 

к островам В(п, ։), ։ = 1, ...,Ф(п), то очевидно

п5(£>т) < по(С) - ф(")> т=֊т*‘..... т*-1, (3.3)

пЗР(оо)) < по(<*+(о°)) ֊ ф(п), по(^(О)) < »*о(</+ (0)) - Ф(п).

Из теоремы А(2) легко вытекает опенка

по«). по«(°о)). по«(0)) < 5(в) + К40п2Ь, т = -г”,....т* - 1.

Подставляя последнее неравенство и неравенство (2.9) в (3.3) и суммируя, придем 

к утверждению

г*—1
Ро = 52 п;(дт) + п5(и(оо)) + т»;(в(о)) < 

т——т*'

< (т** + г* + 2) К4оп2 Ь + 16(т“ + т* + 1) 
п6 $(») + (т։* + т* 4- 1)К36п13)£ <

< —5(з) + /Сцп17!. 
~ п (3-4)

Здесь мы учли, что I** +<* < хп2. Запишем неравенство (2.1) для совокупности 

областей Р(оо),Л(0), Рт, тп = — — 1. При этом в качестве кривых

Рр, р = —г** + 1..... т* — 1, соединяющих области Ор_1 и Пр, возьмем кривые

Ь"; в качестве кривых Р-т— (Д-), соединяющих области .0(0), О_т— (Л(оо) 

и Рт«_1), возьмем кривые 6"т.. (6"«)! в качестве кривых Рр, р = —г**,...,г* 

возьмем границы областей Вр(п).

Разделим линии 5Во(п)П^_(оо) и дВо(п)Г\<1~(0) на три равные части. Про­

ведем “параллельные” линиям Г' и Г" разрезы, соединяющие соответствующие 

точки делений. Эти разрезы делят область Во(п) на три области, границу сред­

ней из которых обозначим Д«+1. В качестве кривой Рт*+1 возьмем произвольный 

из описанных разрезов.

Таким образом, все построения, нужные для подсчета /»о. уже сделаны. 

Подсчет, аналогичный приведенному выше, приводит к неравенству

Ло(Р(0),Р_т..,...,Рт._1,Р(оо)) < К42п13.
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Учитывая (2.1) и оценки

Уо(£>(0))>^, Л(Дп)>^, т = -т**......т*-1, 70(Р(оо))>^,
п* п* п

получим

т*-1
Е [$(а) - п0(Пт)] + 25(в) - по(П(оо)) - ло(П(О)) < 45(в) + Х44л1։1. (3.5) 

УП = —те*

Количество простых острововнад .0(0), О(оо), От, т = —т**..... т* — 1, примы­

кающих к В(п, ж), » = 1,..., Ф(г), равно

т’-1
Р1= Е [по(0т)-п;(0т)]++[по(0(0))֊п;(0(0))] + [по(0(оо))֊п;(п(оо))]. 

т=—твв

Из (3.4) и (3.5) получаем оценку

Л > [(г** + г* 4- 2) - 4]3(а) - ֊ (К41 + К44)л17£. (3.6)

Общее количество простых островов над Л+(оо),й+(0)|^,т=-т**,...,т*-1, 

являющихся, одновременно, граничными участками В(п,»), » = 1,2, ...,Ф(л), 

равно Ф(л)(т*‘ + т* + 2). Очевидно

*(”)_ 
ф(п)(г*’ + т* + 2) - Р1 = Е *<(”)■

։=1

Так как согласно неравенству (2.6) для любого р

Ф(п) < п0(Ь;) < $(а) + Кзчп12!, (3.7)

то получим

«(«) к
Е **• 45(«) + —$(«) + (^41 + К44)п17ь + (т‘* + т* + 2)К34ПвЬ < 
1=1 п

< 43(в) + —5(з) + Кзэп17!, 
л

т.е. получим неравенство (3.2).

Пусть теперь наша поверхность Р является образом односвязной обла­

сти Л при отображении некоторой однозначной функцией Положим, что 

для функции ш(я) существуют все встречающиеся далее интегралы. Пусть 
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Ё{(п) = Ё{(п,П) (или Ё<(п) = Ё-(п,П)) - прообраз области В/(п,и£)т(»)) 

(В<(п, иОт(»))); Ф(г,Е>) (или Ф(у,£>)) - количество областей Ё,(п), имеющих 

общие точки с отрезком <7։(-О) = {х : Не г = г} Л 2? (соответственно, с отрезком 

7У(2Э) = {х : 1т х = у) П 2?); 2«х(2>) (-М^)) - сферическая длина образа от­

резка (соответственно, отрезка /у(2>)) при отображении функцией ш(я). 

Положим, что при заданном хо число Ф(го,2?) > 2. Пусть Ё,0(2Э)пл.(2))#е.

Тогда для 21о (О) найдется интервал, ш-образ <5,0 которого соединяет гранич­

ные кривые областей Ё'^ЦЭ} и 27,„(2)). Следовательно, в силу свойства 3) имеем

,№„) > —т-։ где рРО - сферическая длина X. Поскольку п6
♦(х0,Р)
£ р№.)<ь«о(£»)> 
х=1

для таких го получим

6 *(х..Р) 6
Ф(г0,Р)= £ 1<^ £ Р№.) <

л37 Л 37

Учитывая еще случай Ф(го, 27) < 1, получим неравенство

Ф(х.£>)<^-Ьх(Р) + 1, 
Л37

(3-8)

справедливое для всех г. Аналогично получим неравенство
2

Ф(у.£»)<^-^(£>) + 1. (3.9)
Л37

Если

271- = ш£ Не г, 
Х6О 272>х = аир Не х, 

։££)
■01.« = 1т х, »ед 2?г,у = аир 1т я, 

»ел

то 
/•£>։,« ф(”) /
/ Ф(г,п)йг=£1 вир Не я — т£ Не я

^1,. \։бД-(п) хбА(п)

лРа., *(п) /
/ Ф(1/, п) (1у = £ I вир 1т х — т£ 1т

,=1 \։еА(п) хеА-(п)

Очевидно, с/(Ё,(п)) меньше суммы выражений в предыдущих скобках, так что

- Г^- Г°^
/ , ^№'(п)) < / Ф(г, п)(2г+ / Ф(у, п) йу,
<=1 ^^>1,. •'^1.»
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откуда, используя неравенства (3.8) и (3.9), имеем

V а(ВД) < — { ьхтх + / 1,(0^ + 2^(0), (3.10)

где <1(О) - длина границы О.

Обозначив (в терминах функции ш(к)) величину 5(я) через Л(Р, ш) и Ь - 

через ЦО, ш) и подытожив полученные утверждения, получим следующее

Предложение 1. При заданном четном п, > п0 > 100 можно указать области 

Ё{(п) С О, I = 1,..., Ф(п), для которых выполняются следующие свойства : 

а) Для числа областей Ф(п) имеем

\Ф(п)-А(О,н>)\< 01(0,11)), (3.11)

где
01(0, ш) = ^Л(О, и>) + К4Вп16Ь(О, ш).

б) В каждой области .Ё։(п) функция 111(2) однолистна; на границе Ё^п) эта 

функция не имеет кратных точек; Ё{(п)Г\Ё^п) Ч), э ; замыкание множества

Ё:(п), стереографически отображенное на сферу, совпадает со сферой, из которой 

исключено множество 0 Д)(п). Множества Д)(п) = Д)(п, Л), ։ = 1, ...,Ф(п), 
1=1

1 = 1,..., 1,(п), односвязны и Д’-Дп) П Д)а(п) = 0, 31 32-

в) Для сферических диаметров р(Д)(п)) множества Д)(п) имеем 

р(А}(п))<^, » = 1,...,Ф(п), у = 1,2...... Мп). (3.12)

г) Общее количество исключенных областей удовлетворяет неравенству 
Ф(п)
^2 Ь{(п) < 4Л(О, ш) + <?2(О, ы), (3.13)
4=1

где

01(О, ш) = —А(О, и>) + К49п17£(Р, ш). 
п

д) Сумма диаметров областей Ё,(п) удовлетворяет неравенству (3.10).

Здесь предложение а) вытекает из неравенств (2.9) и (3.7); предложение б) 

вытекает из геометрических построений ; предложение в) вытекает из того, что 

области Ду(п) £ {П(оо), .0(0), От, тп = — г**..... т* — 1}, а диаметр каждой

из последних областей есть величина порядка 1/п; предложение г) совпадает с 

(3-2).
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§4. ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ

Пусть ш — сферический образ ш(Х) - сферический образ ш(Х), /(Г) — сфери­

ческая длина кривой Г. Напомним, что через £>(р, Шо) обозначена сферическая 

р-окрестность точки ш0 (т.е. множество {и : й(ш, ш0) < р}, где (?(ш,ш0) - сфе­

рическое расстояние между ш и шо); -О* (р, ш0) - наибольший круг с центром 

шо, принадлежащий плоской проекции Д(р, шо); г — Г(ш) - обратная к ш(я) 

функция.

Нам понадобятся следующие утверждения, сразу вытекающие из геометри­

ческих построений, приведших к предложению 1.

Утверждение 1. Существует постоянная Кбо такая, что для произвольной 

шо € Д(п) С 5Ё,(п) сферический круг Д(К50п՜6, ш0) лежит в ш(О), а функция 

г = 7?(ш) взаимно однозначна в £>(К50п_в, шо).

Утверждение 2. Если множество ш(Ё,-(п)) содержит хотя бы одну точку, 

принадлежащую области Д(п-г,оо), то

2?(9п-1,оо) С ш(Ё,-(п)). Если множество ш(Ё;(п)) не содержит точек, принад­

лежащих О(9п-1,оо), то П(9п_1,оо) П ш(Ё,(п)) = 0. Это также верно, если 

Р(9п-1, оо) заменить на Д(9п-1,0).

Утверждение 3. Любые две точки Ш1,ша £ ш(Ё,(п)) могут быть соединены 

кривой Гй1։Да С ш(Ё,(п)) такой, что сферическая длина Г(Гд1։йа^ кривой Гй։|йа 

меньше чем Кб1П. Если Шх и шз £ 2)(п-1,оо), то можно выбрать кривую Гш։>йа 

так, чтобы Гш1։йа П Р(п֊1, оо) = 0.

Утверждение 4. Каждая из областей ш(Д (п)) содержит область Во (п) со 

свойствами

1) Во(п) содержит замыкание некоего сферического круга П(Кб2П՜6, ш(з*));

2) сферическая площадь Во(п) не меньше чем К53П՜5.

Утверждение 5. Пусть 7 - фиксированная кривая на римановой сфере. Тогда 

для произвольного > существует число по, зависящее от 7 такое, что ш(Ё,-(п))П 

П7 0 при п > по. На кривой 7 можно указать точку шх такую, что сферический 

круг Р(10-1п“6,Ш1) принадлежит всем ш(Ё,(п)), { = 1,...,Ф(п), п > пх.
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Пусть теперь ш(г) - мероморфная функция в В. Выберем п таким, что

< Л- (4.1)
п6 п2

Сделаем следующие замечания. Пусть А(й1, ша) - хордальное расстояние между 

точками 1Й1 и ша на сфере. Тогда

“*) = (1 + |ш,р)./.(1 + |вдр)1/.. »!.»։#«>.

И

Ха.,«.),- (1+|вдр),/». .*>=“>■

Если й) £ В^п՜1, оо), то к(ш, оо) < п՜1 < 100՜1 и, следовательно

։°Х”*(ш1։оо). (4.2)

Если Ш1,ш2 П(п-1,оо) и «1(ш1,ша) < ^։о9֊1п՜6, то

|Л(ш1, оо) — к(й>2, оо)| < й(й>1, ш2) < Кво9-1т։՜6 < 9-1п՜2.

Поскольку

Л(ш1, оо) > 2т-1й(ш1,ша) > 2х-1п, к(ш2,оо) > 2т-1п-1,

то
£(Ш1, оо) < &(ш2,оо) + 9-1п՜2 < /г(ша> оо) (1 + я-18-1п-1) , (4.3)

и, следовательно

Л(ша։ оо) < к(й>1, оо) (1 + 7г18_1п_1) . (4.4)

Из предыдущих неравенств имеем

Л(ш1,ша) = |и>1 - ша|*(ш1,оо)*(ша,оо) < |Ш1 - ш2|Р(ш1, оо) (1 + т^-) 
X 1671'

К

|ш1-ш2|Л2(ш1,оо) (1 + у^) <Л(ш1,шз).

Поэтому, применяя очевидное утверждение

2х 1<?(ш1, ш2) < Л(ш1, ша) < <^(ш1, ша), (4-5)
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получим

|Ш1 - ш2| ’(1 + |ш1|2)^(ш1,й2).

Лемма 1. Для любых *1, г2 € Е{(п)

|г|/(я1)[ *1(») |«/(г2)|
1 + |ш(*1)|а 1 + | ш(г2) |2 ’

(4.6)

(4-7)у>1(п) = 10*»«”’.

Доказательство. Рассмотрим три возможных случая.

Случай 1 : ш(я1),й(я2) € £>(п-1,оо). Сначала предположим, что ш(я1) £ оо или 

ш(я2) / оо. Из утверждения 2 имеем Д(9п-1,оо) С ш(Ё,(п)) и, следовательно, 

функция Я(и;), обратная к и/(г), взаимно однозначна в области {ш : |ш| > Яг}. 

ш-образ последней области совпадает с О(9п-1,оо). Очевидно, имеем

1  1 1 1
|ш(«1)| < 4Я1’ |ш(я2)| < 4Я1'

Согласно утверждению 2 область Я,(п) содержит в точности один простой

полюс. Обозначим его через г0. Нам нужна классическая “—теорема Кебе” : 4
если ^(и>) - регулярная однолистная функция в круге |ш — ш0| < I, то для любой 

ш из этого круга

г2(1- |ы-м0|) |У>'(ц)| х2(^ + |щ-ю0|)
(< + |ги - ш0|)3 “ Н'(шо)| “ (* ֊ |ш - ш0|)3 ' (4-8)

Применяя (4.8) к функции Я(1У), РУ = 1/ш в точках 1/ш(ях) и 1/ш(г2) С {№ : 

|РУ| < Я^՜1}, получим

27 |и2(я,-)| Н2(я0)| 125 |ц2(я,)|
80 |и/(г()| ֊ |цфо)| - 48 |иф,)|’ ' ’

где
|маС*о)1 _ 1!тп 1^д(я)|
К(яо)| х-Н?о |ш'(л)Г

Отсюда следует
|ги/(^1)| |и/(;г3)|

1ш(*1)12 |ш(г2)|2'

Если Я1 или г2 совпадают с полюсом го, то, очевидно, предыдущее утверждение 

также справедливо. Учитывая (4.2), получим

. 1«>/(*1)1 2^ Н(*а)1

1 + |ш(я1)|2 1 + |ш(я2)|2՜ (4-9)
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Случай 2 : ш(^з) £ £>(п-1, оо). Сперва предположим, что </(ш(г1), й(я2)) <

< Лбо9-1п՜6. Пусть т определено условием

П‘(КВоп~в, ш(к2)) = {ш : |ш - ш(я2)| < г).

Из вышеприведенного утверждения получим, что |ш(я1) —ш(я2)| < г/4. Согласно 

утверждению 1 функция Р(ш) регулярна и взаимно однозначна, следовательно, 

с учетом (4.8), получим

|гХ*1))Г-№(*!))!

ИЛИ

1№1)Г*^Т|№а)1-

Так как п > 100, то из (4.3), (4.4) получим

№1)1 X №а)1 (410)

1 + |»(*1)|2 1 + |«(*)|а’

при </(й(21), ш(я2)) < Кбо9-1Л՜6.

Если й(ш(.г1), гй(л2)) > Ябо9_1п՜6, то двигаясь вдоль кривой Г,в(»։)1։8(«։) 

ИЗ ш(Я1) К ш(я2), ОТЛОЖИМ ТОЧКИ 1Й1 = Й(Я1), й>2....... й>п — й(я2) так, чтобы

^(ш,-, ш,+1) < ХбоЭ՜1»»՜6. Согласно утверждению 3 существуют постоянная Х84 и 

кривая Гш(х1),ш(»а) такие, что число точек £51,..., ш„ меньше чем Х^п7. Следоваг 

тельно, применяя (4.10) к парам (й(*1) = й>, ш2), (ш2> гоз)....... (йп-1> й>п = ш(з2))։

получим
№1)1 *_£’ _№г)|_ /4 1П

1 + |ш(21)Р 1 + |ш(я2)|2' к’ 1

Случай 3 : ш(г1) £ Л(п-1,оо), ш(г2) б И(п-1,оо). Предположим, что значение 

шо лежит на границе области Д(п-1, оо). Применяя (4.10) и (4.11), получим (4.7). 

Таким образом, утверждение (4,7) справедливо во всех случаях.

Лемма 2. Для любых и г2 б Д (п) имеем

^(>1),^)).^-. |»-(^)| и(п) = 10к,..’ (4Л2)
|я1 —з2| 1 + |ш(г2)|2

Доказательство. Рассмотрим три возможных случая.
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Случай 1 : ы(ж1),й(ж2) Е £>(п-1,оо). Согласно утверждению 2 функция Г(РИ), 

V/ — Цли взаимно однозначна в круге |И/'| < 1/Я1 (см. доказательство предыду­

щей леммы) и
— <^-.

|ш(я1) 4Л1 |1л(ж2) 47?1

Применяя “—теорему” Кёбе в круге |РУ - 1У(ж2)| < 1/2Дг к функции 
4

Г(УИ(ж))-Г(1У(ж2))

получим

1*1 - ж2|•= |Г(РУ(Я1)) - Г(Р7(за))| > ||Г'(Иг(*з)|<* -1^) =

_ 1|«(*а)1а./ 1_____
4 |ш'(яа)| ш(г2)/ ’

где <1(х, у) - обыкновенное расстояние между х и у. Учитывая (4.2) и очевидное 

неравенство
<1(гй(я1), гй(я2) < <1 —Д-г) ,

\™(*1) и(ж2)/’
получим

|21 -221 - I © Ч^л1 <4-1з>

Далее, пусть у С Ё{(п) - кривая, соединяющая *1 и я2, ш-образом которой 

является кратчайшая кривая в й(Е,(п)), соединяющая й(ж1) и ш(х2). Поскольку 

щ(я1),ш(ж2) Е Р(п-1,оо), то применяя (4.9), получим

I । /л /■1 + |ш(ж)|2 2|щ/(я)| , 1 + |ш(ж2)|2 - _1« - «| < г|в,(։)| 1 + |шМ|2 А < ю Кза)| 4-(»1), »(и).

(4.14)

Из (4.13) и (4.14) следует

^(щ(ж1),й(ж2)) |и;/(ж2)|
1*1- г2| 1 + |ш(я2)|2՛ '՜ }

Случай 2 : ш(х1),ш(ж2) О(п 1,оо). Функция ^(ги) однозначна в круге 

О‘(КБ0п-6, с радиусом г, определенным выше и с центром ш(ж2). Если 
<1(щ(я1),ш(г2)) < ХбоА՜1»»-®, то |щ(ж1) — ш(ж2)| < т/4 и согласно “^-теореме” 

4
Кёбе, примененной к функции Е(ии) в круге |ш — ш(я2)| < т/4, получим

1*1 - *։| > ||^?/(и'(*а))| • Н*1) - ш(яа)|.
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Вместе с (4.6) это дает следующее :

1*1 ֊ *г| > |(1 + (/(10(21), 10(23)).

Действуя как выше, получим

1*1 ֊ *з| < Ю1 10(22))

так, что
^(*1), 10(22)) 1^(*а)| ,. .

1*1-*а| 1 + Н*а)|2՜ '

Пусть теперь (/(10(21), 10(22) > К5о9п՜6. Выберем х' таким, чтобы одновременно 

1) |ш(л') — 10(22)! = *1/2, где и - радиус круга 2Э*(КВо9-1п՜6,10(22)), и 2) для 

2' модуль \г' — 221 достигает своего минимума. Применяя теорему Кёбе в круге 

|ш — 10(22)! < г1/2> получим

|>1 - »1 > 1« - И > ||Г'М«))| • МИ - «М1 =

= “(«X1 +М»')1։)1/։(1 + М«)1։)1у։֊

2?Г |Ш

Так как (/(10(2'), 10(22)) < КВ09-1п՜8, то применяя (4.3) и (4.4), получим

1*1 ֊ *а| > ֊^(1 + 1Г/18П)՜11

Из 1) имеем (/(10(2'), 10(22)) > з^-КвоЭ՜1։»՜6 так, что

1*1 - *2| > Кып-*11У у?-- (4-17)
Н(*з)1

С другой стороны

. г1< [ Г 1 + Н*)|а Н(*)|
|*1֊22|< у dв- у

ш֊*(Г Л(.։),а(.а))

где Г - кривая из утверждения 3. Учитывая (4.7), получим

1*1 ֊ *а| < Уг(п)1 р^)!1 1 ^81”у>1(п)1(4֊18)

Поскольку Лво9-1п՜6 < й(ш(21), 10(22)) < у, то согласно (4.17) и (4.18) имеем 

(1(10(21), 10(22)) ^'(*2)1 ,4 ,
1*1-*2| 1 + Н22)р- (՜ }
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Случай 3 : гй(*1) € Д(п-1,оо) и 111(22) £ О(п-1,оо). Пусть й* - граничная точка 

Д(п-1,оо), ближайшая к точке ш(*2) и м(я*) = V)*. Тогда, очевидно

<1(й(;»1), ш(я*)) + </(й(я*),й(г2)) < 2^(2!!),ш(я։)).

Далее, из (4.11), (4.15) и (4.19) следует

1*1 - *а| < 1*1 ֊֊ **1 + 1*‘ - *з1 < 10 ^цф*)^ »(«*))+

‘ • Т1 ’ ■■
+Кб7П7У1(в)112^2)|^ ^й^2)|^г<))

1 »։(») |м/(.г)|
51/2(Д-(п)) " 1 + Ьф)|’’

Доказательство. Согласно утверждению 4 существует сферический круг 

Р(Х52П-в, ш(я*)), замыкание которого лежит в области й(£։(п)) и значение 

«'(я') 6 5Д(Кб2П՜6, ш(я*)). Согласно леммам 1 и 2 для любого г 6 Ё{(п) имеем

< (10у>1(п) + К57П7^1(п)) </(й)(г1),й(к*)) + <?(ш(г*),ш(я2)) <

< ^ап^Цп)1<?(й(*1),й>(*а))- (4.20)

Если </(гй(я1), ш(я2)) < ХвоЭ՜1!»՜®, то действуя как и в случае 2, получим

1*1 - *а| > |(1 + Т/18П)՜1--^(Ц>(*1), «>(*з))>

а если <?(й(*1), ю(*г)) > /<5о9_1п՜6, то

| 1^^ -6 1 + |ш(*2)|а 2 -61 + 1ш(г2)|а5/-/ ч -/ чч
|*1-*а|>Х56п -|_7^->֊К56п - 1ш,(֊л֊й(«(*1),1д(я2)).

Из (4.20) и последних двух неравенств следует (4.12). Итак, лемма 2 доказана.

Лемма 3. Для любого г £ Ё,(п) имеем

1 «Ь) |ы'(*)| .
</(Д(п)) ~ 1 + |ы(*)|2՛ 9?з(п) = 10к”пТ (4-21)

и
рз(п) = Ю*’0՞7. (4.22)
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> к62 1 + Ж|д
՜ п6<рг(п)<р2(п] |иф)|

Мы можем выбрать «ւ,2շ 6 Ё,(п) так> чтобы ժ(£,-(ո)) < 2խւ — яа|. Пусть 

Г,г(х։),ш(>։) была кривой как в утверждении 3. Согласно лемме 1 для любого 

я Շ Ё{(п)

ժ(Տ,(ո))<2խ-յշ|< / 1 + 1™(*)|2 Н(*)| 
|«>'(я)| 1+|«(*)|»

ժտ <

< 2К61П^1(п) 1 + М*)12 
|иф)|

Из этих двух неравенств следует (4.21).

Согласно утверждению 4 и лемме 1 для любого я Е Ё,(п)

ЗЩЁ{(п») > 3(иГ՝(В0(п))) =

_ Г Г <1 + |ц(*)|дУ ( |и/(л)| >а КВЗ <1 + М*)|аУ 
] ] \ |™'(г)1 ) и + И*)12/ “ пМ(п) \ 1«Ф)1 /

ш-1(Во(п))

Из этого неравенства, (4.21) и очевидного неравенства

ЗЩЁ^У)) < Й»(Д(Я)) < ^(п) (1|^)||2)а ■ * € Л֊(п)

следует (4.22).

Лемма 4 (Л. Альфорс, см [1], гл. 13). Пусть ш(л) - мероморфная функция 

в {я : |л| < R < оо), Л(г) - ее обычная альфорсовская характеристика. В случае 

R < оо мы предполагаем, что

Пт вир(К — г)А(г) = +оо. (4.23)
г—»Я

В случае R — оо для каждого фиксированного е > 0 и для всех г > О 

кроме множества Е конечной логарифмической меры выполняется следующее 

неравенство :

Ь(г) <А^+*(г).

При R < оо существуют монотонно возрастающая функция ^>(г), стремящаяся к 

оо при г —♦ R, и последовательность гп —» R такая, что

Цтп)'1>(.гп} < А(гп).
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§5. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1

Применим предложение 1 и леммы 1-4 для О — О(т) и для мероморфных 

функций ш(г) в комплексной плоскости. Для заданных функций ^р(г), как в 

теореме 1, мы выбираем п = п(г) так, чтобы для г > го

^<У(г)<=£. 
Л47 Л47

где постоянная К47 — та же, что и в утверждении 1. Применяя пункт д) 

предложения 1, получим следующий результат. Существуют области Ё,-(г), 

1 = 1,..., Ф(г) в кругах |я| < г, г £ Е такие, что

V а(Ё ГгП < 2(К47*’(Г) + 2)6 [ [ + 4тгт <

1=1 1«1<г

1/2
УУ с(о-) (тгА(г))1/2 + 4кг = К61<р6(г)гА1/2(г). (4.24)

1«1<г /
Если <р{т) < А1/ЗБ(г), то, используя лемму 4 и пункты б) - г) предложения 

1, мы заключаем, что отображения (Ё,(г), ш(Ё,-(г))) однолистные и удобные 

накопители с △ < 4. Используя также пункт а) предложения 1, получим

|Ф(г) — А(г)| = о[А(г)], г —» оо, г £ Е. (4.25)

Итак, при г > г' области Ё,(г) удовлетворяют соотношениям (0.16) - (0.18) с 

абсолютной константой К.

Теперь обозначим через Е-(г), ։ = 1,...,Фе(г) те области из набора Ё,(г), 

։ = 1,..., Ф(г), для которых соотношение (0.13) выполнено. Очевидно, для ото­

бражений (Е- (г), ш(Е?(г))) соотношения (0.12), (0.13), (0.16) - (0.18) выполня­

ются. Более того, из (4.24) следует

0 < Ф(г) - Фе(г) < К61<1(г)А(г),

так что из (4.25) вытекает (0.15).

Для доказательства неравенства (0.14) заметим, что

«•(г)
А(й(Е5(г)) = тгА(г) - 52 А(ш(Е,(г)),
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откуда следует

А(ш(Ео(г)) = хА(г) — 1гФс(г) — О г —* оо.

Используя (0.12) и (0.15), получим (0.14).

Заключительные замечания. В некоторых применениях будут использовать­

ся версии утверждений 1 - 5 §4, переформулированные в терминах функции р(г). 

Как и в доказательстве теоремы 1 мы можем заменить <р(г) на п и получить 

следующие утверждения. В этих формулировках 0 < Сх,Са,... < оо являются 

абсолютными константами.

Утверждение 1'. Существует постоянная Сх такая, что для произвольной 

ад0 € и дЕ-^т) сферический круг 2?(Сху>֊6(г), ш0) лежит в ш(В(г)) и в 

области 2?(Сх9?-6(г), шо) функция г = Г(и>) осуществляет взаимно однозначное 

отображение.

Утверждение 2'. Если множество ш(Е?(г)) содержит хотя бы одну точку, при­

надлежащую Л(С295-1(г), оо), то Л(9С2у5-1(г), оо) С ш(Е'(г)). Если множество 

й)(Е‘(г)) не содержит точек, принадлежащих 2?(9С2у>-1(г), оо), то

Л(9С2^-1(г), оо) П й>(Е- (г)) = 0.

То же справедливо, если заменить О(9Сгр 1(г),оо) на Б(9С1<р 1(г),0).

Утверждение 3'. Любые две точки шх,Й2 € ш(Е,?(г)) могут быть соединены 

кривой Г«1։ша С й>(Е-(г)) такой, что сферическая длина / кривой Г»։|й։

меньше чем Сз^(г). Если шх и шг £ £>(С2у?-1(г), оо), то кривую Гй1։аа можно 

выбрать так, чтобы иметь Гй1։аа Г) 7?(С,2^-1(г), оо) = 0.

Утверждение 4'. Каждая из областей й)(£??(г)) содержит область Во(^(г)) со 

свойствами

1) 5о(^(г)) содержит замыкание некоего круга П(С4у։_6(г), ш(з*)) ;

2) сферическая площадь Во(р(г)) не меньше чем Сву»-8(г).

Утверждение 5'. Пусть 7 - фиксированная кривая на римановой сфере. Тогда 

для произвольного i существуют число го, зависящее от 7 и функция <р(г) такие,
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что й>(Е- (г))Г>7 0 при г > г0. На кривой 7 можно указать точку й>1 такую, что

сферический круг О(СбР-б(г), ш1) принадлежит всем ш(Е'(г)), ։ = 1, ...,Фе(г),

г > Г1.

§6. МЕРОМОРФНЫЕ ФУНКЦИИ В ЕДИНИЧНОМ 

КРУГЕ С “БЫСТРЫМ” РОСТОМ

Для мероморфной в 0(1) функции выполняется следующий аналог принципа 

разбиения.

Теорема В'. Пусть и>1(з) является мероморфной в 0(1) функцией такой, что 

Л(г)(1 — г) —* оо при г —♦ 1; <р(г) - положительная монотонная функция, 

стремящаяся к оо при г —» 1, р35(г) < А(г), г < 1. Тогда для некоторой 

подпоследовательности г = гп —♦ 1 отображение (О(г), ш(Л(г))) разбивается на 

простейшие компоненты ш(О,(г))), ։ = 0,1.......Ф(г) такие, что для » > 1

отображения (О|(г), ш(О,(г))) однолистные накопители с тотальным дефектом 

△ < 2 и диаметрами

< ^(г)гА֊1/»(Г)| £ > 1;

для ։ = О отображение (О0(г), ш(Е’0(г))) - накопитель особенностей с

А(ш(Е0(г)))Л х(г) -> 0, г = гп -> 1.

Кроме того, для числа Ф(г) разбиений имеем

Ф(г)Л-1(г) -> 1, • г = гп-> 1.

Следующая теорема является аналогом теоремы 1 для случая мероморфных 

функций в единичном круге с "быстрым” ростом. Она доказывается аналогично.

Теорема 1'. Пусть ги(г) является мероморфной в 0(1) функцией такой, что 

Жг)(1 — г) —» оо при г —♦ 1; <р(г) - положительная монотонная функция, 

стремящаяся к оо при г —» 1, р35(г) < А(г), г < 1. Тогда для некоторой 

подпоследовательности г = гп —» 1 отображение ш(О(г))) разбивается на 

простейшие компоненты (Е-(г), ш(О?(г))), » = 0,1....... Фс(г) такие, что 



Применения принципа разбиения мероморфных функций ... 49

для ։ > 1 отображения (£? (г), ш(£?(г))) - удобные однолистные накопители с 

тотальным дефектом △ < 4 и диаметрами

ад(г)) < ^НгА-^Сг), » > 1, гп-1;

для»= О отображение (Ео(г)> гу(£^о(г))) - расширенный накопитель особенностей 

с

А^Ее0(г)))А-\г) -»О, гп - 1.

Одновременно

Фе(г)А-1(г) -»1, гп —♦ 1.

Для произвольного я 6 Е-(т)

1 *_Нг) |ш'(я)| цМ 1
<*(ВД) ~ 1 + |ш(я)|2 ~ 5-1/а(^?(г))’

где 3(Х) - площадь X, (г) = 10к*’<г\ К < оо - абсолютная постоянная; 

для произвольных *1, *2 6 £։?(г)

|и^(яг)| .нг) |ц/(я3)| . 
1 + |ш(я1)|2 1 + |ш(я2)|2’

для произвольных *1, *2, Яз 6 Е((г)

</(гй(я1),ы(*2)) .Нг) <7(й>(я2),й(гз)) .ни |и/(*2)| 
|я1-я2| |я2 — я3| 1 + |ю(я2)|а’

где й(ад(г1), ш(яг)) - сферическое расстояние между 51 и аз.

ABSTRACT. The present article studies some novel equidistribution 
phenomena in the theory of meromorphic functions and locations of fl- 
points of meromorphic in the complex plane, extending R. Nevanlinna’s 
theory that describes the numbers of a-points. We begin with the study of 
mutual arrangements of the a-points and evaluate distances between them. 
The so-called Principle of partitioning of meromorphic functions shows 
that a and ft-points are mainly pairwise close. This leads to a new type 
of decompositions of meromorphic functions into simplest components. A 
kind of equidistribution to be called Comparability property is established 
stating that distances between a and fc-points and b and c-points are mainly 
comparable. Additionally we show that magnitudes of spherical derivatives 
considered on the sets of the a -points are comparable for different values 
of a.

In subsequent papers we plan to make use of Principle of partitioning 
and Comparability property to show that the locations of a-points for the 
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majority of «-points and for almost all values a £C can be described if we 
know the locations of а-points for at least one “good” value a. This accords 
with the main conclusion of Nevanlinna’s theory, that qualitatively can be 
stated quite similarly : the numbers of the а-points of meromorphic in the 
complex plane functions can be described for almost all values a G C, if we 
know the numbers of a-points for at least one “good” value a.
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