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Пусть Мтп — пространство всех комплексных т х п—матриц. Через 
Цтп обозначим меру Лебега в пространстве Мтп “Стп. При 1 < т < п 
любая матрица ш 6 Мтп может быть записана как ш = где
Ы1 ё Мтт, Ш2 € МтгП-т‘ В работе рассматриваются матричные области 
Зигеля тгтп — {(о>1,а>2) 6 Мтп : 1ш щ положительно определена}, 
где ш* - эрмитово сопряженная к ш матрица, а также классы Нр(1гтп) 
голоморфных в тгтп функций, принадлежащих пространству £р{тггпп ; 
[Не€(1пШ1 — Ш2Ш2)]“(/дтпп(ш)}. Установлены весовые интегральные пред­
ставления классов Н£(хтп)-

§0. ВВЕДЕНИЕ

0.1. В [1], [2] М. М. Джрбашян ввел и изучил классы Н^а) (1 < р < оо, а > -1) 

голоморфных функций /(£), £ € Ц = {£ €С : |£| < 1} с конечным интегралом

// 1/(С)1₽(1-К12)0^^, ( = *+«/• 

./ - г> .
Классы Нр(а) намного шире, чем хорошо известные классы Нр. Одно важное 

свойство, установленное в [1], [2], может быть сформулировано следующим обра­

зом :

Теорема 0.1. Каждая функция / € Нр(а) (1 < р < оо, а > — 1} имеет 

интегральное представление

— (о1> 
о ’

Интегральный оператор, порожденный правой частью (0.1), является ортого- 

нальной проекцией пространства Б2{В; (1-|£|2)“<^ б/г?} на свое подпространство 

Н2^), а > -1.
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В [1], [2] этот основополагающий результат был применен к построению 

теории факторизации мероморфных функций в Е>. Кроме того, в обзорах М. 

М. Джрбашяна [3], [4] и в монографии А. Э. Джрбашяна и Ф. А. Шамояна 

[5] содержится много других применений теоремы 0.1 к различным вопросам 

комплексного анализа.

В последующих исследованиях были установлены аналоги формулы (0.1) для 

других областей (включая многомерные). В следующем пункте содержится обзор 

соответствующих результатов.

0.2. Через Мтп обозначим множество всех комплексных т х п-матриц. Через 

£* € Мпт обозначим эрмитово сопряженную к ( € Мтп матрицу, через 1т - 

единичную матрицу в Мтт, т > 1 и через ЦтП - меру Лебега в пространстве 

Мтп —Стп. При тп,п > 1 и для комплексного числа /3 с Ле /3 > -1 положим

- тп-frn т п
cmnW = —Пг(1+/3) Пг(к+р)Пгь+3) .

Область

Rmn = {С G Мтп = — СС положительно определена}

назовем обобщенным единичным кругом в Мтп. Заметим, что Rln есть единич­

ный шар Вп = {С е С” : |С| < 1}. Пусть 0 < р < оо, а > -1. Обозначим 

через L£(22mn) пространство всех комплекснозначных измеримых функций /(С), 

С € Rmn с конечной “нормой”

11/11₽.а - / 1/(0lp[det(Г” - СГ)]“ dfJLmnW ) (0.2)

и положим

^(Ятп) = {/ € 1£(Ятп) : / голоморфна В Лтп}.

Далее, если 1<р<ооиа> —1, то будем писать /3 >֊ (р, а), если /3 £ С и

а + 1 11
Ле /3 >----------1 если 1 < р < оо,

р (0.3)
Не /3 > а, если р = 1.
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Теорема 0.2. а) Если 1 < р < оо, о. > -1, то каждая функция / € Н^(Ктпп') 

при тп,п>1 имет интегральное представление

/ы=<^пОТ <°-4)

где 0 >- (р,а), г е НтП.

б) Если 1<р<оо, а>(р-1) тш{т, п} — р и комплексное число 0 

удовлетворяет условию

_ . а 4- тш{т, п} , п
Пе0>------------ - -- - 1, тп,п > 1,

Р
то интегральный оператор, порожденный правой частью формулы (0.4), является 

ограниченным проектором 1^(ЯтП) на Я2(Ятп).

в) Если а > —1, то интегральный оператор, порожденный правой частью 

формулы (0.4) (с 0 = а), есть ортогональный проектор Ь\(Ктп) на Н^(НтП).

Заметим, что для т = п = 1 (когда Нщп — Яц есть единичный диск В С С) 

утверждение а) с 0 = а и утверждение в) следуют из теоремы 0.1. Для т,п > 1 

утверждение а) с 0 — а = 0 и утверждение в) с а = 0 были установлены Л. К. 

Хуа [6].

В случае т = 1, п > 1, когда НтП = Д1П есть единичный шар, Вп С Сп и 

формула (0.4) принимает вид

/\Я) С1п(0) Вп,

утверждения а), б) были установлены Ф. Форелли, У. Рудиным [7] (для а = 0) и 

М. М. Джрбашяном [3], [4] (для а > — 1).

В [8] М. Столл рассматривал случай произвольных ограниченных симмет­

рических областей (гораздо более общих, чем области Итп, т,п > 1). Из резуль­

татов работы [8], сформулированных для области Етп, следуют утверждения а) 

(с а = 0, 0 > 0) и б) (с р = 1, а = 0, 0 = т + п).

Наконец, общие утверждения а) и б) - в) теоремы 0.2 были установлены в 

работах [9] и [10], соответственно.

В [11] С. Г. Гиндикин рассмотрел весьма общие многомерные неограничен­

ные области (области Зигеля второго рода) и в явной форме построил воспро­

изводящие ядра для голоморфных в таких обастях функций из Д2-пространств.
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Позже Р. Р. Койфман и Р. Рохберг [12] указали, что методы работы [11] позволя­

ют построить (опять же в явной форме) воспроизводящие ядра для голоморфных 

в симметрических афинно-однородных обастях Зигеля второго рода функций из 

некоторых весовых ^’-пространств. В [11], [12] в значительной степени исполь­

зовалась техника преобразования Фурье.

0.3. В настоящей работе мы устанавливаем аналог теоремы 0.2 для неограни­

ченных матричных областей. Для определения этих областей предположим, что 

1 < т < п и каждую матрицу ш Е Мтп запишем как ш = (ш1։ ш2), где шх € Мттп, 

€ Мт>п-т. Тогда матричная область Зигеля определяется как

тгтп = {ш = (шх,ш2) € Мтп : Im wx — положительно определена }, (0.5) 

где 1пх шх = Д(шх ~ шх)՛ Очевидно, тгтп 
лЛ обобщает такие многомерные области

как тгхп (область Зигеля в С”) и тгпп (так называемая обобщенная верхняя 

полуплоскость в пространстве квадратных матриц).

Основные результаты работы можно сформулировать следующим образом 

(см. теоремы 2.1 и 2.2) :

Теорема 0.3. Пусть 1<т<пи1<р<оо. Тогда

а) если а > пхах{—1;р(т — 1) — (п -I- 2т — 1)}, 0 >- (р, а), то каждая голоморфная 

функция /(ш), ш € тгтп с конечным интегралом

Н/Пр.а = 1№)|”[ <1еЦ 1т шх ֊ Ы2«*>;)]в йдтп(ш)^

имеет интегральное представление

/(,.л _ 2т(п-т+р)_ /дч [ /(“')[ 1т шх - Ш2<4)]^
гы֊2 [^,.(ч_Ш1)_2и,„.)Г+»«*-<“). (06)

ш = (шх,ш2) € 7Гтп;

б) если а > р(т — 1) — т, Йе /3 > -■■—т — 1, то интегральный оператор, 
Р

порожденный правой частью формулы (0.6), есть ограниченный проектор из 

пространства {/ : 1|/| |Р10[ < оо} на свое подпространство голоморфных функций.

В случае т = п = 1 (когда тгтп = Щ.) этот результат был установлен М. 

М. Джрбашяном и А. Э. Джрбашяном [13] на основе формулы (0.1). В [14] - [17] 

теорема 0.3 была установлена для случаев т = 1, п>1ит = п>1.
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§1 . ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

1.1. Приводимые в этом разделе необходимые предварительные факты хорошо 

известны (см., например, [6], [9], [17]). Напомним, что Мтт - пространство всех 

комплексных т х т—матриц. Для произвольного А £ Мтп1 положим

ЕеА = ^(А + А*), 1т А = ^(А - А*), 
л!

Пусть Нт, т > 1 - множество всех эрмитовых матриц, т.е. Нт = {А £ Мтт : 

А = А*}. Заметим, что Ее А € Нт и 1т А £ Нт для произвольного А £ Мтт. 

Далее, положим

Н+ = {А £ Нт : А положительно определена }, т > 1.

Обычно факт А € Н+ записывается как А > 0. Очевидно, что бе€ А > 0 для 

любого А > 0. Хорошо известно, что для любого А > 0 существует единственная 

матрица В > 0 такая, что А = В • В. Эта матрица В обычно записывается как ’• С I
В = ч/А и мы имеем <1е1(л/А) = \Zdet А. Далее, для т > 1 рассмотрим следующие 

области в Мтт :

М*тт = {А £ Мтт : ае€ А / 0}, '

Мтт = {А € Мтт : Ее А > 0, или 1ш А > 0, или — 1т А > 0}.

Легко проверить, что область Мтт звездна относительно единичной матрицы 

1т. Следовательно, область Мтт односвязна. Это в совокупности с фактом 

Мтт С М^т (т-е- А / 0, А £ Мтт) влечет существование голоморфной 

функции р(А), А € Мтт, однозначно определяемой свойствами

ехр[д(А)] = <1е1 А, А £ Мтт, дЦ™) = 0.

Мы используем обозачение д(А) = 1п<1е1(А). Очевидно, имеем

Ее (1п <1еЪ(А)) = 1п | йе1(А)|, А £ Мтт-

В [17] (Лемма 1.2) было установлено, что | 1т (1п<1е1(А))| < тгт, А £ Мтт- 

Определим степенную функцию в Мтт следующим образом : для произвольного 

Р € С положим

[<1е1 А]0 = ехр[/31п<1е1;(А)], А £ Мтт-
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1.2. Всюду дальше мы предполагаем 1 < т < п и рассматриваем пространство 

Мтп. Каждая матрица С £ Мтп может быть записана как £ = (СьСя), где 

С1 е Мтт и <2 6 Мт,„_т. Очевидно

Следовательно

хС,* — 2-1С1 ՜է՜ «շՀշ> С — (С1»Сз) € € М.тп,

В частности, имеем

СС* = С1СГ + 66, С = (6,6) е мтп

Поэтому

Лтп = к = (6,6) € Мтп : Г1 - С1С1 - 6$ положительно определена }.

Если Հ = (£ւ,Հշ) € Лтп» то £ւ 6 Ятт- Напомним, что матричная область Зи­

геля тГщп определена нами в (0.5). Заметим, что если ш = (աւ,օ>շ) € тгтп, то 

1ш о>1 > 0, т.е. ս>ւ £ 1гтт. Оказывается, что области НтП и 1гтп биголоморфно 

эквивалентны. Более точно, рассмотрим следующие отображения (так называе­

мые обобщенные преобразования Кэли) :

Փ(0 = *Հ^ո֊6)՜1(^ո + 6,6)Տ(Փւ(6,6),Փշ(6,6)), С = (6,6) ед™, 

ф֊։(у) = (»г» + с^)՜1^ - »г՞, 2աշ) =

= (V (^1, Օ»շ) , Փշ 1 (էժւ , էժշ)) , Ш = (էժւ , աշ) € 7Гтп.

Заметим, что

йе (Г* - С1) > о, С = (ծ, հշ) е Ягпп,

Ьп խւ + ։Г”) >0, ш = (<յ1։էժշ) е 1Ттп.

Следовательно, матрицы (1т — С1)՜1, (օ>ւ +1!”1)՜1 существуют и, значит, Ф и 

Ф՜1 определены корректно.
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Лемма 1.1. Если ш = (шх,«^з) € тгтп и ш = (шх։ Шг) 6 тгтп, то

| бе1(ш + »•Гп)| > 1, | с!е1(и» + ։/”*)! > <1е1;( 1т ш), (1.1)

<1е1( 1т а>х) > <1е€( 1т шх — шаш^), (1.2)

Де [2»(о£ — шх) — 4ш2Шз] > 0. (1.3)

Доказательство. Неравенства (1.1) доказаны в [17] (лемма 2.1). Для доказа­

тельства (1.2) допустим 1т Запишем

ш2 = у/ Ьпо^, т) е Мт<п_т.

Тогда имеем 

1т шх — ш2Ш2 = у/ 1т ^(Г” - гр]*)у^1т ш1։

бе!( 1т шх — и>2й4) = бе!( 1т шх) с1е1(.Гп — грГ).

Следовательно, т) е Ят,п-т и, таким образом, (1.2) сводится к неравенству 

1 > бе1(7т — гр]*). Остается воспользоваться следующим хорошо известным 

фактом (см. [6], теорема 2.1.2) :

0<бе1(Гп-СС)<1, СеЛтп, т,п>1.

Далее, зафиксируем произвольное ы = (04,^2) € тгтп и ш = (шх,шг) € тгтп. 

Тогда

Не [2։(ш£ — шх) — 4и;2ш5] =

= 2( 1т шх — шгд/з) + 2( 1т шх — + 2(ш2 — шг)(ш2 — ш$) > 0,

и утверждение (1.3) доказано.

Следующая лемма устанавливает основные свойства преобразований Кэли 

Ф и Ф՜1.

Лемма 1.2. 1°. Отображения Ф : ЯтП ।—> тгтп и Ф՜1 : тгтп ।—> КтП являются 

биголоморфными изоморфизмами.

2°. Пусть Д(С), С € Итп и Д-1(а>), ш € тгтп, соответственно, являются комплекс­

ными якобианами отображений ф и Ф՜1. Тогда
2ТП3£ТПП

△(О = [^(/т _ £1)]п»+п ’ = е Ктп, (1-4)
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2тп^та
Д"1(ш) = [ай(ш1+ »/-)]’»+"’ ш = (1.5)

3°. Имеют место следующие формулы замены переменной :

4»п։
ЙДтпп(Ф«)) = | _ ^^(т+п) С = (С1>6) € Дтп, (1-6)

4»пп
ЙДтпСФ՜1^)) = |<1е1(ы1+Я")|36"+п) “ = (^1.^) € 1Гтп. (1.7)

4°. Еслиш = (ш1։<Рз) 6 1Ттп иш= (ш1։ ш2) € тгтп, то

аеЦГ” - = ЛТ12!“1՜՜“1!;^՝. (10)
йецгс! + х1т) <1е1(ш£ - \1т) '

аеНГ» ֊ Ф-^МФ-ЧшГ] = ^[4(1ШШ1-Ш2Ш;)] (1 9)
1 1 ' { П ЛЩых + И^ЛА^-И^У {1'У)

1п <1е1[2։(а>* — и>х) — 4ги2и£] =

= кхНе^Г” — Ф-1(ги)Ф-1(си)*] + 1пс1е1(1их + ։ГП) + 1п<1е1;(й4 — *1”*). (1-Ю)

5°. Для любых матриц ш = (04,0^) € тгтп и ( = (Ст, Сз) 6 ИтП таких, что 

ш = Ф(С) <=> < = Ф-1(ш), имеем

1лйе€(Гп - <0 = С - 1пёе€(ш1 +»Г՞), (1-11)

где постоянная С не зависит от иш.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что а) Ф инъективно в 

Нщп։ Ф(Дшп) С “Ятп ։

б) Ф-1 инъективно В 7ГтП։ Ф-1(7Гтп) С Дтп) ; 

в)Ф֊1(Ф(0)=С С 6 Я™; Ф(Ф֊1(ш))=ы, Ш Е тгтп. 

Отсюда непосредственно следует 1°. Для доказательства 2° заметим, что

(Г2 - й)Ф(С) = <(Г" + Сх.с.), С = «1,6) е Дтп. 
а

Дифференцируя, получим

(Г” ֊ б) ЙФ(С) = Кх[Ф1(0 + »Г"], ЙС1Ф2«) + » Й6).

Следовательно

^(«^(/"•-б)-1«!,^) (Ф1Ю + <ГП



Весовые представления голоморфных функций в матричных ... 47

В результате имеем

△«) = [det(r" - G)-1]n[det($i«) + tZ™) det(iZn-m)]m.

Последнее в совокупности с очевидным тождеством

det($1(O+iF*)^
(2»)m 

[det(Zm - <1)]

дает нужную формулу (1.4). Формула (1.5) может быть установлена сходным об­

разом. Далее, 3° непосредственно следует из 2°. Что касается 4°, оно может быть 

проверено прямым вычислением, используя свойства функции Indet. Наконец, 

если ш = Ф(С) <=> С = Ф-1(ш), то

= »(Г* - Cl)՜1^ 4֊ G) <=» G = (шх + ir*)-1^! ֊ tZ™).

Следовательно

(Гп-С1)-(ш1+Ит) = 2Ит,

а отсюда легко следует (1.11).

1.3. В этом разделе мы вычисляем некоторые важные для дальнейшего интег­

ралы. Положим

0-7ев;

(112)

яи“) = Д..[а*(^(«.)Г’ аеП1: (113)
|de։(iM_W1)_2w։u4)|T (114)

a,7 e IR, w = (wi,w2) € 7rmn.

Лемма 1.3. a) Jmn(a։։7) < если и только если

а > —1, 7 — а > п + 2т — 1. (1-15)

б) Нтп(а) < оо, если и только если а > п + т — 1.

\ т / \ Zmm(o։i 7)^m,n—m(7 ® 2т) . ..) = tdet(------ « = (»!.•»։)e.
(1.16)
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г) При фиксированном ш € ктп неравенство 7ТОп(ш;а,7) < оо справедливо 

только при условиях (1.15).

Доказательство. Прежде всего заметим, что в случае т = п > 1 утверждения 

а) и в) были установлены в [17] (предложения 2.3 и 2.4). В силу очевидного 

соотношения 7тп(а>7) = Лпп(ш;а,7) с и = (Пт,П) е тгтп утверждение 

а) непосредственно следует из утверждения г). Для доказательства б) нужно 

воспользоваться рекуррентным соотношением Нт„(а) = Нтп,п_1(а-1)Ят1(а). И 

тогда остается провести индуктивное рассуждение и заметить, что Нтх (а) < оо, 

если и только если а > т. Далее, при ю € 7гтп имеем

Лпп(ш;а,7) =

/ , . Г [<1е1 (1т - ш2о£)]“ , . .фхт,„-т(шз) у |а^?-ш1+2»«а<։$)|7
Мт,«-т

После замены переменной г = о>1 — е тгтт во внутреннем интеграле мы 

получим

Т < X [ Л / х Г [<1е4( 1111 7՜)]" , ч
4пп(ш;а,7) = ]м <*Дт,п-т(ш2)у | _ ^|7 ^Мгпт(т),

где т] = Ш2Ш2 + Ш1 — 2»Ш2О>2 е Мттп. Можно проверить, что

Ьп Т] = 1ш Ю1 — wշWշ + (ш2- юг)^ — ш5) > О,

и поэтому 1) е 1гтт. Так как формула (1.16) известна для т = п > 1 (как уже 

отмечено выше), мы получаем

т / \ _ Г *1тт(а,7) <1рт։П-т(ш2)
1тп(и>, а,у) — ] [<м ^)]7_о_ат -

Л^т,п—т

_г (а [ _____________ Лрт,п-т(м2)_____________
тт ’ У (1т их — гиаш^ + ша^)]'’'՜“՜2՞1 ՛ 

Мт,п—т

Наконец, замена переменной

Ш2 = 1т Ш1 - ц}2У}% - С, <е Мт>п-т

в последнем интеграле дает нужную нам формулу (1.16). Далее, для фиксиро- ’ - I 4**
ванного ш 6 тгтп, /тп(ш;а,7) < оо, если и только если Лпп»^^) < оо и 

^т,п-т(7 - а - 2т) < оо. Следовательно, имеем а > -1, 7֊а>3тп-1и 

у — а — 2т > п — 1, что совпадает с (1.15).
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1.4. Введем основные пространства функций. Предполагая 0 < р < оо и — оо < 

< а < оо, для произвольной измеримой функции /(ш), а» 6 тгтп, положим

11/Цр.а = (У |/(")1,’[йе4( 1т

я определим ££(7гГОп) = {/ ■ 1|/11Р,а < оо}- Пусть Я2(тгтп) - подпространство 

голоморфных функций в Е£(ятп).

Лемма 1.4. Допустим, что 0 < р < оо и —оо < а < оо. Если / € Я2(тгтп), то

= [ае4(1т - ^)]а(т+п+а)/р е Я5(Лтп)֊

Если д е Я£(Ятп)> то

= [ае1(шХ + »1"»)]3?2+п+а)/р 6 на^п)-

Лемма 1.4 является непосредственным следствием леммы 1.2. Как это следует из 

[9] (предложение 2.4), Я£(ЯпП) = {0}, если 0<р<ооиа< —1. Следовательно, 

ввиду леммы 1.4 достаточно рассматривать пространство ЯР(тгтп) только для 

0<р<оои— 1 < а < оо.

Лемма 1.5. Допустим, что 1 < р < оо, 1<пг<пиа> тах{—1;р(т — 1) - (п+ 

+2т — 1)}. Для функции /(ш) € Е£(тГтП) положим

Я/зСо’)- 1^^. _Ят)|т+п+Э ’ Ш ~ 6 ТГтп, 0 € П1.

Тогда Е/?(ш) € Е1(тгтп), если/3 >֊ (р,а).

Доказательство. Сначала рассмотрим случай р = 1. Тогда / € Ьа(1Гтп)> 

а > — 1 и /3 > а. Следовательно, как это следует из леммы 1.1, мы имеем

1^М1 =

|/(ш)| • [<1е ( Ы1 ш2ы2)] । _ </т)р_о । ав։.^. _ £/т)|т+п+в

< |/(ш)| • [йеЬ( 1т -ш2а4)]“ е

Что касается случая 1 < р < оо, то применение неравенства Гёльдера дает

/ ^(ш)ИМтп(Ш)<71/«ц/ц 1-3 = 1,
^т„ Р ч
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Г [<1е1( 1т Ш1 а/р\ . ....,д

Согласно лемме 1.3а) / < оо, если и только если

«(/* ֊֊)>֊!. С1’17)

д(тп + п + /3) - <7 > п + 2т - 1. (1.18)

Легко видеть, что условие (1.17) совпадает с условием Р >- (р,а), а (1.18) есть 

условие а > р(т - 1) - (п + 2т - 1). Лемма 1.5 доказана.

§2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

2.1. Пусть 1 <т <п и Ле р > —1. Рассмотрим интегральный оператор

Ш € тгтп.
(2-1)

Из леммы 1.2 (4°) следует несколько иная форма записи (2.1) :

л **»<">• <2-2’
где

г/з ... п _ _____________ /(^)[ае€(1тап -^;)]'э_____________
тпк ’". I) _ ф-1 (^$-1 (ш^т+п+фе^. _ £рп)]т+п+0 > (2 3)

ю, о/ е птп.

Лемма 2.1. Пусть 1 < р < оо, а > тах{-1;р(т—1)-(п+2т-1)} и/ € Ь£(тгтп)- 

Если К С 7гтп компактно и

{а < ах < аг < оо, есдир = 1, 
— 1 < О1 < 02 < оо, если 1 < р < оо,

то существует функция Ф е ^1(тгтп) такая, что неравенство

|С^п(ш, си; /)| < Ф(ш), ш € ят„ (2.4)

имеет место равномерно по м е К ир ЕС с \ 1т р\ < А < оо, ох < Ке Р <а2.

Доказательство. Рассмотрим функцию

r/(z,C;j8) = [det(Гn-яr)]’n+n+)^ = exp[(пЦ-n+^9)lndet(Гn-яr)], /3 ЕС, (2.5) 
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где X € Ятп, с 6 Ятп (замыкание Нт„). Как было установлено в [9] (предло­

жение 2.2), если г € Ятп и £ 6 НтП> то Не (Г” - яС) > 0. Поэтому Гп - 

принадлежит Мтт, где функция 1п <1е1 определена и непрерывна (даже голоморф­

на). Поэтому функция (2.5) непрерывна по переменным я,£,/3. Из этого следует 

неравенство
|[аеЬ(Гп - ф-1(ш)ф-1(ш)*)]т+п+'3| > 8 > 0

равномерно по ш € К, ш 6 тгтп и^бСс|1т^|<.А,а1< Не /3 < 02. Таким 

образом, при этих же условиях имеем

< ^ехр(тгт| 1ш 0|) _</п»)|т+п+Ивр •

Последнее вместе с (1.2), (1.1) дает

\ГР Л1 1 1/(Ш)1[{М Ьп - Ц^з)]01 = ф/, Л , , с _
\Отп(.‘Ш,Ш,/)\<бехр{птА) | _^рп)|т+п+а։ - Ф(ш)> ^€тто„.

Согласно лемме 1.5, Ф € 2/1(ктп)։ ЧТ° и завершает доказательство.

Следствие 1. Пусть 1 < р < оо, а > шах{—1;р(т — 1) — (п + 2т - 1)} и 

/ € 1^(1гтп). Тогда

а) при фиксированном /3 >֊ (р, а) (см. (0.3)) ТДп(/)(ш) голоморфна в области 

ш € 7Гт„;

б) при фиксированном ш е тгтп функция ТДп(/)(ш) голоморфна в области 

Не /3 > (а 4- 1)/р -1 (если р > 1) и Т^п(/)(ш) голоморфна внутри и непрерывна 

в замкнутой области Не р > а (если р = 1).

2.2. Теорема 2.1. Пусть 1 < п» < п, 1 <р < оо, а> тах{—1;р(пг-1)-(п4-2т- 

—1)} и Р >֊ (р, а). Тогда каждая функция / € Я₽(тггоп) допускает интегральное 

представление

/(«О = ГтпС/)^), ш е ктп. (2.6)

Доказательство. Из следствия 16) и теоремы единственности для голо­

морфных функций следует, что достаточно установить (2.6) при дополнительном 

допущении Р > 0. Рассмотрим функцию

= [с!е1(/т - С1)]тп+п+0’ € Я՞"1' (2֊7)

Затем положим я = Ф х(ш) € ПтП и выберем ро € (0> 1) так, чтобы г Е рЯтп = 
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= {/<:<€ Ятп} Для ро < р < 1- Как следствие теоремы 0.2а), мы имеем

М = *-<«■ Л £*><1- р«>

Подставим (2.7) в обе части (2.8) и произведем замену переменной < = Ф—1(си), 

ш € тгтп в правой части (2.8). Принимая во внимание соотношения г = Ф-1(ш) и

[6«(Г" - С1)]т+П+/’ = [ае1(ц,+<Гт)1- .̂ « = *-‘М. «•»

где константа С не зависит от С € Ятп и ш (см. (1.11)), получим

У(ш)[де1(ш1 + <Г’»)]"‘+п+0 = СтпОЗ)^՞1’ У Рр(ш) (1ртпп(Ф~1(ш)'), ро < р < 1,

(2.9) 

где

РрМ - /(тд)[ае1(ол + ։Г՞)] [Не^р2/™ - ф-1(ш)Ф-1(ш)‘)]т+п+/’ Хр ’

(2-Ю) 
и хр ~ характеристическая функция области тг^п = Ф^Ятп). Теперь мы наме­

рены искать функцию Ф 6 Ъ\ятп\<1Ртп(Ф~1и)) такую, что

|*’»1 < Ф(ы), € Ч^тп1 Ро < Р < 1. (2.11)

С этой целью заметим, что к € рЛтп и Ле (р1!™ - гС՞) > 0 для Ро < Р < 1> 

( £ рЛтп [9] (предложение 2.2). Следовательно, из соображений компактности 

имеем

|<1е1(р2Гп-кГ)|><5>0

равномерно по ро < р < 1, С 6 рЯп»п- Отсюда

_____________ Хр(и)_____________
[ае1(р2/т — Ф-1(ш)Ф-1(ш)*)]т+п+0

< ($-(т+п+Р) (2.12)

равномерно по ро < р < 1, о» е тгтп. Далее, мы также имеем <

ХР(ш)[ае1(р2Гп - Ф-1(а;)Ф“1(ш)*)]/9 < ^(Г՞ - Ф~1(ш)Ф-1(ш)’)]'3, Ро < Р < 1-

(2-13)
Неравенства (2.12), (2.13) вместе с (2.10) дают (2.11) с

Ф(у) = сошЛ |/(ш)| • | аеЦшх + 1Гп)|т+п+Ч<1е1(Гп - ф-1(ш)ф-1(у)*)]/5, и> Е лтп. 
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Остается показать, что Ф € 1»1(я,тп;Ф*тп(Ф-14)» а это очевидно ввиду (1.7), 

(1.9) и леммы 1.5. Итак, мы можем применить к (2.9) теорему Лебега об 

ограниченной сходимости. В результате получим

/(Ш)[аег(шх + :/’")]’"+"+* = СтпОЗ) [ /(ш)[։1е1(ал + <гп)]т+п+^х 
* 7Гтп

X 1ае1(Р՞ ~ л /ф-1 ( « (2 14)
[аефт ֊ Ф֊Чи)ф-^)]т+^э '

Используя (1.7) - (1-9), (2.14) может быть записано как (2.6), что и завершает 

доказательство.

2.3. Установим теперь соответствующую теорему проектирования.

Теорема 2.2. Пусть 1 < т < п, 1 < р < ос, а > р(т - 1) - т, и комплексное 

число /3 такое, что Яе /3 > (а + т)/р - 1. Тогда оператор Т^п - ограниченный 

проектор из Ь£(тгтп) ва Н^-ктп).

Доказательство. Прежде всего заметим, что предположения теоремы обеспе­

чивают выполнение условий теоремы 2.1. Следовательно, ввиду следствия 1а), 

ТДП(/) голоморфна в тгтп для любой функции / б Ь£(1Гп»п). Так что достаг 

точно установить ограниченность интегрального оператора Т£п в пространстве 

^а(’Гтп). С этой целью заметим, что

|т£„(/)(41<Лпп(0) /

* ТГтп

1/(4И<М Ьп ал - ала,;)]
| <1е1;(»(ы? - дл) - 2ш2а;;)|’”+"+ 0 «Мтп

ш е тгтп,

где

АппСЗ) = |2т(я-т+^сготС8)| - ехр[тгт| 1т /?|].

Сначала положим р = 1. Тогда

11Гтп(/)||1,а = У |ТДп(/)(ш)| • ^( 1т Шх ֊ Ш2ы;)]“ (/^„(ш) <

< Атп09) / [с1е1( 1т «л - ш2ш$)]а ^ртп(ш)х
* ^тп

[ 1/(41 [Не! ( 1т ОЛ - ала;;)]
Лт. I йй(»(а;; - w1) - 2ю2а>;)|го+"+

Перемена порядка интегрирования в (2.16) вместе с (1.14) дает

(2-15)

(2-16)

Ц2,Дп(/)111,с <
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< Атп(0) [ |/(ш)|[<1е1( 1т о>1 - )] р1тп(ш։, а, т 4- п + Ее /9)
* *тп

Ввиду леммы 1.3в) отсюда следует, что

||Т£п(/)||1,а < Атп(Р^тт(а,т + п + Не /3)Ят,„_т( Не Р - а 4-п - т)||/||1,в.

Следовательно, достаточно показать, что
I

^тт{а,т 4- п 4- Не Р) < оо, Нт,п_т( 'КяР-а + п-т)<оо.

Для этого, ввиду леммы 1.3, необходимо выполнение следующих неравенств :

а > —1, т 4-п 4- Не Р — а > Зт — 1, Не Р — а 4- п — т > п — 1, 

которые могут быть записаны как

а > —1, ВлР>а + т-1. (2-17)

Остается заметить, что (2.17) совпадает с допущением теоремы (когда р = 1).

Теперь рассмотрим случай 1 < р < оо и выберем ? е (1,оо) так, что 

1/р 4- 1/д = 1. Затем положим

di/(w) = [det( Im cd! - w2c^)]“dpmn(w), ш G irmn,

Q(w,uj) = [det( Im Ш1 - cjau>2)] g~a
| det(»(w* - wi) — 2w2w2)|m+n+ R« 0 ’ G irmn-

Из (2.15) для любой f G Ь£(тгтп) мы имеем

|T’An(/)(^)l < АтП(Р) f |/(w)| Q(w,w) dv(w), w G irmn 

* *"mn

для любой функции f G Ь£(тгтп). Мы намерены доказать ограниченность 

оператора ТДП в пространстве L^(irmn) при помощи леммы Форелли-Рудина (см. 

[7]). С этой целью мы найдем измеримую функцию д(ш) > 0, w 6 irmn такую, что

j Q(w,w)[g(w)]’ Л/(ш) < const (p(w)]’, w G irmn,

J Q(w,w)[p(w)]J’ dv(w) < const [p(cv)]p, ш G irmn- (2.18)
* TTmn

Для этого положим

5(cu) = [det( Im Ш! - o^wj)] (”«1 +<5), w g nmn, 
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где <5 > О произвольно. Для такой функции д(ш) неравенства (2.18) принимают 

такой вид :

[det ( Im — wjwj)] ^Р (т 1+«4) 
| det(i(w£ — wi) — 2w2O/J)|m+n+ я® P 

dumnlw) <

const
~ [det( Im wi — W2wJ)]Tn~1+«i ’ W G 7Гт”’

[det( Im wi - w2wj)]“
| det(»(wj ֊ aa) - 2w2w;)|’"+"+ в® P -
< const

[det( Imwi ֊ Ш2Ш2)]р^аГ1+^+ p~a

Из леммы 1.3 следует, что неравенства (2.19) имеют место, если только

(2-19)

Re /3 - (m - 1 + qô) > —1, т + n + Re P - Re P + (m - 1 + qS) > n + 2m - 1,

(m — 1 _ \ - / m — 1 A
--------- Fd)>— 1, m + n+Re/3 — a+p--------- F5 >n + 2m-l.

4 J \ 9 /
После упрощений эта группа условий может записана следующим образом :

Re Р -т + 2 . а + 1 т — 1 . Re P — a-m + 1 т — 1 . „
------ > S, > 5, ------ - -----------------+---------+ 6 > 0. g------------pgp------------------ g

Остается выбрать подходящее 5 > 0, удовлетворяющее последним условиям.

Такой выбор возможен, если только

■по п Ъ/еР — т + 2 Ые р — а — т + А. т — 1Не Р > т - 2, ----- - -----------+------ - -----------------+---------> 0,
д Р 9

а + 1 > т — 1 а + 1 _ т — 1 Р — а — т + 1 т — 1>д 
р д ’ р д р д’

или, что эквивалентно

Ые Р> т —2, а> р(т — 1) - т, Не Р > а^~тп _ 1. (2.20)
Р

Достаточно заметить, что (2.20) обеспечено условиями теоремы. Доказательство 

завершено.

Замечание 2.1. По сравнению с теоремой 2.1 в теореме 2.2 условия на парамет­

ры а, Р более сильные.

ABSTRACT. Let Mmn be the space of all complex m x n matrices. Let p,nn 
be Lebesgue measure in the space Mmn ^Cm". For 1 < m < n each matrix 
ui € Mmn can be written as u = (aa>wa)» where wi G Mmm, tua G Afm.n-m֊ The 
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paper considers matrix Siegel domains xmn — {(0/1,012) € Mmn : Im u»i — 0/20/J 
is positive definite}, where oz* is Hermitian conjugate of u> and the classes 
HP(7rmn) of those functions holomorphic in irmn, which belong to Ь₽{тгтп ; 
[det(Imo?i - o/2O/J)]adpmn(o;)}. Weighted integral representations for classes 
ЯР(тгт„) are established.
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