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В работе представлены некоторые явные формулы обобщенной факторизации Винера—Хопфа относительно замкнутого контура ограниченных голоморфных матриц-функций. Приводятся формулы для частных индексов.

§1 . ВВЕДЕНИЕЯвная факторизация Винера-Хопфа имеет ряд применений в теории систем сингулярных интегральных уравнений, уравнений Винера-Хопфа и в теории нелинейных уравнений математической физики (см., например, [1 — 4]). Под факторизацией Винера-Хопфа матрицы-функции W, определенной на замкнутом контуре 7, который разделяет замкнутую комплексную плоскость на части Р+ (Э 0) и Р_ (э оо), понимают представление = \¥_(г)Л(*^+(4) (4 € 7), где- граничные значения голоморфных и неособых в Т>± матриц-функций, аЛ(£) =<На§[4в1, • • •, 4*п]. При достаточно общих условиях целые числа »1, • • •, однозначно определяются (с точностью до порядка) матрицей-функцией и называются частными индексамиВ данной работе найдены явные формулы для обобщенной факторизации Винера-Хопфа (включая формулы для частных индексов) в случае когда УУ(£) - ограниченная, измеримая матрица-функция на 7, допускающая голоморфное продолжение в 2?+ или в ©_. Матрица-функция такого типа не всегда допускает 



20 А. Г. Камалянобобщенную факторизацию Винера-Хопфа. Необходимые и достаточные условия существования факторизации хорошо известны (см. [5]). Алгоритм, состоящий из конечного числа шагов, также известен ([5]). Ниже получены формулы в терминах рангов конечного числа блочных ганхелевых матриц. Компоненты этих матриц состоят из конечного числа степенных моментов матрицы-функцииРанее результаты подобного характера получены для полиномиальных матриц [6] и для непрерывных обратимых матриц-функций, допускающих мероморфное продолжение в ([7]). Мы изучаем также задачу обобщенной обратимости произведения двух обобщенно-обратимых операторов. Найдены необходимые и достаточные условия существования и явная формула для вычисления обобщенного обратного упомянутого произведения.
§2 . ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ
2.1. Фредгольмовость и обобщенная обратимость. Пусть X и У - комплексные банаховы пространства. Всюду ниже через £ (X, У) будем обозначать пространство всех ограниченных линейных операторов, действующих из X в У, наделенное обычной операторной нормой. Мы записываем £ (X, X) = £ (X). Тождественный на X оператор обозначается через /х или просто через I.

Будем говорить, что А € £ (X, У) - оператор Фредгольма, если его образ замкнут, а размерности ядра и коядра конечномерны. Индекс 1пс1А оператора Фредгольма есть разность размерностей ядра и коядра. Говорят, что оператор 
А € £(Х,У) имеет обобщенный обратный А<-1\ как только А = АА^^А. Если дополнительно А^՜1^ = А^՜1) АА^-1\ то будем говорить, что А^՜1^ — обобщенный обратный к А в сильном смысле.

Наконец, мы обозначаем через X” (п 6 Л) линейное пространство п- векторов с компонентами из линейного пространства X и через Хпхп - линейное пространство квадратных матриц размерности п с элементами из X.
2.2. Матричное сцепление. Пусть А € £ (Х1, Ух) и В € £ (Х2, У2). Мы говорим, что А и В матрично сцеплены, если существует обратный матричный
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А А12 Хх YiФ = : © -> ф ,42i А22 Х2 Y2обратный к которому имеет видВи Вх2 Yi XjФ: : Ф -> Ф .B2i В Y2 Х2Равенство Ф՜1 = Ф называют соотношением сцепления операторов А и В. Кактолько известны компоненты входящих в соотношение сцепления, то обратный, обобщенный обратный, ядро, образ и тл. оператора А с помощью явных формул могут быть выражены в терминах соответствующих величин оператора В (см. [8]). В частности

Кет А = В12(КетВ). (2.1)Далее, А имеет обобщенный обратный тогда и только тогда, когда В имеет обобщенный обратный. Если В^՜1) - обобщенный обратный к В, тоА*՜1* = Вц ֊ В12В(-1>В21 (2.2)является обобщенным обратным к А. Кроме того, А фредгольмов тогда и только тогда, когда В фредгольмов, и в этом случае
сНтКетА — (ИтКегВ, 1ти1А = 1п<1В. (2.3)2.3. Факторизация. Пусть Т>+ (э 0) - область комплексной плоскости С, полученная из ограниченной односвязной области Ро удалением попарно непересекаг ющихся односвязных областей Ру С Ро 0՜ = 1,...,2\Г) и Р_ =С\Р+. Предполагается, что границы 0 = 0,..., областей Ру являются карлесоновыми кривыми. Мы допускаем, что контур 7 = Оу^о 71 ориентирован в положительном направлении. Тогда сингулярный оператор КоптиЗД(*) = Ду- р. У

7является ограниченным в пространствах Вр = Вр^-у), 1 < р < оо (см. [9]). Рассмотрим проекторы Р± = (/ ± 5)/2 и функциональные классы = Р+Вр, 
Вр = Р-Вр, В՜ = Ьр ф {1}. Проекторы Р± € С{Вр) определим равенствами

Ль [<Р1> • ■ -, ¥>п]Т = [Р±ф1, • • • >Р±^п]Т •



22 А. Г. КамалянПия матрицы—функции V, определенной на оператор умножения f >—> V f 
(f е Ь”) обычно обозначается через VI и пользуются записью VLB = VB. Ясно, что VI е C(Lp) для каждого V G Ц£п- Запись W G GL™n означает, что W*1 G L^n. Обобщенная факторизация Винера-Хопфа (GWH-факторизация) матрицы-функции W G GL™n относительно контура 7 в пространстве есть представление W = W_AW+где факторы удовлетворяют условиям1) w+G(L+)nxn, w;1 g (Д+)ПХЛ, w_e(L7)nxn, wz^^)»*» (g=p/(p-l))>2) A = diag [t®1, • • -,<““], ®i < • • ■ < ®n - целые числа, называемые частными индексами W,з) W-P+wz1/ е £(£?).Число а = ®i 4-------L ®п называтеся суммарным индексом W.2.4. Факторизация и сингулярные операторы. Хорошо известно, что если T(W) = WP+ 4- P_(f (W) = P-f-WI 4- Р_) - фредгольмов оператор в то матрица-функция W G Ц£п допускает факторизацию в Д”(1 < р < 00) (см. [10],[1],[5]). При этих условиях

dimKerTfyV) = dimKerffyV) = - aj։ IndT(W) = IndT(W) = a. (2.4) ®<<oПоложим Wj = t_,W(j G 2Z). Если W допускает GWH-факторизацию, то пространства KerT(Wj) и XerTfWj) совпадают с множеством вектор-функций W^1? — W_Ag и W^g, соответственно, где q = [91, ■ ,9п]Т, а - полином степени не более чем j — а« — 1 и равный нулю при а, > j (см. [12]).Допустим, что частные индексы матрицы՜функции W принимают значения jji < ■ • • < т), и д(^) = ni։ гдеp(j) = card {t| ®i=j, t = l,---,n}, jell.Мы будем пользоваться следующими двумя предложениями, показывающими, что GWH-факторизация W может быть получена только пипп, на основе пространств fly = Р+ {KerT^j)) = KerT(Wj).



Явная обобщенная факторизация ограниченных голоморфных ... 23Предложение 2.1. Пусть матрица-функция W G GL™n допускает GWH- 
факторизацию в L” и т?_, € 7L - произвольные целые числа, удовлетворяющие условиям .• р_ < »71, т)+ > т)„ г)- < т)+. Тогда для частных индексов ®i < • ՛ • S ®п матрицы-функции W имеют место следующие равенства

ае, = Т)- 4- card {j I aj-aj-i<i, j = r?_ 4-1, • • -,»?+} > » = 1,•••»», (2-5)
где aj = dimSlj.Доказательство. Из первого равенства (2.4) следует, что

aj = 52 0՜ - тп)м(тп)> 3 € 2Z.
m<jСледовательно ai+i - aj = 52 3 G (2-6)

m<jПоложим по = 0. Для по + П1 4-------1- nj-i < i < no 4- ni 4- • ■ -гц имеем
card{j I $2д(я»)<1, j=T7-,---,»7+-l} = »ft-»7_ = ae<-77_.

Отсюда, используя (2.6), мы получим (2.5). Предложение 2.1 доказано.Предложение 2.2. Пусть матрица-функция W € L™n допускает GWH- 
факторизацию. Тогда пространства £lj(j £ 22) имеют следующие свойства: 1. П/ = {0}, j<m.2. Оя-i = 4- tiij, j е Z2\ {»?i>•••>»?«}•3. Пространства 4-Ш,^ имеют прямое дополнение Em в пространстве П^+i,
dimEm =nm (т = в).

4. Для произвольного базиса Лт.х, • • •, пространства Ет (т = 1. • ■ •, в) и 
мятр&ц—фу Н К Цй й

= [Лц։ • • • • • ■ >Л»։п։] > Л. = diag [t-1, • • • ,4*"],
W+ = U՜1, W_ = WA՜1представление W = W-A W+ есть GWH-факторизацией матрицы-функции V/.Это утверждение доказано в [11].



24 А. Г. Камалян2.5. Факторизация голоморфной матрицы—функции. Обозначим через "R. линеал рациональных функций с полюсами вне 7, а через — класс функций+Я.Известно (см. теорему 3.15 [5]), что функция УУ € (£+)пхп ((Ь«)пхп) Допускает СУУН-факторизацию в £"(1 < р < оо) тогда и только тогда, когда6 (А4+)"хп ((АА՜ )пхп). При этих условиях суммарный индекс аг матрицы- функции W равен тс1+(1е1№(иге!.-<!&№), где »nd+ctetW(-i^гd_detW) - число нулей (с учетом кратностей) голоморфного продолжения функции detW из контура 7 в 7?+(Р_). Условие (скГМ")-1 е А4+(А4՜) гарантирует конечность шсЦ. с1е£№ (< пй_ .§3 . ОБОБЩЕННЫЙ ОБРАТНЫЙ ПРОИЗВЕДЕНИЯДВУХ ОПЕРАТОРОВ3.1. Матричное соотношение. Пусть Хх,Ха - комплексные банаховы пространства, А1 € £(Х1,У),Аа € £(У,Ха), и пусть = 1,2) - обобщенные обратные к А, в сильном смысле. Мы имеем
Х1 = КегА! ф /тА^-1), Ха = Кета£-1) Ф 1т А2,

У = КегА1-1) ф 1тАг = КегА2 ф
Рассмотрим следующие операторы:

: КегА* КегА, КегА{<713 = [ДО]: ®п֊+ХегЛ, ЬпА[-1)
я-2.» = О ДегА^-1) КегА^

■.КегА^1^ © , о2>< = [ДО]: ®
1тАг 1тА{

ДегА^-1),
где * = 1,2. Легко проверить следующие тождества 0=1,2) :

А1А^ = 1у — 7Г21О21, А[ ^А1 = 1х! - я-ноц,
А2А^ ^=1x3—^22^22, ^2 ^Аг =/у - 1Г12<712, (3.1)

А4Я-Ц = А[-1)7Га1 = ста< А, = ОцА^-1) = 0, СТцТГц = ТкегЛ/. оа»тга< = 1КегА(-1) •(3.2)



Явная обобщенная факторичятщя ограниченных голоморфных ... 25Предложение 3.1. Пусть Ai G £(Xi,Y),A2 е £(У,Хз) и А,- х\» = 1,2) - 
обобщенные обратные к А{ в сильном смысле. Тогда А2А1 € £(Х1,Хг) иОО О—<721*12 KerAi КегА^՜1^ ® -> ф

КетА2 ИегА^-1)
матрично сцеплены соотношением Ф 1 = Ф, где

—7Гц

< А2А1 *22 Аг*21 Xi х2Ф
: КетА(2~1}

ФФ = -<711 0 0 —> КетА±,HerA<-1) Ф\-<712А1 0 -<712*21 Пег Аг
/а^Ч՜1’Ф = 022 Ок с^А*՜1’ О

֊4Ai2\ Х2 ХхФ Фо : Пег Ах -> КетА^ .Ф Ф-<721*12 / КегА2 КетА^Доказательство совершается путем непосредственной проверки (используя формулы (3.1), (3.2)).Ясно, что оператор В имеет обобщенный обратный тогда и только тогда, когда оператор <712*12 : Пег Аг —> КегА^՜1^ имеет обобщенный обратный. Если (<721*12) является обобщенным обратным к <721*12, то /О 0 \ KerAJf1'* КетАхВ(-1) =| ] : ф ֊> ,ф\0 -(<721*12)(-1)/ КегЛ[~1} КетА2является обобщенным обратным к В. В силу теоремы 2.1 гл.4 [1] оператор сгхтгхг нормально разрешим тогда и только тогда, когда линеал Пег Аг + ImAi замкнут в Y. Поскольку Пег Аг 4- ImAi = <721 {Кет Аг) ф ImAi, то подпространства Пег Аг + ImAi и <721 {Кет Аг) одновременно дополняемы, соответственно, в пространствах Y и НегА^-1\ Нормально разрешимый оператор обобщенно обратим тогда и только тогда, когда его ядро и образ дополняемы (см. теорему 5.1 гл.4 [1]). Таким образом, пользуясь (2.2) и (3.2), мы приходим к следующей теореме : Теорема 3.1. Пусть Ai € £(Xi, У),Аг G £(Y, Хг) и А^-1\» = 1,2) является обобщенным обратным к А, в сильном смысле. Тогда А2А1 € £(Х1,Хг) имеет обобщенный обратный тогда и только тогда, когда выполнены следующие условия:
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1) Линеал К er А2 + ImAi замкнут и дополняем в Y.

2) Подпространство Кет Ai П ImAi дополняемо в Кет Ai-

Если эти условия выполнены, то обобщенный обратный (АгАг)^՜1^ может быть вычислен по формуле(A2Ai)(-1) = а£-1)а£-х) - А^֊1)7Г12(а217г12)<_1)п21А^_1).Оператор A2Ai фредгольмов тогда и только тогда, когда выполнены следующие 
условия:

dimKerAi < оо, dimcokerA2 < со,

dim(KerAi Г> ImAi) < оо, dimY/(KerAi 4֊ ImAi) < оо.Если выполнены последние условия, то

dimKer(AiAi) = dimKerAi + dim(KerA2 П JmAi),
dimcoker(AiAi) = dimcokerA2 4- dimY/(KerA2 4- ZmAi).

Заметим, что в специальном случае Х1 = V = Х2 вторая часть теоремы есть простое следствие теоремы 1.12 из [5].3. 2 Пример 1. Допустим, что е (1>+ )пхп допускает 0№Н-факторизацию. Пусть 1П - тождественный оператор в С" и НрН՜1) € £(!&,) - ганкелев оператор : = Р_'\¥-1Р+. Оператор Т^УГ)^՜1^ = Т^՜1) — Я{ИГ՜1)является левым обратным к оператору Т(№) и КегТ(уГ) = {0}. Из равенства 
I — = РИЯ^՜1) следует, что оператор Л*\ГЯ(ЛАГ—1) есть проекторна КегТ(№)<-Ч вдоль 1тТ(Ю) и КетТ^՜1') = 15¥Я^-1)(1£).Пусть 6 КГ) - линейное пространство всех п-вектор-полиномов степени не более чем j — 1:
£j = = S €СП|. Для j G N оператор T(t^In) является правым

I m=0 Jобратным к T(t“^In). Очевидно, что КегТ(^1п) = (1 и КегТ(&1п) == {0)0 6 N).Рассмотрим операторы
*10՜) = KerT(t֊^In) ֊►

KerT(t-iln)

ImTtfln) ’
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KerT(W)^ir2(j) = [{ : KerT(W)^ ֊4 ®

LOJ ' ImT(W)

KerT{t-iIn)*(У) = [ДО]: © -4 JferT(t_JZn),
KerT(W)^aa(j) = (I,0]: _ ® -> KerT(W)^-1\ j e N.

imi (VvjИз определения операторов а20’),-7Г10‘) следует, что произведение агОЭ’гШ) совпадает с оператором
Fi = WH(W-X) |кегТ(4-у/„) : КегТ(Г’1п) ֊> KerT(W)^ , j e N.

В силу предложения 3.1 и T(Wj) = t(T֊r/n)T(W) (j e 2Z) мы имеем следующееутверждение.

/ r(Wi) 
Ф,=

\֊aiO)T(W)

fT(W)^T^In)
*i =

\ <Mln)

Предложение 3.2. Если W € (L+)nXn допускает GWH—факторизацию, то 
операторы T(Wj) и —Fj(j e JNT) матрично сцеплены соотношением Ф; = Ф^՜1, где 

T(t-ilnyK2(f)\ LJ L”I " €В )i-^(j)%2b) / KerTfW)«-1) KerT(t~iln)

L* ’ X»I • ф У ф
-Fi ) KerT(t~’In) KerT(W)^

3.3. Пример 2. Предположим, что матрица-функция ‘ИГ 6 (Д^,)пхп допускает С^УН-факторизацию. Пусть является ганкелевым оператором :Н^՜1) = P+W՜1P_. Оператор = ТСИГ՜1) — НСИГ՜1) есть правый обратный к оператору T(W) и I —T(W)^ ^TfW) = Я(ИГ< ^)W/. Следователь-но КегТфНУ = {0} и оператор Н(у/ является проектором на .КегТСИГ) вдоль . В частности, КетТ(уГ) = Для 1 6 К мы имеем
KerT=£i и КегТ^Г) = {0}.Рассмотрим операторы
*10՜) = : ImHfyV՜1) -> ®

Imf (W՜1) тгаО) = e
Irnt^lS0
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кпИ^՜1)

= м - М֊^1т6^ 
с--։

Р) — ОзОЭ’ПС?) — 5շ(յ') |/тА^-։) : Х) -+ £-յ, ;€֊КГ. (3.3)Следующее предложение является следствием равенств 7Հ№^) = Т(ЮУГ(է յ1ո) (յ € И) и предложения 3.1.Предложение 3.3. Если IV е (Еоо)пх” допускает ОИО-факторизацию, тооператоры и -?յ(յ € -КГ) матрично сцеплены соотношением Ф,- = Ф^ \где
/ г(и^) т(ет)ад 

= \.-^ւ(յ)7(է յ4») ֊?ւ(յ)*շ(յ)и
Հք^1ո)ք^-^ ֊ք^1ո)^(յ) 

ф, = I\ ժյ(յ)ր(^(-ւ) -Ц

Ф -» Фլ_յ /глЯСУИ՜1)

փ ֊» փ , յ е -к.
/тЯ(ТС^) £_,

§4. ФАКТОРИЗАЦИЯ МАТРИЧНЫХ ФУНКЦИЙ ИЗ (Լ+ )пхп4.1. Ядро г анкелева оператора ЯСИ^՜1). Допустим, что матрица-функция е (Д+)пхп допускает GWH֊фaктopизaцию. Пусть е Р+ - нули,соответственно, с кратностями րու, • • •, րոյ, голоморфного продолжения функции de^W из 7 в ©+ и տ = ։nd+detW = րո-լ + ... + րոյ. Определим полиномы △*(я)(А = 0,...,/ — 1) и матрицы шт(тп € 22) следующим образом :
I△о(*) = Ц(* - А1)”4 = я“ + ахя"՜1 + ... 4- ав,

I ',△*= П («-А*),п,> к = 1,...,/-1, <=*+!
wm = ■^- [ W-1(t)t-’n-1dt, т € И. (4.1)

Через фк(я,/, А) обозначим многочлен Тейлора степени к в точке я = А голоморфной в некоторой окрестности я = А вектор (мятриодт)-функтпти /(я).



Явная обобщенная факторизация ограниченных голоморфных ... 29Предложение 4.1. Пусть Ж € (Д+)пхп, АУ՜1 € (Л4+)пхп и ав = хпй+<1е£№. 
Тогда.

1. Матрица-функция АУ՜1 допускает представление вида АУ՜1 = У+ + V-, где / о — \ пХп
У+ € (Д+)пхп, V- € I Ьж 1 и V = ДоУ_ является полиномиальной матрицей 
степени не более чем ае — 1.
2. Имеет место следующее равенство :

ш-.-т + а1Ш_._т+1 + ... + а.и/_т = 0, т € Ы. (4-2)
Доказательство. Ясно, что ЧУо = До АУ՜1 е (Д+)пхп. Для построения У± мы нуждаемся в матриц-функциях АУ* € (П+)пхп (к = !,•••,/), определенных равенствами

Ж_!(я) = + (я - Хк)т','№к(г).

Ясно, что
I 1

W-1 = £ (З^-хСяЛь-х.А*) + ^.
Д*֊1Взяв АУ; = У+, получим наше первое утверждение.Применяя теорему 1.24 из [5], получим

ы-т = ^~ [ У-(*)*"*-1<Й, т е К.
27Г ]

7Сравнивая коэффициенты степенных рядов правой и левой части равенства 
V = ДоУ- в точке г = оо, получим (4.2). Предложение 4.1 доказано.Рассмотрим отображения :СП^ -» € ЖГ), определенные равенством

У-1 
^ЗУ = 12 Ут*”’ 

т=0гдеу = 6СПЛ у< еСп, • = 1,•••,1-1.Предложение 4.2. Пусть IV £ (Д£,)ПХП, АУ՜1 € (Л<+ )”хп и ® = ind+detW.

Тогда П ПегН(АУ՜1) = ^КетК,5, j € К,
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где / ш_1 w-з ... ш_у \ю-у-1Ш-2 Ш-З

\ад_. Ш-«-1 ... ш_,_у+1/Доказательство. Для у(<) € £у П КетН(уЧ х) имеем Р_(У_у) = 0. Разлагая вектор-функцию Р_(У_у) в степенной ряд в бесконечности, получим
и-тпУО + и-т-1У1 + • • • + ™-т^+1У1֊1 =0, т € К, (4.3)

где [уо>--->Уу-1] = У = ^У- Следовательно у 6 КегК.]. С другой стороны, в силу (4.2) у = [1/о> ՛ • ՛ ։ Уу-1] € КегК., удовлетворяет (4.3), т.е. Р_(У_^уу) = 0. Поэтому ^уу е С] П КегН^М՜1). Предложение 4.2 доказано.4.2. Основные теоремы. Следующая теорема является нашим основным результатом относительно частных индексов матрицы-функции W С (£+)пхп.Теорема 4.1. Пусть IV € (£+)пхп, IV՜1 € (А(+)пхп и ® = > 0.
Тогда частные индексы IV равны

г^ = сагй{ у|п + гу_х - гу < »; ; = 1,...,ае}, ։ = 1,...,п, (4.4)
где г0 = 0 и гу = гапкК, для j = Если ж = 0, тож< = ае2 .- = агп = 0.Доказательство. Имеем ау = <НтКегТ(№^ = сНтКегР^ е М) в силу подпункта 2.2 и предложения 3.2. Так как

КегЦ = КегНСК՜1) П (1 - Г^)£у = (1 - Г^КегН^՜1) Л £у), 1 € К,
то из предложения 4.2 имеем

КетР5 = {1֊г-^КегК^ у € К. (4.5)
Следовательно ау = ЛтЯег/Су = пу - гу, j е МГ. (4-6)



Явная обобщенная факторизация ограниченных голоморфных ... 31Поскольку КетТ(№) = {0}, то из (2.4) имеем 0 < «х < ... < жп < ж. Положим 
т)- =0,1]+ = ае. Поскольку «о = 0, то из предложения 2.1 и (4.6) получим (4.4). Теорема доказана.Теперь мы докажем, что факторы УУ € (Ь+)пхп могут быть построены с помощью базисов пространств Л/} = ^КегК^ € К) с конечным числом значении
Теорема 4.2. Пусть УУ € (£+ )йхп, РГ՜1 6 (Л4+ )пхп,Ж = гглЬ^УУ, и пусть 
частные индексы «х < жг < ... < &п матрицы-функции УИ принимают значения г/1 < ... <т),. Тогда пространства€ К) имеют следующие свойства : 1_Л/} = {0} для }<Г)1И Л^+1 = Щ + ДА/} для у е К\ {%.........»/,}•2. Каждое пространство Х1т+М/’։гт_։+1։ т = 1,а имеет прямое дополнение 0т в пространстве Л/^+х размерности м(т/т) = пт. Здесь т]0 = 0 и Л/о = {0}.
3. Для произвольного базиса Хтд ,•••, Хт1Пт пространства 0ГО (пх = 1, ■ • ■, а) и 
мэ. тругц—функций

и=[х11,...,х1пг,х11,...,х^],

К- = [г^х^.... ^х1П1,г^х11,...,гг>-хТ1П,],

Л. = <Иад[^,...,^], '

представление W = W-AW+ есть GWH-фaктopизaция матрицы-функции W.

Доказательство. В силу подпункта 2.2 и предложения 3.2
КетТ 0¥у) = Т СИ9(-1) (КегК,) = •

= (КегК,).+ Р_ (Кег^) - Я (’№՜1) (КетК;), у е К.
Поэтому из предложения 4.2 и равенства (4.5) имеем

П} = Р+ (КетТ (А¥,)) = (КегК,) = УГЩ, ; е М.
Остается применить предложение 2.2. Теорема 4.2 доказана.



32 А. Г. Камалян§5. ФАКТОРИЗАЦИЯ МАТРИЧНЫХ ФУНКЦИЙ ИЗ (Ь՜ )пхп5.1. Некоторые свойства ганкелева оператора Пусть матрица-функция РИ € (Ьте)пхп допускает СРРН-факторизацию (т.е. W՜1 6 (■А4^։)пхп), и пусть точки VI,...,!/[ € V / оо) - нули, соответственно, с кратностями Ш1,..., пи (т< > 0) голоморфного продолжения из контура 7 в 7)_с/е4РИ функции с^РИ. Обозначим через то порядок нуля detW в оо. Ясно, что £ = -т4-<1е1Ж = = то 4- тгц 4- ... 4- ть Матрицы шт(т € Ж) определим равенствами (4.1). Рассмотрим также функции Д(к), Д_(л) :
I

Д- = = г"° + С1Я“0՜1 4-... 4- с.0, Д(к) = я_’ПоД_(я),где £о = £ — то-Предложение 5.1. Пусть Ж 6 (Ь^,)пхп, РИ 6 (Л4^,)пХп и £ = -ind-detW. 
Тогда Л
1) Матрица-функция IV՜1 допускает представление РИ՜1 = У+ + V֊, где У+ е 6 (Ь^)пхп, V- € (Ьто)пхп, и матрица-функция V = Д_У+ является полиномиальной со степенью не выше чем ее.

2) Существуют Ьх, ■. ■, Ь. 6 С такие, что
—^ш+т = Ь1Шт + 6агит+1 +... + Ьшш.+т_1, т € Л. (5.1)

Доказательство. Ясно, что РР0 = я՜“ ДМ՛՜1 € (£^)пхп. Определим матрицы- функции РЙ*, V- € (Ьм)пхп = 1> • • ч О следующими равенствами :РИ*_1(к) = От,,-,. (я, РЙ*_х,1/*) 4- (я ֊ ^)т‘^(л), к = 1, ■ • • ,1, 
^(к) = е.(яЛ։,оо) +я—У_(к).Представляя W՜1 через V-, мы получим доказательство нашего первого утверждения. По теореме 1.24 из [5] к ՛» * — т = 0,1, • ■ • (5.2)

Сравнивая коэффициенты степенных рядов правой и левой частей равенства 
V = Д_И|_ в г = 0, находим

™*-во+т + Схш.-^+т+х 4֊... 4֊ с^в+т = 0, т Е к. (5.3)



Явная обобщенная факторизация ограниченных голоморфных ... 33Если аео > 0 (т.е.1 > 0), то = (—/ 0 и (5.3) влечет (5.1). Если гео = 0, то Шв+т = 0 (т 6 КГ) и (5.1) снова имеет место. Предложение доказано. Пусть (у € —КГ) - линейное пространство вектор-функций /(к) вида
/(г) = 52у*г՜* (УтбСп,тп = 1,...,-у).

*=1Определим отображения :С՜’^ -> £3՛ (у € — КГ), взяв
4>}У = 52 У**՜*.

где у = [ух,...,у-Л €С~п*, утЕСп ,т = 1,.Рассмотрим матрицы
/ W1 W2 w. \

W2 W3 ^•+1
JCj =

• -, :
, i€-N.

\iy_y w-i+1 ... W_y4-a—i /Предложение 5.2. Пусть W € {Loo)nxn, W 1 € (^/too)nxn и æ = — ind_deiW. Тогда1) JmKOV-1) =2) KerHÇW՜1) D £_. = ^-.(-KerK-.),3) æ = dimlmHÇW՜1) = rangK.-a.Доказательство. Пусть f € (Lp)n. Определим /о € (£р)” и /* е (Lp)n (А = 1,..., /) равенствами
/(z) = Q.-i(z, f, оо) + z_e/oW,

/*-i(z) = Qmi։-i (z, fk-i,yk) + (z - n)m- fk(z), к = 1,... ,1.Легко видеть, что /(z) = q(z) + z_"A_(z)/j(z), где q € £_«. Пользуясь предложением 5.1, получим HÇW՜1)/ = H(Y+)q = H(W-1)ç. Утверждение 1) доказано.
æПусть ÿ = [i/i,...,e Cn(fc = 1,...,») и y(t) = y*t՜*. Степенной

______ *=iряд рациональной вектор-функции HW~1y в z = 0 имеет вид
ОО(5(W-1)j/)(z) = ^2 (Wm+iyi + Wm+aJ/2 + ... + Wm+ay.) Zm.

m=0



34 А. Г. КамалянСледовательно, если у 6 КегН^՜1), то у Е КегК.-л. С другой стороны, если 
у € КегК._л, то благодаря (5.1) имеем Я(1¥-1)у = 0, дающее наше второе утверждение. Поскольку оператор Т(ААГ) обратим справа, то из (2.4), подпунктов 2.5 и 3.3 имеем сИтКегТ0¥-1) = ЯиЛ1^՜1) = в = d։mTmЯ(W՜1).Из утверждения 2) следует, что ЛтЯег(Н(Д^-1)|^__) = (ИтКетК-ш. Отсюда d»^n^m(Я(W՜1)|յg_в) = гапдК.-л. Из утверждения 1) мы заключаем, что diтn^m ^Н(1У֊1)|£__) = dtп^/mЯ(W՜1). Предложение доказано.5.2 Формулы для частных индексов. Для доказательства основного результата относительно частных индексов IV 6 (Ь՜ )пхп мы нуждаемся в следующем предложении :Предложение 5.3. Пусть IV € (1^о)пхп, IV՜1 € (^й)"*՞, а = —ind-detW и 
Ё^ (у е -КГ) определена равенством (3.3). Тогда 
1) 1тЁ) = ур֊) (ТтК^ , ) Е -Л, 
2) КегЁ} = Н^^-^КегК,), j Е -КГ,
3) Я, = К<иТ(УЪ) = &КегЁ], j Е -Н.Доказательство. Пусть ) € — М и д Е ТтН^՜1). Из 1) предложения 5.2 мы заключаем, что существует у = [1/х> • - • У«] € С”“ (у1։... уя Е С”) такой, что 
д = Я(1¥-1)^_ву. Из предложения 5.1 следует, что д = Р+У+1р_ку Е 7дпП(Д+)п. Теперь, с помощью (5.2), степенной ряд вектор-функции д(г) в окрестности г = О может быть записан в виде

ОО
д(х) = 520"*+х1/х + ш*+2У2 + • • • + м*+яу.)г*. к=0Положим

-У-1
9&) ~ 52 (™*+1Ух + ш*+2Уз +... + «/*+ву.) <*, (у € -КГ). *=0Вектор-функция /х = ^(д—д^ принадлежит (Ь^,)՞ и Т(4-։7п)/х = Р^Г^Ъ, = д- 

—д), т.е. g—gj Е 1тТ(։~^1п). Следовательно, gj = Fjg (} е —Л) и доказательство 1), 2) завершено.Если д Е КетЁ} (у Е -КГ), то
ОО

9(х) = $2 (^к+хУх + ш*+2у2 + ... + ш*+вув)?+^к=-2



Явная обобщенная факторизация ограниченных голоморфных ... 35в окрестности я = 0 и поэтому ^у(я) € (Ь?)”. В силу предложения 3.3 и формулы (2.1) Л, = Т (КегР^ = Р+^1 (КетР,} = ^КегР,.

Предложение доказано.Теорема 5.1. Пусть 6 (Ь»)пхп, УР՜1 6 (-^4«)ПХП и ж = —{пс1-(1еГ№ > 0. 
Тогда частные индексы жх < ... < &п матрицы-функции равны

Ъ = -х + саг<1{ ;| гу_х֊гу<»; ; =-ж + 1,...,0}, (5.4)
гдет} = тапкК^ 0՜ = -ж,...,-1) иг0 = 0. Если ж = 01тож1 = ®2 = ... = жп = 0.Доказательство. Из 3) прделожения 5.2 и 1) предложения 5.3 следует, что 
(ИтпКе^ = ж - Г] (у € —К). Пользуясь предложением 3.3 и (2.3), получим 
сИтп^ = & — Т}. Вспомним, что ЛтОо = Лт/тН^՜1) = ж — го- Поскольку оператор обратим справа, то из (2.4) имеем -ж < ®1 < ... < ®п < 0. Взяв 
т)_ — —ж, г)+ = 0, с помощью предложения 2.1 получим (5.4). Теорема доказана.5.3 Формулы для факторов. Определим г е £ (С”“) согласно формуле 
ту = [-61 У«, У1 ֊ Ьъув,..., у„-! - Ьаул], где у = [ух,..., у.] (у< € С՞,։ = 1,..., ж). Предложение 5.4. Пусть № 6 (£^,)пхп, € (А4^,)пхп и ж = -։гм/_</е4УИ.Тогда
1) тКетК.] с КетК.,+1, ] = —ж,..., —2,
2) = ^(М^ф-^ту) + К-ху для каждого у е С™,

3) 1Й№-г)ф-а(тКетК^) = Н^1)ф-а(КегК^, j = -ж....... -1.Доказательство. Пусть у = (ух,...,у.] и Л = ту = [Лх,...,?!,] (у,,7ч еСп,։ = = 1,..., ж). Из определения т и (5.1) имеем
+ 1и<+1712 + ... +11)1+*-.!^ = Ш{+хУ1 + г«։+2У2 +... + ю<+ву., I е К. (5.5)

Легко проверить, что утверждение 1) следует из (5.5). Разлагая вектор-функции Н^-1)^_в(у), Н(У7-1)^_в(Л) в степенные ряды вокруг я = 0 и пользуясь (5.5), будем иметь
ОО^^“^^-.(Л) = 4 ^(ю.+хЛх + ш։+2Л2 + ... + ю։+в/1ж)еэ =
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°° _ _= 52(ш,+и/1 + и>г+2У2 + ... + («) - (™1У1 + .. • + ш.у.),

ж=1откуда следуют 2) и 3). Предложение 5.4 доказано.Предложение 5.5.. Пусть (у = —ж,..., —1) - линейные пространства, 
удовлетворяющие условиям

(КетК,] + тКетК.^) Ф 0> = КетК]+1, ) = —ж,..., —2;
(КетК-1 + тКегК,-^ Ф е_х =С“. (5.6)Тогда

Н[уГ^-Л{КегК.5+х) =

= Й(уГ1)ф-Л(Кег^ + тКег^з) ФН( И'“1)^_ш(0у) ; = -ж,..., -1 (5.7)иЛтН(РИ-1)^_.(0>) = йт©,.Доказательство. Пусть / е Й(У7_1)^_ж(Кег£7 + тКегК,^ П Й^՜1)^֊.^) (у =-а,...,—1). Существуют Лх>Л2 € КегЛ^ и у € ©у такие, что
(у - Л1 — тЛ3) = 0. Из второго утверждения предложения 5.2 заключаем, что у — Лх — тЙ2 е КетК^. Отсюда у 6 КетК.) + тКетК.}. Поэтому у = 0 и / = 0. Равенства (5.7) доказаны.Пусть у1,у3 € ©^ и ЙС^¥֊1)^_и(у1 — у2) = 0. Из 2) предложения 5.2 имеемУ1 — Уа € Оу П (КегК^ П тКетК.^.Следовательно, ух = у3. Доказательство завершено.Теорема 5.2. Пусть IV 6 (Т~)пхп, УИ՜1 е (Л4^,)пхя и ж = —4.п<1-<1еЪ'№, и 
пусть частные индексы жх < ... < ж„ матрицы-функции № принимают значения 
г}1 <...< г/, с д(тк) = тц (։ = 1,..., а). Если пространства Qj (у = -ж,..., -1) определены с помощью (5.6) и пространство Оо есть прямое дополнение 1тК.-\ 
в Сп, т.е. 1тК—\ ф ©о = Сп, то = {0} для ։ 0 {»Тх,..•>»?»} и (ИтВ^ = гц (» = 1,...,«).Пусть {утц,1,..., Уъ.гн } (» = 1,..., в) - базис пространства 0Ч<. Если вектор- 
функции (։ = 1,...,з;у = 1,...,тц) и матрицы-функции П, ^+,4,Л* определены следующим образом :

иъо =^+1Н(^)ф֊яут^ при гц<0; ։ = j = l,...,ni,
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uoj = Voj if »7. = 0; y = l,...,n„ и = • • • -<.n,].

W+ = U~X, A = diag\f W_ = W^A՜1,
то представление W = W_AW+ является GWH-факторизацией матрицы- 
фунхциип W.Доказательство. Из 2), 3) предложения 5.3 и 1) предложения 5.4 имеем

Qj = = ^+хН^-х)ф_Л(тКегК,^, j = -a,..., -1.
В силу 1) предложения 5.2

По = = j?(W-1)^_.(Cn<).

Следовательно
П, + tO, = t>+1fl’(W-1)Vi-.(A’erry + тКет^), j = -a,..., -1.

Из предложения 5.5 пространство S,- = tj+1-ff(W_1)^_B(©j) (j = —a,..., —1) является прямым дополнением пространства И,- + Ш,- в П^+х- Более того, dimEj = 
dimQj (j = —а,..., —1).Из подпункта 2.5 и (2.4) следует, что dim Пх' = п + а. Так как Cn С Пх и £По С Пх, то Пх =С" Ф 4П0 =СП Ф tlmHfyV՜1). (5.8)
С другой стороны, из предложения 5.4 следует, что ImH(W~x) + t!mH(W~x) совпадает с пространством вектор-функций вида tB’(W_1)^_B(rj/ + h) + K—iy, где y,h € С”®. Взяв Л = —ту, получим Imfc-i С Следовательно

По + Шо = bntffW՜1) + tlmHfyr1) = ImK-! Ф tfi0.
Сравнивая последнее тождество с (5.8), заключаем, что пространство So = ©о - прямое дополнение По + tn0 в Пх-С помощью предложения 2.2 получим доказательство теоремы.



38 • л А, Г. Камалян•5.4. Замечание. Из определения следует, что для каждой мероморфной матрицы-функции W, удовлетворяющей условию W*1 6 (А4+ )nxn (W±x € (A4^,)nxn), существует скалярная функция f 6 Я, не исчезающая на 7 и удовлетворяющая условию /W € (L+)nx" (fW € (L^)nxn) (см. [5]). Это замечание позволяет редуцировать задачу GWH ֊факторизации мероморфной матрицы- функции W к задаче GWH-факторизации голоморфной матрицы-функции /W.
ABSTRACT. The paper presents some explicit formulas for generalized Wiener—Hopf factorization of hounded holomorphic matrix-functions, relative to a closed contour. Formulas for the partial indices are given.
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