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Изучается проблема существования нетривиальных решений уравне-
ОО

ния С(л) = / К(х — <)У(С(<)) Л относительно С. Предполагается, что 
о

ядро К - четная неотрицательная функция из удовлетворяющая
условию консервативности, а функция У, определенная на = [т, оо), 
имеет вид У (л) = х — ы(л), ш 6 £1(П^т) П С(П1г). Строится однопараме
трическое семейство решений этого уравнения.

ВВЕДЕНИЕ

Рассматривается скалярное нелинейное уравнение

С(л)= К(х-1)У (<?(*)) Л, хеШ.+ ֊[01оо) (1)

относительно искомой функции С, где ядро К - четная функция, удовлетворяю

щая условиям

к>о, кеЬ1(т.), / к(*)л = 1, (2)
— ОО

а функция У, определенная на = [т, оо) при некотором т > 0 имеет вид

У(т) = х — ы(т), ХбЖт. (3)

Предполагаем, что функция ы обладает свойствами

ш > 0, на Шт, ы 6 П (7(111^). (4)

В работе автора [4] было построено семейство решений уравнения (1) - (4), 

зависящее от параметра. В настоящей работе решается аналогичная задача при 

более слабых ограничениях на функцию У.
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§1. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

1°. Наряду с (1) рассмотрим следующее однородное консервативное уравнение 

Винера-Хопфа :
S(x) = [ К(х — dt, х Е Ж+ (5)

Jo
с тем же, что и в (1) ядром К. В работах [1], [2] (см. также [5]) построено по

ложительное, абсолютно непрерывное, монотонно возрастающее неограниченное 

решение уравнения (5), (2). Решение этого уравнения определяется с точностью 

до числового множителя. Из результатов работ [1], [2] следует, что решение S 

уравнения (5), (2), удовлетворяющее условию /7(0) = т> > 0, обладает следую

щими свойствами :

а) то < /7(х) х Е Ш.+;

6) существуют а, Ъ € П<+ такие, что 5(х) < ах + Ь, х Е Ш-+;

с) ^(х) > при х £ ГО.+ , где и2 = / 
Jo

4) 5(х) = т0 (1 + [ Ф(4) аИ), хЕ Ш.+ , (6)

где Ф - решение уравнения

Ф(л) = У(г)+ [ У(х-1)<Ь(1)йЬ, хеШ.4՜, (7)
Jo

причем V определляется из нелинейного уравнения Енгибаряна

У(х) = К(х)+ [ Уф)У(х-Н)й, хеш.՜*՜. (8)
•/о

Согласно результатам работ [1], [2], для функции К, удовлетворяющей условию 

(2), существует решение уравнения (8), причем

0< Уей(П1+), /°°У(*)Л = 1. 
Jo

При этих условиях решение Ф уравнения (8) существует и Ф £1(Л1+).

Выберем параметр то > т так, чтобы

"(Л)) + ֊֊ / * < V' (9)
г0 Jтa *■

Такой выбор возможен ввиду ш Е Ь1(ТК-г) и соотношения ш(то)/то —» 0 при

То —► +оо.
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2°. В работе [3] получено достаточное условие существования положительного 

решения уравнения

В.(х) = А(х)/ К(х-4)В.(*)Й, гб1И.+ (10)
Л

с ядром, удовлетворяющим условиям (2) и 0 < А(х) < 1. Там же доказано, что 

при условии
[ ■ [1 - А(г)]г л < оо (10’)

./о

существует неотрицательное решение уравнения (10), (2), для которого справед

ливо асимптотическое соотношение В,(х) = О(х) при х —» оо.

Пусть 3 - решение уравнения (5) со свойствами а) - <1). Тогда функция 

о>(5(х)) определена на Ш.+ и принадлежит пространству £1(1Л+). Действитель

но, в силу свойства с) и монотонности функции ш, имеем

/•оо гс7 гоо ✓ \

/ ы(5(£)) Л < / ш(5(Х))Л + / (Й < оо, а =
Уо Л Л \у^2/

В равенстве (10) в качестве А выберем функцию

Покажем, что для выбранного А выполняются условия (10*) и 0 < А(х) < 1 при 

х 6 И+ и, следовательно, существует положительное решение В» соответствую

щего уравнения (10). Так как функции ш и 5 неотрицательны, то из (9) следует, 

что для х 6 пг+ 0 < А(х) < 1. Выше было показано, что ш(5(х)) € Д1(П1+). 

Поэтому
/“[1 ֊ А(*)]5(4) <Й < оо, 

Уо

что, в силу с), влечет за собой неравенство (10*). Итак, если А выбрать согласно 

(11), то существует положительное решение В, уравнения (10), (2). Оценим это 

решение. С этой целью представим В, в виде В.(х) = 2В(х) — р(х). Относительно 

функции р получаем равенство

р{х) = 2ш(В(х)) + А(х) / К(х — £)/э(2) А, х 6 ®-+.
Уо
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Для оценки решения В, достаточно оценить функцию р. В силу А < 1, на Ш.+ 

функция р мажорируется п.в. на Ш.+ решением (ВБ) неоднородного консерватив

ного уравнения Винера-Хопфа (см. [2])

/(*) = 2«д(5(х)) + / 
Jo

*)/(*) <н, хеш.+. (12)

Неравенства

25(х) — /(х) < В«(х) < 25(х), п.в. на Ш.+ (13)

следуют из вышеуказанных фактов.

3°. Оценим решение уравнения (12), соответствующее уравнению (10). При этом 

воспользуемся вольтерровской факторизацией инегрального оператора Винера- 

Хопфа (см. [1], [2]). Указанная факторизация сводит решение уравнения (12) к 

последовательному решению следующих двух уравнений типа Вольтерра :

¥»(х) = 2ш(5(х)) + х)у>(<) Й, ։6Ш.+ , (14)

/(х) = <р(х) + Г У(х - *)/(*) Й, х е ГО.+ , 
Jo

(15)

где V - решение уравнения (8). Согласно результатам работ [1], [2], решение 

уравнения (14) можно представить в виде

<р(х) = 2 у(5(х)) + Ф(*)ы(5(4 + х)) п.в. на П1+, (16)Й ,

где Ф - решение уравнения (7). Учитывая монотонность функций ш, В и соотно

шения (6), (7), из (16) мы получаем следующую цепочку неравенств :

ы(5(х)) + / Ф(<)ш(5(4)) Й<р(х) < 2

ы(1) <Н < то, п.в.ваШ.+ .

Поэтому для решения / уравнения (15) (которое является также решением 

уравнения (12), см. [1], [2]) справедлива оценка

гХ / уХ X

/(х) = р(х) + / Ф(х — *)у>(Л) Й < То (1 + / Ф(4) Й ) = 5(х), 
Л \ Л /

п.в. на ИГ*՜.

(17)
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Из оценок (13) и (17) получаем

5(г) < В.(х) < 25(х), п.в. на Ш.+ . (18)

4е. Наряду с уравнениями (5) и (10) рассмотрим урвнение

В(®)= [ А(*)К(х-*)В(*)Л, теШ.+ , (19)
•1о

где ядро К совпадает с ядрами уравнений (5), (10) или (1) и удовлетворяет усло

вию (2), а А определена согласно՜(11). Пусть В, - вышеуказанное решение урав

нения (10). Тогда функция В — В(х) = будет удовлетворять уравнению А(х)
(19). Для В имеем оценки (см. также (18))

то < 5(х) < В(х) < 25(х), п.в. на Ш.+ . (20)

Действительно, так как А < 1, то очевидно, что В(х) > В,(х) на Ш.+ . С другой 

стороны, согласно результатам работ [2], [3] итерации

в?+1\х) = А(х) £ К{х - 1)в^\г) л, (2

В?\х) = 25(х), х£1В.+, п = 0,1,...

монотонно убывают по п на П1+ и В»п^ —» В* п.в. на Ш,+ . Поэтому для п = 1 

п.в. на Ж.+ имеем

В.(х) < В^Хх) = А(х) • 25(х),

что влечет за собой неравенство В(х) < 25’(х), т.е. (20).

§2. ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА

Теперь мы можем сформулировать основной результат настоящей работы.

ОО

Теорема. Пусть существует интеграл и2 = / 42К(4) Л. Тогда уравнение (1) - 
о

(4) обладает однопараметрическим семейством положительных решений, причем 

для любой функции С из этого семейства справедливо

С(х) = О(х) при х —» +оо. (22)

Доказательство. Рассмотрим итерации

<*п+1)(») = Г К(х ֊ *)¥((?<»)(*)) Л,
•/0

С<°>(х) = 25(х), хеШ.+ , п = 0,1,...
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Здесь S - решение соответствующего уравнения (5) с 5(0) = то. Методом 

индукции покажем, что для любого п = 0,1, ...

G^n\x) > В(х) > то п.в. на IR+. (24)

Для п = 0 имеем, по определению, G(°\®) = 2S(x). В этом случае неравенство 

(24) очевидно. Если (24) выполняется для некоторого п > 1, то из (23) получаем 
/■ОО Г ОО

G^+1\x)> K(x-t)B(t) dt- K{x-t)U(G^n\t))dt. (25) 
Jo Jo

С учетом легко проверяемых оценок

< «И«» < (! ֊ п-в- на ЮЛ, 
В(г) ö(x)

из (25) получаем G<n+1\z) > B(z). Так как функция Y монотонно возрастает 

на iRro, то итерации (23) монотонно убывают по п на JR.+ . Действительно, для 

п = 1 имеем
/■ОО гоо

G^(x) = К(х — 4)У (25(t)) di = 25(z) - K(x- t)w(25(t)) dt < 2S(x),
Jo Jo

т.е. GVJ(x) — G^°\i) < 0 п.в. на IR+.

Пусть теперь n > 1. Тогда из (23), в силу монотонности функции У на IRt0, 

получем

G(n+1\x) - G^\x) =

К(х -1) [y(G<n\t)) - y(G<n-1>(t))] dt < 0, п.в. на IR+,

если только G^n\x) — G(n-1\z) < 0. Таким образом, п.в. на IR+ имеем G^ | по 

п и G^n\x) > В(х}. Итак, п.в. на IR+ существует предел G(x) = lim G^”\®). п—*оо
Покажем, что предельная функция G удовлетворяет уравнениям (1) - (4). Ввиду 

монотонности и непрерывности функции У получаем, что для любого фиксиро

ванного значения х из Ш,+

К(х — t)Y ^G^n\i)j dt > 0, п.в. на IR+,

а последовательность K(x—t)Y {G^n\t)), монотонно убывая, сходится к функции 

К(х — t)Y(G(t)) при п —+ оо. В силу теоремы Леви (см. [5])

К(х - t)Y (G^ft)^ dt - 2°° К(х - t)Y(G(t) dt, пл. на IR.+.
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Совершая в (23) предельный переход, получаем (1) относительно предельной 

функции 6.

Теперь покажем, что различным значениям параметра то соответствуют 

различные решения уравнения (1) - (4). Пусть т0 < и < г2- Обозначим через 

51 и 5г решения уравнения (5), соответствующие параметрам т$, »=1,2, т.е. 

5,(0) = г,- и рассмотрим разность 5о(х) = 5з(х) — 51(х), х 6 Ш.+ . Согласно 

соотношению (6) 5о > 0 на Ш.+ и 5о(0) = п — п. Построим итерации (23), 

где в качестве выбрана функция 251 или 25а. Итерации (23) я предел, 

соответствующий функции = 25,-, соответственно обозначим через б^ и 

б,-, ։ = 1,2. Докажем по индукции, что для любого п = 0,1, ...

б^х) - б(1п)(х) > 250(х) > 0 п.в. на Ш.+ . (26)

Для п = 0 это очевидно. Пусть неравенство (26) выполняется для некоторого 

п > 1. Тогда из (23) получаем

6(2п+1)(х) - б(1п+1)(х) = £ К(х - [б^О) - б?^)] Й+ 

+ 2“ К(х - <) [ы(б£п)(0) - ы(б<п)(«))] Л.

Учитывая монотонность функции у, оценки (26) и тот факт, что 5о - решение 

уравнения (5), получаем б2П+1\х)—б1"+1\х) > 25о(х) > 0 п.в. наШ.+ . В пределе 

при п —♦ оо имеем

ба(х) — 61 (х) > 25о(х) > 0 п.в. на Ш.+ ,

что означает 61 / 6з на Ш.+ при Т] / тг. Асимтотическое соотношение (22) 

следует из оценок

5(х) < б(")(х) < 25(х), п.в. на Ю.+ ,

которые слеуют из (20), (23), (24) и свойства Ь) функции 5. Теорема доказана.

Замечание. Записав соотношения (23) в виде

б<п+1)(х)= Г ади(6<п)(х - *)) А,
7—оо

6<0>(х) = 25(х), х е Ж.+, п = 0,1,..., 
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методом индукции можно доказать, что функции G<֊n\ п = 0,1,... монотонно 

возрастают по х на IR+ (так как G(0^(x) = 2S(z) 1 на IR+). Поэтому предельная

функция G также монотонно возрастает по х.

Отмемтим, что на основе результатов работы [3] можно доказать нетриви

альную разрешимость уравнения

G(z) = Ai(x) j" X2(t}K(x - t)Y (ёщ) dt, хЕ Ш.+,

где функции К и У удовлетворяют условиям (2) - (4), а функции А,- - условиям

г°°0<Aj(x)<1, ®GlR+, Ay/0, / i[l ֊ Ay(t)] dt < oo, j = l,2.
Jo

В заключение автор выражает глубокую благодарность проф. П. Б. Енгибаряну 

за ценные обсуждения.

ABSTRACT. The problem of existence of nontrivial solutions of the OO
equation G(z) = f K(x — t)Y(G(t)) dt with respect to G is studied. The 

о
main assumption is that the kernel К is an even nonnegative function 
from Li(IR), satisfying the conservativity condition and the function У 
defined on IRr = [r, oo) has the form У(х) = x — w(x), ш G Li(IRT)nC(IRT). A 
one-parameter family of positive solutions of this equation is constructed.
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