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Изучается уравнение /(л, у) = д(х, у) + / К(х - а/, у - у/)/(х', у1) <1х' йу*, где 
с

С — неограниченная область в Ш.2, ядро К — неотрицательная функ­
ция, удовлетворяющая условию консервативности. Используя факто­
ризацию Вольтерра, мы доказываем существование положительного 
решения однородного уравнения (у = 0) при некоторых дополнитель­
ных условиях на би К.

ВВЕДЕНИЕ

Настоящая работа посвящена изучению интегрального уравнения

у) = я{х, у) + Ц к(х - х', у - ։/)/«։/) dx' <1^, (1)

в

где область С С Ш2 удовлетворяет условию П,։ С б С Пг, г < п, а Пг - 

полуплоскость (г, оо) х (-оо, оо). Для простоты будем считать, что граница дС 

области б является кусочно-гладкой. Предполагается также, что ядро К(х,у) 

удовлетворяет условиям

уоо »00
/ / К(х,у) dx dy = р<1, К(х,у)>0. (2)

7—оо 7—оо

Случай д = 1 назовем консервативным случаем, а случай ц < 1 - диссипа­

тивным. Основное внимание будет уделено изучению однородного уравнения (1) 

при у = 0 в консервативном случае. Как будет показано, консервативный случай 

относится к особым случаям уравнения (1). Применяемый подход опирается на 

построение вольтерровской факторизации уравнения (1).
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§1. ЗАДАЧА ФАКТОРИЗАЦИИ

Обозначим через А(х, у) характеристическую функцию области б :

ч _ / 1 при е С>
Х’у 1 0 при (х, у) $ О.

Наряду с (1) - (2) рассмотрим следующее уравнение :

fi(x,y)=gi(z,y)+ [ f A(x',j/)K(x — x',у— ]/)fi(x',j/) dx'd^/, (3)
Jr J —oo

где
_ f 0 при (x, y) G Hr \ G, 

91{X՝V)~\g{z,y) при(х,у)бС.

Легко проверить, что если /i удовлетворяет уравнению (3), то сужение / = /i|g 

функции /i в G удовлетворяет условиям (1) - (2). Отметим, что некоторые 

уравнения вида (3) изучны в [1].

Пусть ТГ - следующий интегральный оператор :

(ТГ/)(х, у)= [ f Т(х, х', у, j/ )/(xz, j/) dx' di/, 
Jr j-oo

где T(x, x',y,f/) = A(x',j/)K(x - x',y - у7). Оператор ТГ действует в целом 

семействе пространств измеримых на Пг функций, в том числе в пространствах 

Ьр(Пг), р > 1, Loo(nr) = Л/(ПГ), Loo,i(Hr). В последнем пространстве норма 

определена следующим образом :

г°°11/11 = sup ess / |/(x,y)|dy.
х J—oo

Обозначим через Ег одно из указанных выше пространств. Обозначив через 

||ТГ||вг норму ТГ в Ег, имеем оценку ||ЧГ||,е, < д(< 1). Это следует из хорошо 

известных свойств интегрального оператора Винера-Хопфа ([2]). Все простран­

ства Ег идеальны (см. [3]) : то есть если 0 < /i(x, у) G Ег и У1(х, у) - измеримая 

функция на Пг такая, что |yi(x, у)| < /i(x,y), то yi G Ет.

Рассмотрим факторизацию

/—ТГ = (I —Ф_)(/— Ф+), (4)
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где / - единичный оператор, Ф_, Ф+ - формально вольтерровые по х операторы 

вида
ф+(х, х', у,М(х', ах'

(ф_/)(։,р)= [ I Ф-(х՛,х,у,^)/{х'Л) ах' а^. 
Ух У — оо

(5)

Будем предполагать, что равенства (5) порождают операторы, действующие в 

пространствах Ег. Необходимые свойства функций мы рассмотрим позже.

Факторизация (4) понимается как равенство операторов, действующих в 

Ег. Она эквивалентна следующим двум нелинейным уравнениям относительно 

(^+>1М (см. [4], [5]) :

/
ОО л ОО

/ X, г, у)ф±(*, х', я, ։/) Л аг, (6) 
У—оо

где

Т+(х,х',у,у/) = Т(х,а:',у,1/), х > х', Т^х.х'.у,^) = Т(х',х,у',у), х<х'.

Займемся вопросом построения решения нелинейных уравнений фактризации (6) 

в подходящем пространстве. Наряду с (6) рассмтрим следующую нелинейную 

систему дифференциальных уравнений :

л ОО лОО
У±(х,у) = к±(х,у)+ / у^(։,г)У±(г + х,у-х) агая. (7)

70 —оо

Решения У±(л,у) будем искать в пространстве х Ж). Эти уравнения 

являются аналогами нелинейных уравнений факторизации оператора Винера- 

Хопфа (см. [6], [7]). Они впервые изучены в [8]. Система (7) эквивалентна 

факторизации

7֊Г = (7-У_)(7-У+)։ (8)

где операторы У± определены равенствами

(у±/)(։>у)= [ [ У±[±(®-*), у-*]/(*,*) пая. (9) 
УО У —оо

Прежде чем выяснить роль уравнений (7) в вопросе решения системы (6), мы 

остановимся на вопросах разрешимости и свойствах решения самой системы 
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(7). В работе [8] показано, что (7) имеет решение, которое является пределом 

итераций

К.+։(®.у) = к±(х.у)+

+ [ [ Уп(Ь*)Уп(1 + х,у-я) п = 0,1,..., ^(х.у) = 0. (Ю)
-/о У-оо

Это решение назовем каноническим решением. Функции У±(г,у) удовлетворяют 

условиям

а) У±(*,у) > 0, (11)
<0 \\У±\\в= [ [ У±(г>у) <*У = 7± < р(< 1), (12)

«/О У —оо

в) (1-7-)(1-7+) = 1-Д. (13)

Если К(+х,у) = К(—х,у) и У±(г,у) = У(х,у), то

7± = 1 - х/1-д. (14)

Интегрируя уравнения (7) по у от —оо до +оо, получаем (см. [8])

и±(х) = лг(±х) + Г° + х) Л, (15)

где
и±(х)= ( У±(х,у)<1у, ЛГ(±х) = / К(±х,у) <1у. (16)

V—оо */— оо

(15) представляет собой нелинейное уравнение факторизации для скалярных опе­

раторов типа Винера-Хопфа (см. [6], [7]). Из (13) следует, что в консервативном 

случае (1 — 7-)(1 — 7+) = 0. С помощью дополнительных свойств функции 1^(х) 

можем определить какое из чисел 7+, 7_ равно 1. Если .У(-|-х) = Щ—х), то 

7+ = 7֊ = 1. Пусть абсолютно сходится интеграл

/оо
хЛГ(а:) с1х (17)

■ОО

(«Л - первый момент функции Лг(х) на Ш.). Тогда (см. [6])

а) > 0 <=> 7+ = 1, 7- < 1»

б) Ц < 0 <=> 7- =1, 7+ < 1,

в) V! = 0 <=> 7_ = 7+ = 1.
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Рассмотрим теперь итерации для уравнения (6)

®'> У> V1) = Г±(х, ։'> У, ։/)+

/ОО гОО
/ п = 0,1,...,

У —ОО

»>։/) = 0- (18)

Можно показать индукцией по п, что

“) (»»»'■ У> У1՝) > 0, Т прип-»оо, (19)

б) < ^(«-«'.у-у՜). (20)

«) (21)

Свойства а) и б) легко проверяются. Докажем утверждение в). Обозначим

^+1(։ ~ «'» У “ У՜) = К.+1 (® “ х'> У - У1) ~ Уп(х ~Х',У- А
(22) 

5п+1(®>®'-У>У/) = ^+1(®>®/>У|У')-^п(®>®'>У>У/)-

Для п = 0 оценка (21) следует из (20). Имеем

^+1-^=1 [ [Ц։±(х + <,у-г)а?(*,г) +К?_1(«,г)^(® + <,у-я)] <Й^2, 
•/О -1 -оо

С1-^ =

= [ [ [^(*,<г>У,)^(^։։>г,у) + ^-1(*,։.г>г/)^(*,х'1г>у/)]Лйх. (23)
•/х У—оо

Пусть (21) выполняется для некоторого п > 1. Из (20), (22) и (23), а также 

ввиду того, чтоТ < К, получаем 6^+1(х, х',у, у1՝) < (г±+1(х — х' ,у — у1). Итак (21) 

доказана.

Последовательности ,^п монотонно возрастают и согласно (20) ограни­

чены сверху (20). Поэтому существует

Пт ^(х,х',у,у') = ^±(х,х/1у>у/).

Из (21) следует, что итерации (18) сходятся не медленнее чем У±. Если (х, у) 

фиксированы, то и V- принадлежат как функции от (х',։/). Из (18) с 

учетом (19) получаем

1>п (։,։'. У, У1՝) < Т(х, х', у, у1՝) +
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Так как неравенство верно для любого п, то

(х, X՛, у, ։', «,։/)+ [ [ ^(1,х,г,у)^(1,х',1/,г) А <й. (24)
^х J-oo

С другой стороны

^(х.х'.у,։/) >т{х,х',у,1/) + У ^(<>х,я,у)^(*,х',у'|к) Лйя. (25)

Из теоремы Леви следует законность предельного перехода в (25) при п —♦ оо, 

откуда получаем

<1>±(х,х,,у,у,)>Т(х,х,,у,у') + У У ։',։/,«) <11 Ля. (26)

Поэтому неравенства (24) и (26) обращаются в равенство (6). Из (20) следует

^(х.х'.у,։/) < У±(х-х',у- у1). (27)

Из вольтерровской структуры уравнения (6) в области ПГ1 следует, что

՝1>±(х,х',у,у'՝) = У±(х-х',у-^) прих,х'>Г1. (28)

Рассмотрим теперь последовательность операторов Ф„, порожденных ядрами 

^+(х, х', у, у1՝) и ф-(х', х, у, у՛). Покажем, что последовательности Ф± равномерно 

сходятся к Ф± в пространстве Ег. Рассмотрим операторные ряды

^ = Е(ф?+1֊ф?)- (29)
4=0

Так как 0 < 6± < , то используя (21), будем иметь

1|Фк+1-Ф±11<7*+1-7*.

Таким образом, ряды (29) мажорируются по норме в ЕГ сходящимися рядами 
п—1 , ,
52 (?*+1 ~7* )• Отсюда следует равномерная сходимость операторных рядов (29), 
ь=о
стало быть, и последовательностей (х, х', у, у՛), -ф~(х՜, х, у, у1՝) в пространстве 

Ет. Нами доказана следующая
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Теорема 1. Оператор I — ТГ допускает факторизацию (4), где Ф+,Ф_ - суть 

операторы вида (5). Функции ф±(х, х', у, у1) являются основным решением нели­

нейных уравнений факторизации (6) и обладают свойствами (19) - (21). После­

довательности операторов Ф± сходятся к Ф± равномерно в Ег.

§2. ОДНОРОДНОЕ УРАВНЕНИЕ

Факторизация (4) сводит однородное уравнение

5(г, у) = [°° Г Т(х, х1, у, у')5(х', V) <1х' (30)
Уг — оо

к двум уравнениям

Г(г,у)=/ [ ф_(х,х',у,1/)Р(х',1/) <1х'<М, (31)
Ух У—оо

3(х,у) = Р(х,у) + I ф+(х,х',у,1/)3(х1,у>) <1х' 4^. (32)

Рассмотрим уравнение (31) в области ПГ1 (г < п). Тогда равенства (28) 

выполняются и мы можем записать (31) в виде

Р(х, у) = [ [ У_(х' — х, у- у’)Р(х',у՜) 4х' <11/. (33)
Ух У—ОО

В случае у- = 1 уравнение (33) имеет нетривиальное решение Р(х,у) = 1. 

Продолжим это решение в область Пг (г < п). При г < х < гх уравнение (31) 

будет иметь вид

Р(х,у) = Р°(х,у) + I [ 1р_(х\х,1/,у)Р(х',1/) <1х' <1т/, (34)
Ух У—ОО

где
-Р°(։>У)= / [ </>_(х',х,1/,у) 4х'4^. (35)

Уг1 У—ОО

(34) представляет собой уравнение типа Вольтерра по первому аргументу. По­

кажем, что его решение удовлетворяет неравенству 0 < Р(х, у) < 1. В силу (27) 

и 7- = 1 из (35) имеем Р°(х, у) < 7-. Рассмотрим итерации

Рп+1(х,у) = Р°(х,у)+

х',х,1/,у)Рп(х',1/)Лх' 41/, п = 0,1,..., Го = О. (36) 
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Покажем индукцией по п, что Рп(х,у) < 1- Для п = 0 это неравенство очевидно 

выполняется. Пусть оно выполняется для некоторого п > 0. Из (36), с учетом 

(20), имеем

Рп+1(х,У)<Р°(х,у) +1 У ф_(х',х,у',у') Лх'Зу1 < 

/•ОО />оо
< / / У֊(х'— х,у — ]/) <1х'(1^ = 1. (37)

Jт 7—оо
Из неравенства 7гп(х, у) < 1 и монотонности последовательности Рп(х, у) следует 

сходимость Рп(х,у) к функции Р(х,у) е М по топологии Йо։:(Пг). Поэтому 

уравнение (34) имеет нетривиальное решение Р(х, у) и 0 < ^(х, у) < 1.

Теперь рассмотрим уравнение (32). Вспомогательное уравнение

5*(х,у) = 1+/ / У+(х - х', у-г/)5* (։',։/) <1х‘ Лу1 (38)
7г 7 — 00

имеет локально-интегрируемое решение 5‘(х,у) = <р(х), зависящее только от х 

и удовлетворяющее уравнению восстановления

<р(х) = 1 + я'М®') ах', (39)

где £/+(«) определяется из (16). Функция ^(х) обладает следующими свойствами 

(см. [6]) :

а) <р(х) абсолютно непрерывна, монотонно возрастает на [г, оо) и <^(г) = 1;

б) если 7+ < 1, то <р(х) ограничена и ^(+оо) = 

в) если 7+ = 1, то <р(х) = О(х) при х —» оо.

1
1-7+ ’

Сопоставление простых итераций для (32) и (38) показывает, что уравнение (32) 

имеет решение

О < 5(х,у) < <р(х). (40)

Нами доказана

Теорема 2. . Если в факторизации (4) ||ТГ|| < 1, то однородное уравнение (30) 

имеет положительное решение 3(х,у), удовлетворяющее неравенству (40), где 

<р(х) обладает перечисленными выше свойствами а) - в).

Факторизация (4) может быть также применена для изучения неоднородного 

консервативного уравнения.
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полезные обсуждения и ценные советы.

ABSTRACT. The paper studies the integral equation f(x, y) = g(x, y) + 
K(x — x1, у — dx1 dj/, where G is an unbounded domain in

a
]R2, the kernel К is nonnegative function satisfying the conservativity 
condition. Using Volterra factorization, the existence of positive solution of 
homogeneous equation (g = 0) is proved under some additional conditions 
on G and K.
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