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Известно, что для линейного гармонического осциллятора отношение 
энергии к частоте есть адиабатический инвариант. В данной работе 
найдены новые адиабатические инварианты для обыкновенного линей­
ного дифференцального уравнения порядка 2п (п-связанные осцилля­
торы). Знаменатели этих инвариантов стремятся к нулю, если какая- 
нибудь разность частот стремится к нулю (резонанс). Установлены 
оценки изменений рассмотренных инвариантов.

§1. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Пусть х(4,е) - решение уравнения линейного гармонического осциллятора 

Б2х + ы2(е€}х = 0, 4 € Ш-,

где £>( =<//Аие> 0 - произвольный малый параметр. Отношение энергии к 

частоте
/(։>е)=йц±^=£ (10)

называется адиабатическим инвариантом, а полное изменение 7(4, е) опреде­

ляется как Це) = 7(оо,е) — 7(-оо,е). В работах [1], [3], [4] показано, что 

7(е) = О(ео°) при е —»■ 0, если ш и х удовлетворяют некоторым условиям.

Рассмотрим обыкновенное линейное дифференциальное уравнение

12 ^։-^Р?(п"‘)® = 0, (1.1)
к=11 <4։ <•••<»* <п

где шт = шт(е4), т = 1,...,п„ а е > 0 - произвольный малый

параметр. Всюду ниже будем предполагать, что частоты {шт(т)}^=1, где т = е4,

удовлетворяют следующим условиям :
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(։) шт(т) е С2пЦ1), функции ига(т) - положительны и ыт / шк, если т / к;

(и) функции мт(т) имеют конечные, положительные пределы о»т(±оо) = 

= и / ш±, если т / к;

(ш) / |о4п:)(т)| бт < оо, к=1,...,2п.
—ОО

Пусть щ(1,е) - некоторые функции, линейно независимые, 2п раз непрерывно 

дифференцируемые по 4 Е R, которые являются двойными асимптотическими 

решениями уравнения (1.1) вблизи бесконечности, т.е.

D*-1^ = [1 + e<5y*(i>€)]^t j,k = l,...,2п,

где {^j(t,e)}in - фундаментальная система решений (1.1), lira <57*(4։£՜) = 0 и 
. । t—>00

|<5jfc(t,е)| < с для любых t 6 IR, е > 0. Пусть W(tp1։... ,<ргп) = НеЬ(Р*_1^-)^”.=1

- вронскиан и т(4,е) -точное решение уравнения (1.1). Назовем величины 

Д(е,ш,е) = W(yi,...,y*-i,g,y*+i, ><Р2п) 3
+ efk(t,x,e)

адиабатическими инвариантами уравнения (1.1). Здесь мы предполагаем, что 

функции Д(4,х,е) для решений х, ограниченных со своими производными О*х 

к = 0,..., 2п - 1 в R х (0, £о), удовлетворяют следующим условиям : 1пп Д = О, 1-¥ ОО
| Д |< с, где с -абсолютная константа. Взяв

у>12 = ш х/2 ехр
/■t

±* / w(es) ds 
Jo

можно получить классическую формулу (1.0) для уравнения осциллятора. Обо­

значим

р„ = о?"֊։ + £ £ -о.?
*=1 ։<<! <■•■«*<»

2Гт։(т)=^(т)֊^(т); К= [J Knu, Em = (Pm(Dtx))2+^Pmx)2. 
l<m«<n

Можно заметить, что величины Ет - первые интегралы (1.1), т.е. DtEm = 0 для

шт = const. Подставляя в Рт т — Et, получим оператор

Lm =E2n~2D2n-2 + £ 52 w? ...ш2
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В этой статье на показываем (§3, Теорема 2), что если условия (1) - (ш) 

выполнены։ то величины

Зт(1,х,е) = — ехр тп = 1, ...,п (1.2)

-адиабатические инварианты (1.1). Также мы показываем, что для решений 

х = т(4,е) уравнения (1.1), ограниченных со своими производными О*х, к = 

= 1,...,2п —1 при I € (-оо,оо) и е > 0, инварианты Лп(4,х,е), т = 1,...,п и

70(4,1,е) = Л --Л
*(0)2

Ег---Еп 
о>1 • • ■ шпК2

удовлетворяют следующим условиям :

1° существуют некоторые константы С > 0 и е' > 0 такие, что

I - Л(*2,х,е) |< Се (1-3)

для любых 41, <2 6 (—оо, оо) И 0 < Е < Е՛ ;

2° Л(£) = Л(оо,х,е) - Л(-оо,т,е) = 0(е) при е -> 0, к = 0, ■ ,п. (1.4)

Пример. Для уравнения четвертого порядка

О*х + [ш2(е4) 4֊ (е4)]£>2х + ш2(е4)<д|(е4)х = 0 (1.5)

имеем

Л(,,1,е) = ^ехр(2/‘Ду1а)
\ УО К )

}г{1,х,Е) = — ехр 
й>2

адм
К

где

70(4,х,е) =
^^,х,е)}2(1;,х,е) Е1Е2

К2(0) “ 1Лш2К2 ’

(1.6)

(1-7)

(1.8)

Ек = (£)2 х + и>з_кО1х)2 + шк(О2х + Шз-^х)2, К = о»2 —
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§2. АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ (1.1)

Перепишем уравнение (1.1) в виде

£и = £>?”« +52 52 ш1---ш^е-2кБ^п-^и = 0, (2.1)
*=11<»։<-<։*<п

где т = е1 и н(т,е) = т(4,е). Решения этого уравнения выражаются через корни 

±(։шт)/Е соответствующего характеристического уравнения

А2п + 52 52 Ы<1 ’ • • £_2кА2(п-А։) = 0.
*=11<։։<...«*<п

В силу обобщения асимптотической теоремы Левинсона ([7], Теорема 2) из 

(1) - (ш) следует, что для т 6 [Т+,оо) существуют решения {и^(т,е)}^1 е 

€ <72п([Т+,оо)) уравнения (2.1), представимые в виде

Р*-1и+ = Р*-1й,[1 + Л^(т,£)], 1 < у, А: < 2п,

где при тп = 1,..., п

-, ,֊^ ж Г (_ V А ~ _ =■
Н2т—1 —ехР / I _ / < V I ^2п» —^2171—1-

л \ 6 1=7^т )

Функции Л^(т,е) для некоторого с > 0 удовлетворяют оценке

( Г°° 1
с|Л^(т,е)| < |ехр J |Ф2пДй9(*)РУ՜1 (4,иг,... ,й2п)| Л| - 1.

Здесь ТУ(т,й։,...,й2п) = <1е1Ф

(
21 • • • «2п \

П?”՜1«! ... Р2՞-1«^/

и Ф2п ֊ миноры матрицы Ф, полученные вычеркиванием его 2п-ой строки и з-го 

столбца. Проверим, что из (1) - (ш) следует, что

Ит Р*шт(т) = 0, к = 1,...,2п — 1. 
т—>±оо (2.2)

Действительно, так как

БТШ1 = / Р^Ш1(з)йз + РтШ1(а),
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ОО 

то пределы Дг։дх(±оо) конечны. С другой стороны, существует / с!з. 
—ОО

Следовательно, Дто>1(±оо) = 0 (см. [8]). Теми же рассуждениями завершим 

доказательство (2.2).

Используя (4.2), прямыми вычислениями получим

К(0)-2£(2п-1’пТУ(г,й1,...,й2п) = (-2<)п + £р(т,е),

I I- £2п-2 ’ 1$« I- е(п- 1)(2п-1) >

где Пт р(т,е) = 0 и | р(т,а) |< С. Следовательно решения {и/примут вид 
т-+±оо ■' 3

=О^-1йу[1+Ер+(т,£)\, 1<1,к<2п, (2.3)

где Пт р+к(т,Е) = 0 и | Р?к(т,е) |< С для любых е > 0 и т е р’+.оо). 
т—>4-оо ■' э
Также существуют решения {и^՜}^ £ С2п((—оо,Т՜]) уравнения (2.1), 

которые при т € (-оо, Т՜] могут быть представлены в виде

£)* \ = Р* ^[Ц-е^Дт.е)], 1 < Л к < 2п, (2-3’)

где

1™ = °’ \рцА'г’£)\^с('г')

для любых е > 0 и т € (—00, Т]. Предполагая и решением уравнения (2.1) при 

[Г՜,Т+] определим функции ст,- формулами

2п
Д*“1и = к = 1,...,2п.

7=1

Отсюда получим следующую систему :

2п 
= 0, тп = 1,...,2п — 1, 

7=1 
2п 2п
У2 Рга,Р2п-1йу = - У2
3=1 7=1

решениями которой являются

2п
ДтСТк = ^2В3^3>

7=1
= -ТУ՜1^!, • • • ,й2п)Ьй^п.
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Интегрируя Отсгк, получим

-т 2п
О’* — Ск + / У2 ВукО']^3!

1=1
к = 1,..., 2п.

Используя очевидную оценку

2п 2п гт 2п
£|^1<Е1^1+2«/ 1а,|<Ь,
^=1 1=1 >/0 1=1 

I

где В(з) = шах<7- | Вц(а) |< Се, и хорошо известную лемму Гронуолла, получаем

2п 2п ( Сг ՝
У2 I 1^ 12 I |е*р(2п/ в&> 
1=1 1=1 4 ''о

Следовательно

1 2п / /
I <5* 1< 52 I <<? I (ехр(2п 

гп 3=1 4 4

где <тк = С к + ебк- Из условий

1>*-1и(Т+,е)=^-1и^(Т+,е), к = 1,...,2п

следует, что
I

Ск +е6к(Т+,е} =
1 + еа,, 

со*,
{а»}^ = сог^

И

2 - ехр

2п
И-е^а*

*=1

2п

Е1й|

2п
< £ (I Ск | -е I 6*(Т+,е) I) <

*=1

Следовательно С* и <5* ограничены по е > 0 и

Р* Ч = О* хй,[1 + ер,*(т,е)], | р,*(т,е) |< С.

Тем же путем можно продолжить решения (2.3) на (—оо,Т ]. Итак, нами

доказана следующая
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Теорема 1. Уравнение (2.1) имеет решения и± € C^n(R), j = видов

(2.3), (2.3’), где lim р%(т,е) = 0 и |pjj < С дня любыхе > 0 ит е (-оо,оо).
г—>£оо J J

Легко можно проверить, что

7<(0)-2е(2п-1)пР7± = (-2։)” + о(1), т -4 ±оо, (2.4)

где Иг± = W(t, uf,..., Ujj,) = det Ф± и

/ • uf ... u^n \
Ф± = : :

kp2n-iu± ...

Из теории обыкновенных дифференциальных уравнений хорошо известно, что 

РИ* не зависят от т. Поэтому при т -> ±оо (2.4)

/f(0)-2£(2n-1)nW± = (-2»)п.

Так как и ({и՜}2՞!) - фундаментальные решения уравнения (2.1), то

любое решение и уравнения (2.1) представимо в виде

и = а+uf + • • • + a£Xn = afur + • • • + a^u^, (2-5)

где {а*}2”х зависят от е. Введем матрицу

(
«1,1 ••• al,2n \

: • > («м-= “м(е))>

Л2п»1 • • • ^2п,2п /

определенную формулой

н՜ = oni+, где u* = со!оп(и*,... ,и*п). (2.6)

Используя очевидные равенства det Ф՜ = det Ф+,

Ф~т = (и՜,..., U2"-1u~) = а(и+,... ,2?2п-1и+) = аФ+т

и Ф՜ = Ф+ат, где u±,...,P2n-1u± - вектор-столбцы, получим det a = 1.

Используя (2.5), можно легко показать, что

a+ = aTa՜, где а* = colon(a±,..., а±п). (2.7)
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Лемма 1. Если условия (1) - (ш) выполнены, то

= ^0 + О(е). (2.8)

Доказательство. Дифференцируя (2.6) к раз (0 < к < 2п — 1) и решая 

полученные системы по ощ, получаем

№(т, и?,..., , цГ, и+.х,..., и+п)
ач — 1У+

и
^(Т.й!,.5»,4+1,-.-,й2п) ,

= —-------------- ~Щ+----------------------+ е*Ц (т, г) > (2-9)

где 1 < < 2п, |«у(т,£)| < С- Теперь (2.8) легко следует из (2.9). Следо­

вательно, если ограничены в некотором интервале (О,£о), то {а+}?”1

ограничены в другом интервале (0,£1).

§3. ОЦЕНКИ ИЗМЕНЕНИЙ АДИАБАТИЧЕСКИХ ИНВАРИАНТОВ

Лемма 2. Если условия (1) — (Ш) выполнены и решение уравнения (2.1) пред­

ставимо в виде (2.5), где {а~}2”х ограничены в некотором интервале (0,ео)> то

4<Эт(0)՜2Лп(е) = О’2т-1а2т - а^т_ха^п, т = 1,... ,п, (3.1)

где <Эт = П-Кть 1 < I < п, I / т и •}т(е) определены в (1.4).

Доказательство. Дифференцируя (2.5) к раз (0 < к < 2п — 1) и решая 

полученную систему по а*, получаем = а±, где

= (—2г)-пК(0)_М2п-1^п1У(т,и^,.. ■ • ->«2п)-

С другой стороны, используя ограниченность {а±}2”х и (4.4), получаем следую­

щие две формулы :

г± _/ ^п-1£ЬтВТи + йдтЬти ГТ I шт(1) А ЕМс^/Ч*)]

+еР2т-1(’’>е),

Ы7± - ( л\п^тРТи - ШтЬти ГТ (Шт(1) А ;
2^(0)^2 “Ч е + /=Ьт КтМ ]
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+£р2т(т,€),

где Пт р^(т,е) = 0 и |р±(т,е)| < С. Итак, если решение имеет вид (2.5), где т—>±оо
{о7 ограничены, то

(1 х е)
йт(0)Г = °3я։-1°3т + £^(*’е) = °2т-А + ер£(*,е), (3.2)

где 1։т />^(т,е) = 0 и |р^(т,е)| < С. Из (3.2) легко можно получить (3.1).

Теорема 2. Если условия (1) (Ш) выполнены и решение уравнения (2.1) имеет 

вид (2-5), где {а՜}2՞! ограничены в (0, Ео), то справедливы оценки (1.3) и (1.4).

Доказательство. Из (2.7) и (3.1) следует, что

2п 2п
4<2т(0) 2Лп(е) = У^ 01],2т-1^ О։>,2тйу ~ а2т-1а2т>771 = 1» • • • ։П.

1=1 1=1

Из (2.8) следует, что •7п։(е) = 0(е) при е —> 0. Очевидно

К(0)27о(е) = К(0)3[7о(оо,х,£) - /0(-оо,х,£)] = 

п
= У^{Л(оо,®,£)...Лп_1(оо,т,£)[Лп(оо,г,£) - Лп(-оо,х,е)]х 

т=1

х7т+1(-оо,г.Е)---Л»(-оо,2;,£)} = 0(е), £->0.

Из (3.2) следует, что

|>Лп(^1։1։£) ~ ■Лп(^2>®>е)| < ОщЕ.

Так как

п
К(0)2[7о («!,!,£)- 7о (*2, х, £)] = У^ { Л (*!, X, е) ... Лп-1 (^, X, ё) X 

т=1

^[•^т(^1։®։£) Jm(tշ>X,E)]Jm+l(tշ,X,£) . . . .7П^2,Х,£)},

то имеем

17о(*1,X,е) - 7о(^2,X,е)| < Сое.

Можно легко убедиться в том, что если решение (1.1) ограничено со своими соот­

ветствующими производными, то (2.1) имеет вид (2-5), где {а^՜}2՞! ограничены- 

Теорема доказана.
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§4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ВСПОМОГАТЕЛЬНЫХ ФОРМУЛ

Пусть (ау)2п+1 - (2п + 1) х (2п + 1)֊матрица. Предположим, что имеет место 

един из случаев :

а) % = 0, если ։ + у четно,

б) = 0, если i + j нечетно.

Обозначим = О2։-1,а^-1, су = 021,2^- 

^2п-ц = <1е1(ау)2п+1, Вп+1 — йе1(Ьу)"+1, Сп — <1е1;(су)п

и докажем формулу
Г 0, если а) выпонено, 

2п+1 [ Вп+1Сп, если б) выпонено.

В этой формуле первая строка правильна, т.е. детерминант равен нулю, так 

как 013,023։ •••а2п+1,»։п+1 = 0. Заметим, что эти произведения будут отличны 

от нуля, только если индексы »2*+1 = 0,..., п) четны. Однако, число четных 

столбцов детерминанта равно п. Следовательно, 013,02,1։ ...а2п+1,»։п+1 = 0.

Второй случай может быть доказан методом индукции. Имеем

•Оц О
О О22

Оз1 О

013 
О

Озз
= 022

Оц
031

013
Озз

Если Агп_1 = ВпСп֊1 и {О1,ау-1}^11,{о2,2,-}”_1 / 0, то
ода _ 031
013 Оц

О3,2п4֊1 _ оц
О1,2»4-1 Он

02» 4-1,3 _ 02« 4-1,1 
а,з оц

-Агп+1 = Оц ... О1,2п+1О22 ... 02,2п

“4± — а43 04,ап _ 043 Оц 013 .. • О1,2п+1
024 <43 О2,2п 022

Оз1 Озз ... аз,2п+1
X • • • — X

О2п,4 О2п,а О2п,2п _ 02 и,2 • • •
024 022 02,2п 022 О2п+1,1 <12п+1,3 ... О2п+1,2п+1

022 024 02,2п
042 044 О4,2п

• 2
• в •

О2п,2 О2п,4 • • • О2п,2п
Нетрудно проверить что последняя формула справедлива и без этих условий.

Приведем также хорошо известную формулу для детерминанта Ван дер Монда :
1

О1
1 

ат

«т

= П -а*>- (4-2)
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Методом индукции можно доказать формулу

/о 1 ... 1 
/1 • • • &-т

/т а? ...

= (-1)т П (“>֊*)[/т + Е(֊1)‘/т-* Е «<։ •••“<*]• (4.3) 
1<։<2<т 4=1 1<»1 <...<։*<т

Теперь мы можем вычислить следующий детерминант :

§ 3 1
-Х1

1
х2

1
-Х2

1
• • • Хп

1
-Хп

А = • • ■

«2п—2 ~2п-2Х1 _2п-2 х2
2п-2 

2-2 Т2п-2 •. . т2п—2 
хп

«2п—1
_2п-1

~Х1
_2п—1
Х2

2п—1
~х2

—2п—1 
• • • хп

_—2п—1 
хп

Путем элементарных преобразований получим

«0 10 1. 0 1
111 + 3-1«0 0 10. 1 0

А = 2п 1х2...хп • ... •
* . •

«2п—2 ж?"՜2 0 ^п՜2 . 0 Т2п-2 
хп

«2п—1 + Х1и2п-2 0 т2п՜2 0 _2п-2 
• • хп 0

Воспользовавшись первой формулой в (4.1), получим

А = -2"-1т2...а:п^(-1)п-*х 

4=1

Учитывая теперь (4.2) и

1
0

0
1

1
0

0
1

1
0

X
0 

„24-2 
Х1

0

^2*֊4х2 
0

Х2к

0 
~2*-2 Х2

0

~24-4
••• хп 

0
Х2к хп

0 
-24—2 
хп

0

(«24-1 + ®1«24-г)

„2п-2 
г1 0 I2՞՜2 0 _2п-2 

хп

•

вторую формулу в (4.1), получим
п

А = (—1)п2п~1х2 .. ,хп П (^֊х?)Е(-1)‘+1х 
1<£<^’<п Л=1

1 1

24-

*2* («24-1 + ^1«24—2)

2п-2
Х2
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и

A = (-l)n2n֊1xa...xn J] («?֊*?)
1<1<У<п

U1 + Х1«о 
«з +X1U2 

«2п-1 + Х1«2п-2

1
®2

2п-2

1
Х2п

х2п-2X2

И наконец, учитывая (4.3), находим

А =-2n_1X2...a:n П (х? “ х?) П ~ х?)х 
1<»<У<П 2<i<J<n

х U2n-1 + ZlU2n-2 + 52((-l)*U2(n-*)-l + ®lU2(n-*)-2) 52
fc=l 2<ii<—ih<n

2 2

(4-4)

ABSTRACT. The energy to frequency ratio is an adiabatic invariant for 
linear harmonic oscillators. In the paper some new adiabatic invariants 
are found for the linear ordinary differential equation of order 2n corre­
sponding to n-connected oscillators. The denominators of.these invariants 
vanish when differences of certain frequencies tend to zero (resonance). 
The variances of the invariants are estimated. A new definition of adia­
batic invariants is proposed.
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