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В статье рассматриваются классы обобщенных аналитических функ­ций такие, как пространства Харди, определенные в терминах ря­дов Фурье (пространства Харди-Хельсона-Лауденслагера НЬР) и про­странства Харди, связанные с аналитическими почти периодическими функциями (пространства Харди-Бора НВР). Целью является распро­странение теоремы Фату о радиальных пределах на перечисленные выше пространства, а также на классы обобщенных гармонических функций (пространства Безиковича Вр и пространства типа Степано­ва 8р).

§0. ВВЕДЕНИЕКак известно, пространство Харди в единичном круге можно определить дву­мя способами. Первый : те функции из £р на единичной окружности, у которых отрицательные коэффициенты Фурье равны нулю, и второй : те аналитичес­кие функции в единичном круге, сужения которых на окружности (с центром в начале координат) равностепенно ограничены в £р-норме. При переходе к об­общенным аналитическим функциям эти два определения приводят к разным не эквивалентным классам (см. [1] - [12]). Пространства Харди, определенные в терминах рядов Фурье, были исследованы в известных работах Г. Хельсона и Д. Лауденслагера [2], [3]. В дальнейшем такие пространства будем называть про­странствами Харди-Хельсона-Лауденслагера (НЕР). Второе определение приво­дит к пространствам Харди, связанным с аналитическими почти периодически­ми функциями, т.е. к пространствам Харди-Бора (НВР).Аналогичная ситуация возникает и при переходе к гармоническим функци­



32 С. А. Григоряням. И тут возникают два класса обобщенных гармонических функций.Это про- странства Безиковича (Вр) и пространства типа Степанова (8Р). Данная статья в основном посвящена распространению теоремы Фату о радиальных пределах на перечисленные выше пространства. В первых трех параграфах исследуются радиальные пределы пространств НВ₽ и8₽,р> 1, Предлагаемый здесь подход позволяет дать законченный результат о структуре пространств функций, по­рожденных этими пределами (см. [4], [5]). Отмечается, что пространства НВР и 8Р также являются банаховыми алгебрами относительно произведения Адамара. Полное описание идеалов этих алгебр дается в §4. В §5 исследуются пространства НЬР и Вр и для этих пространсв доказывается аналог теоремы Фату.§1. ОБОБЩЕННЫЕ ГАРМОНИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИПусть б - компактная абелева группа, тлО- группа ее характеров. Предположим, б изоморфна аддитивной подгруппе Г группы вещественных чисел 1Н.. Для а € Г пусть € б - соответствующий характер. Каждую функцию / € 6 Г1 (б, <&г), где а - нормированная мера Хаара группы б, можно представить в виде формального ряда Фурье
аёГс коэффициентами Фурье

= [ /Х~а =< />Х~а & > ■ 
•)оМножество тех а € Г, для которых с£ / О, называется спектром функции / (8р/).Пусть С(б) - банахова алгебра всех непрерывных функций на б с нормой Н/Ноо = аир^ |/|. Обозначим через А подалгебру тех функций из б(б), спектр которых содержится в Г+ = {а € Г : а > 0}. Тогда А - максимальная алгебра Дирихле, и ее пространство максимальных идеалов есть комакт А, полученный из декартова произведения б х [0,1] путем отождествления в точку слоя б х {О}. В дальнейшем О будет обозначать эту точку. Множество А - полугруппа с единицей а<г 1 («о - единица группы б) и нулем О. Произведение элементов £ = агиг? = /ЗризД есть £г) = (а/3)(гр). Группу С можно отождествлять с множеством б х {1}, а отрезок (0,1] - с {ао} х (0,1].



Теорема Фату для обобщенных аналитических функций 33Везде в дальнейшем, если не оговорено противное, будем предполагать, что Г не изоморфна группе целых чисел 7., так как в противном случае круг вопросов, рассматриваемых в данной работе, хорошо известен.Обозначим через С(А°), где А0 = А \ С, пространство всех непрерывных функций на Д°. Для г > 1 отображение / -> /г, = /(огр) задает гомо­морфизм на С^Д0). Сужение этого гомоморфизма на преобразование Гельфанда 
А алгебры А порождает инъективный гомоморфизм на А.

Определение 1.1. Функция / € С'(А°) называется обобщенной аналитической функцией, если /г € А для всех г < 1.
Пространство всех обобщенных аналитических функций будем обозначать через У(Д°).Для £ 6 Д° пусть гп^ - представляющая мера этой точки для алгебры А. Так как 
А - алгебра Дирихле, то - единственная представляющая мера точки В [1] показано, что свертка * тпп совпадает с мерой т^, т.е. для любой функции / е С((7) /7 /(а^йт^а)^^) = 7/(а)йт€л(а). (1.1)

-МвхС ./оОпределение 1.2. Функция / £ С(А°) называется обобщенной аналитической функцией или просто гармонической, если для любых 0 < п < г2 < 1 выполня­ется равенство
/н (а) = 7 (а/?) ЛтПгМ = * тг) (а), (1.2)

где тт = таог, г = п/г2.Каждый характер у“ группы О можно непрерывно расширить до гармонической функции у>°, полагая ^(ог)=Ха(а)г1°։. (1.3)
В дальнейшем конечные комбинации ^Сп<ра" будем называть обобщенными гармоническими полиномами.Пусть 5(Д°) - пространство обобщенных гармонических функций. Очевидно, У(Д°) с 5(Д°).



34 С. А. ГригорянЛемма 1.1. Пусть f € 5(Д°). Если 0 < п < г2 < 1, тоsup|/n(a)| < зир|/Г2(а)|.
G GДоказательство. Полагая г = гх/г2, из (1.2) имеемsup |/Г1 (ос)| < [ sup |/rj(afi)I dmr(0) < sup |A2 (a)I 

G Jo a G

(mr - вероятностная мера) •Воспользовавшись равенством (1.2), нетрудно проверить, что S(A°) = Sir(A0)+ 4-։Sjr.(A°), где Sjr(A°) - пространство всех вещественных гармонических функ­
ций.Пусть Сг(Д) - пространство всех непрерывных функций на А, гармонических в А0.Лемма 1.2. Сужение Сг(Д) на G есть C(G).Доказательство. Пусть Р - семейство всех гармонических полиномов. Очевид­но, Р С Сг(Д) и для всех р е Р справедливо supG |р| = вирд |р| (лемма 1.1). Из непрерывности (1.2) в зирд-норме следует, что замыкание Р в вирд-норме содер­жится в Сг(Д). Сужение Р на G плотно в C'(G), следовательно, Сг(Д)|д = C(G>Функцию f € С(Д°) можно разложить на GT = G х {г} в рядА (а) ~ ^2 o'(г) х“ (а) г1“1, аег где fr(a) = /(аг), a коэффициенты с£(г) = "èï՜ [ fr(a)x~a{o)da(a), г՛“՛ Jgвообще говоря, не зависят от г.Отметим, что с£(г) - непрерывная функция на г.Лемма 1.3. Функция / € С(Д°) гармоническая тогда и только тогда, когда для 
всех а € Г коэффициенты с£(т) не зависят от г.Доказательство. Пусть / € 5(Д°). Для 0 < Гх < г2 < 1 и г = гх/г2 имеем с£(п) = ֊^| [ ( [ fnW) dmr(J3)\ х-о(а)Лт(а) =

'JG \J G /= 4r [ ([ dmrOS) = ci(r3) f /֊(/3) dmr(0).г“1 J G \Jg J \rlJ J G



Теорема Фату для обобщенных аналитических фу 35Так как последний интеграл равен значению функции <ра в точке аог, т.е. числу (г1/г2)1“1, то СаСп) = са(г։) — °а- Обратно, пусть f € С7(Д°) - такая функция, что с{ не зависит от г для всех а € Г. Зафиксируем р < 1, и пусть д = fp. Тогда 
д € <?(△) и с® = для всех а € Г. По лемме 1.2 найдется такая функция 
h g Сг(Д), что д = h на G. Отсюда с£ = с® для всех а € Г. Следовательно, в силу единственности ряда Фурье, h = д, т.е. д 6 5(Д°). Поэтому для любых О < и < т2 < 1 справедливо

frl(ap)= fr3(.a0p)dmr{0), г=гг/г2.
JgУстремляя р -> 1, получим f g 5(Д°) •
ООПусть теперь р = е՜1 (е = 1/п!). Обозначим через 5₽(Д°), р < оо семействоп=0тех функций f € 5(Д°), для которых

О Г \ 1^р
\fr(a0)\p dmp(0')j <оо. (1.4)

G /Если р = оо, то5°°(Д0) = |/g 5(Д°): 11/Цоо = sup |/(0| < оо I. (1.5)( «ед° JОтметим, что 5₽(Д°) = ^1(Д0)+15р1(Д0),
где SflJA0) - пространство вещестсвенных функций из 5₽(Д°).Лемма 1.4. Если 0<Г1<Г2<1и/€ 5(Д°), то при р > 1 выполняетя неравенство sup [ |/n(a0)|pdrnp(a) < sup [ \fr,(a0)\p dmp(a\ 

PegJg PzgJgДоказательство. Пусть г = ri/rj. Воспользовавшись неравенством Гёльдера итеоремой Фубини, имеем
psup / l/n(a0)|p dmp(a) = sup /

Pegjg Peg J о

C p/ /ra (a 0 7) dmr (7) dmp (a) < 
Jg<sup// l/rj(a07)I” dmp(a)dmT(7) < sup / \fr,(a0')\pdmp(a).

PegJJgxG PsgJgПриведем три утверждения, которыми мы будем пользоваться в дальней­шем.



36 С. А. ГригорянТеорема 1.1 (см. [6]). 5Р(Д°) - банахово пространство в норме || • ||р.

Обозначим НВР(Д°) = 5Р(Д°) ПУ(Д°). Пусть ЛГ(б) - пространство всех регулярных борелевских мер на группе б.Теорема 1.2 ([4]). Пусть } € 5Р(Д°), 1 < р < оо или / е НВР(Д°). Тогда

а) предел /*(а) = 1нп /г(а) существует по мере тп^ для всех £ € Д° ;
б) Г(а)еП€едоГр(С։^);
в) если 1 < р < оо, то для всех £ € Д°

||/г||£я(О,<*т{) ֊> НГ||Г»(О,Л»։) ПР» Т ֊> 1;• :Н
г) при г -> 1

||/г||£~(С,Лп։) Н/*11г~(С,<։т։);

д) если р = 1, то последовательность мер /гтр сходится при г —> 1 в слабой* 
топологии к некоторой мере р € М(б) и ||р||оо = Ктг-ц И/гПггНоо» где II ’ Ноо - норма в М(б).
Замыкание Сг(Д) в норме пространства 5Р(Д°) будем обозначать через бгр(Д).
Теорема 1.3 ([12]). Для всех 1 < р < оо бр(Д°) - замкнутое собственное 
подпрпространство пространства 3Р(А°).В дальнейшем пространство функций {/* = 1нп /г: / 6 5Р(Д°)} будем обо­значать через Зр, а пространство {/* = Кт /г: / € бр(Д°)} - через бгр.

Непосредственным следствием теорем 1.2 и 1.3 является
Теорема 1.4. а) Сгр С Зр, 1 < р < оо ;
б) если 1 < р < оо, то Зр и Ср - банаховы пространства в норме

/Г Х1/Р|1Лр = зир / |Г09а)|₽^р(а) = ||/||р.
рее /

§2. ПРОСТРАНСТВА 5р, 1 < р < ооПусть £Р(С, Агпр) - пространство всех функций, интегрируемых в £р-норме по мере тпр (р = е՜1). Обозначим через £^(б), 1 < р < оо, семейство всех 



Теорема Фату для обобщенных аналитических функций 37тех измеримых функций, которые удовлетворяют следующему условию : для / 6 £РА(С) и д € £’(б,<йпр), д = функция
/’(/?)= //(/?«) 5(а)«ЙПр(а) (2.1)

Звнепрерывна на С.Теорема 2.1. СрА{0) - банахово пространство в норме 
( г \1/рН/11р=|зир/ |/(/За)|рЙ7Пр(а) ] . (2.2)
\I3ggJg )

Доказательство. Пусть / 6 £д(б). Покажем, что ||/||р < оо. Из (2.1) следует, что семейство непрерывных линейных функционалов, Ер, (3 е б, определенных на £’(б, сйпр) формулой
'4 ֊1

*№)= [ /(/За)д(а)<1тр(а}, 
Заудовлетворяет неравенству

1^(5)|<б = 8ир|г|. 
вПрименяя теорему Банаха-Штейнгаузена к семейству функционалов Ер, /3 € б, получим вир ||^Н; < оо, (2.3)где ||^||; - норма функционала Ер в пространстве, сопряженном к ЬЧ(С, <1тр). 

И поскольку
™’=(/с1/(^а)1^ТПр(а))1₽>

из (2.3) следует, что ||/||р < оо.Покажем теперь, что полно в норме (2.1). Пусть {/п} - последова­тельность Коши функций из £д(б). Тогда при каждом фиксированном /3 € б се­мейство {/п(/3а)} будет последовательностью Коши в пространстве £р(б, <3гпр). Пусть /о(/? о) ~ предел этой последовательности. Из (2.1) следует, что для любого 
д € £’(б, £Йпр) последовательность - ՛ ■ ■ •/®(/3) = [ }п(0а}д{а}<1тр(а)

За



38 С. А. Григорянфундаментальна в С(б). Поэтому функция
/о(0)= [ к(0а)д(а^тр(а)

непрерывна на С. Отсюда /о 03) 6 £д(б) •
Для 4 € ГО определим (а) = е*°‘ € С, а е Г. Хорошо известно, что отображение 4 —> оц порождает плотное вложение вещественной оси ГО. в группу С. Это вложение отображает меру Пуассона

-“5---- 7Г---- У > 0 (2.4)7Г V2 + (*0 - *)2
в меру , где £ = а4о е~у. В частности, меру тр можно отождествить с мерой 1 Л— ------ ;• и, следовательнотг 1 + 42 £?(С,Лпр) = £’(л1,г֊1). (2.5)
Пусть К$(а) - производная Радона-Никодима меры т^, где £ = а1е~у от­носительно меры тр. Так как эти меры взаимно абсолютно непрерывны, то 

тр.Обознчим через £ линейное многообразие, порожденное функциями К?, 
£ = а։ е~у, 4 € ГО, у > 0.
Лемма 2.1. £ плотно в банаховом пространстве £’((?,<1тр).

Доказательство. Пусть / € £р(С,<4тр) - такая функция, что
/ /дЛтр = 0

для всех д € £. Отсюда в силу (2.4) и (2.5) для всех у > 0 и 4о £ ГО. справедливо
1 Г у& _ _*/ж/( У2 + (*о֊02

Так как интеграл Пуассона от ненулевой функции не обращается в нуль, то / = 0. Пространство, сопряженное к £’ есть £р. Поэтому по теореме о биполярах £ плотно в £’ •



Теорема Фату для обобщенных аналитических функций 39Лемма 2.2. Функцию € £д(б) можно расширить до функции } € 5Р(Д°) так, что /*(а) = 1пп /г(а) для почти всех а € б по мерам т4, £ е Д°.
Доказательство. Поскольку тт = Кртри Кр е £ч(С,<1тпр), то из определения пространства СРА (б) следует, что функция

Ш= [ ГУЗа^тгЮ

непрерывна на б. Если г -> го, то Кр -> Ктр° в норме пространства £’(б, £Йпр). Отсюда функция /ЦЗт) = /Г(Д) непрерывна на А0. Подсчитаем коэффициенты с£(г), а £ Г :с{(г) = да У^хсГ(а^)х-оС8)^09)йтг(а) = <^Х“(а)<йпг(а) = <£.
Воспользовавшись леммой 1.3, получим / е 5(Д°). Покажем, что / 6 5Р(Д°).Действительно

Рзир г<1 0€в |/г(/За)|рЛпр(а)} 1/р < вир
вес

ГЦЗауУтгЫ
\ 1/₽ 

4,тр(а) I
Применив к внутреннему интегралу неравенство Гёльдера, а затем используя теорему Фубини, получим ||/||р < ||/*||р •Таким образом, С?А содержится в 5Р.
Теорема 2.2. 5Р = £^(б).
Доказательство. Пусть /* € Зр и / е 5Р(Д°) - такая функция, что = 1пп /г. Для £ € Д° функция

[ Г(0<*)*тпМ= [ Г^а)К^а^тр{а} (2.6)/С JGнепрерывна на б. Очевидно
8ир|/®(Д)| = ||/«||оо<||Г||р||5||„ (2-7)

где
/да) = [

JG
де£.^в,<1тр).



40 С. А. ГригорянТак как £ плотно в £ч(С,с1тпр), то из (2.6) и (2.7) следует, что можно на О равномерно приблизить линейными комбинациями функций Д, £ ё А0. Поэтому - непрерывная функция и, следовательно, /* € £Р(С). Теперь, воспользовавшись леммой 2.2, получим 5Р = £Р(С).Определим на £р(<7) слабую топологию. За базу окрестностей функции /о € ££(<?) возьмем множество вида
ии0-,д1,...,дп,£) = {/ 6£2(0): ||Л ֊ /05‘ 11« <е, 1 < < < п},

где е > 0 и дг........ дп Е £д(С, Лтр).Скажем, что сеть {/»}/ С £РА(С) слабо сходится, если существует такая функция / Е £РА(С), что для всех д Е £д(С1,(1тр) справедливо
1нп||Л’-/’11оо = 0.

В дальнейшем слабую и равномерную сходимости будем обозначать, соответ­ственно, / = ш - 1пп/ /» и /’ = || • ||оо — Кт/
Теорема 2.3. Пространство £РА(С) слабо полно, т.е. если сеть {/$}/ фундамен­

тальна в С(С) для всех д € £’(С, <1тпр), то найдется такая функция /0 € £рА{(з), 
что /о = ш-ИтД.
Доказательство. Пусть Кр - производная Радона-Никодима меры тпг относи­тельно тр. Тогда фунцкияЛС9г)= [ }{{а0)КТр{а)Лтр{а)

принадлежит 5Р(А°). Так как Кр Е £д(в,с1тр), то предел
Л(^) = 703г) = ||-||оо֊КтЛ03г) (2-8)

существует при каждом фиксированном г < 1. Поскольку все /, ё 5Р(А°), i Е I, из (2.8) и леммы 1.4 следует, что / е 5(А°). Покажем, что / Е 3Р(А°).



Теорема Фату для обобщенных аналитических функций 41Пусть Е: £ч(О,йтр) -> С (С) - линейный оператор, порожденный сетью։ € 7: Е(д) = Ц-Ноо-ит//?. Расширим функцию Е(д) до функции Е(д) е Сг(Д).Согласно лемме 1.1
Кт зир |Г(р) - /?| = Кт ||Г(р) - = 0.

г д гСледовательно
II • ||те - Кт = II ■ ||то - Кт Кт (/?)г = Е(д).

Применяя снова теорему Банаха-Штейнгаузена к семейству непрерывных опе­раторов
Ег: £'(С,Лтр) -> С(С),

где Ег(д) = /®, а операторная норма Ет равна ||/г||р, получим, что семейство Ет, 
т е (0,1) равностепенно ограничено. Пусть Е - единичный шар в £’((7,йпгр). Тогда

Г Л Г | Л |Р \ 1/р||ГГ|| = вир зир / ЛОЗ а) д(а) Лтпр(а) = зир / /00г) (1тр(а)) < с,
0есдев За Рев За' 1 /где постоянная с не зависит от г. Поэтому / € 5Р(Д°). Отсюда / € Зр •

Теорема 2.4. Пространство С(С) слабо плотно в £А(С).

Доказательство. Если / € £А(С), то /г € С(С) и / = ш — Кшг_ц /г •Все теоремы данного параграфа имеют аналоги в теории обобщенных ана­литических функций.Пусть НВР - множество всех функций / € £рл{0} таких, что спектр 5Р/ содержится в Г+. Используя ту же технику, которая была приведена выше, можно доказать следующее.
Теорема 2.5. а) Пространство НВР, 1 < р < оо, является слабо замкнутым 
подпространством пространства £?А(С);

б) НВР - банахово пространство в норме

ОС \ 1',р|/(/За)|₽<1тр(а)) ;
а /
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в) НВР совпадает с пространством

{/* = ||-Ир-Нт А: /еНВ”(Д°)}.
Теорема 2.6. а) Замыкание А в норме || • ||р есть собственное подпространство 
вНВ”;

б) А слабо плотно в НВ”.§3. ПРОСТРАНСТВА 5Х(Д°)В данном праграфе изучим радиальные пределы функций из 5'1(Д°). Для обоб­щенных гармонических функций существуют два подхода к исследованию этих пределов.
I. ПуСть M(G) - пространство всех регулярных борелевских мер на G. Каждую меру р € M(G) можно представить в виде формального ряда Фурье- Стилтьеса

авг с коэффициентами Фурье-Стилтьеса<£ = [ X՜“ dp.
JgМножество тех а € Г, для которых с£ / О, называется спектром меры р и обозначатеся через Spp. Заметим, что так как

[ xadmr=T^, (3.1)
Jgто SpmT = Г для всех 0 < г < 1. Поэтому спектр свертки рг = р * mr совпадает 

cSpp.Лемма3.1. Пусть/ € ^(Д0) ид(а) = fr(a)da(oi). Тогдаp*mp = frp(a)da(a).

Доказательство. Поскольку а-тый коэффициент Фурье-Стилтьеса свертки двух мер равен произведению а-тых коэффициентов сомножителей, то из (3.1) следует, что а-тый коэффициент меры р ♦ тпр совпадает с с{ (rp)lxL Из леммы 1.3 следует, что с£ (гр)1л1 - а-тый коэффициент меры fTp(.a) da(a). Поэтому эти меры равны •



Теорема Фату для обобщенных аналитических функций 43Пусть Я1 (ст) - семейство тех мер ц € М(О), для которых мера Дг = д ♦ тпг представима в виде /г(а) где /г(а) € С(С) и
вир г<1 
вес

\/т(а)\ (Итр(/3 а) < оо. (3-2)
Теорема 3.1 (ср. [7]). Отображение дг -> /г порождает взаимно однозначное отображение пространства Я1 (ст) на ЯХ(Д°).Доказательство. Для фиксированного / € ЯХ(Д°) определим семейство мер Дг = уг(а)Лг(а), 0 < г < 1. Имеем

||Мг||оо= [ |/г(а)|йст(а) = /7՜ |/г(а£)| сгст(а) Лп,(Я) <
Мвхв

< [ Гвир [ \/г(.а/3)\атр(Р) \ с4т(а) = ||/||1, 
Ус \г<1 /поэтому найдутся последовательность гп -> 1 и мера д € М(С) такие, что д = ы* - Шип-,«, дг„. Из 11г = д * тг = ш* - ^„^„(д,, * тТ) = || • ||оо֊ - Нтп_,оо /г(агп) </ст(а) = /г(а) </ст(а), поскольку /п 6 0(6), мы заключаем, что деЯх(ст).Из единственности ряда Фурье-Стилтьеса и равнетсва Зртг = Г следует независимость д от выбора последовательности гп —> 1. Пусть теперь д € Я1 (ст) и дг = /г(а)б/ст(а). Покажем, что функция /(аг) = /г(а) принадлежит ЯХ(Д°). Так как д * тг = /г <Уст, то с£ г 1О1 = с{ г1“1 для всех а 6 Г. Отсюда, из леммы 1.3 и формулы (3.2) следует / 6 ЯХ(Д°) •Отметим, что для любого / £ 0(0) мера д^ = /с/ст € Я1 (а). Поэтому замыкание 5х (ст) в норме пространства М(СГ) содержит меры вида дйа, где д € Е £х (С, йст). Но не каждую интегрируемую по мере а функцию можно расширить до гармонической функции на Д°. Отсюда следует, что Я1 (ст) не замкнуто на 

М (С).II. Каждой функции / Е ЯХ(Д°) поставим в соответствие семейство мер д^ = ={"»}«<,'гле д^ = и>* — 1нп /г(а) dтՈp(jЗ՜1 а)(существование д^ следует из теоремы 1.2 д)). Семейство мер д^, / Е Я1(Д°) обозначим через 51(п3р). Очевидно д^ + д® = д/+®.



44 С. А. ГригорянТеорема 3.2. а) 81(тр) - банахово пространство в норме

Н/Ноо = вир ||Др||оо> 
рео

б) 11^1100 = 11/111-Доказательство. Из теоремы 1.2 д) следует11/ЛЦоо = Нт [ |/г(/За)|с4тр(а).г֊»1 ЗеСледовательно, ||д^||оо = ||/||1 и отображение -> / является взаимно одно­значным изометрическим отображением нормированного пространства 51(Д°). Отсюда вытекает а) •Следующая теорема является фактически переформулировкой для обобщен- ных гармонических функций известной теоремы Фату о поведении гармоничес- ■ ■. 1 •'՝. "• 4« • • ՛. . •ких функций в единичном круге. »Теорема 3.3. Пусть / е 51(Д°) и /* = 1ппг-н /г (см. теорему 1.2). Тогда а) Рр = Г («) ЖпрОЗ՜1 а) + 7/,где мера 7^ сингулярна относительно меры тПрОЗ՜1 а);
б) /рг = (Г *тпг) 03) + (К; *7^) 03), тт = Кгртр.Из нижеприведенного примера следует, что сингулярная мера может по сути быть любой.Пример. Пусть 2)г е Г и К = {« € С: ^’(а) = 1}- Очевидно, ап е К 

(хаЫ = е'ап). Группа б получается из декартова произведения К х [0,1] путем отождествления точки (а, 1) с (аа1,0). Изоморфизм -ф՝. К х [0,1] б определяется следующим образом : ^03,4) = /Зае- Зафиксируем /Зо 6 К. Пусть /(а, 4) - такая функция на X = К х [0,1], что а) / (/3,0) = / (/3, 1) = 0 для всех 
рек-,

б) }{Р,4) непрерывен на X \ (/30, 1/2) и /ОЗо, 4) = 0 для всех 4 € [0,1];в) / > 0 и для любой сети Р -4 /Зо, /д /03,4) <34 -> 1.Пусть <50 _ атомарная мера, сосредоточенная в точке (/Зо, 1/2). Из в) следует, что если [3 -> ро, то <50 = ы* - Нт дОЗ),



Теорема Фату для обобщенных аналитических функций 45где 4) <И. Поэтому функция= (/* тг) 0?) + , 50) 03), тг = Кгртр,

где / = / о принадлежит 51(Д°).§4. СТРУКТУРА БАНАХОВОЙ АЛГЕБРЫ НА .?Р(Д0), 1 < р < оо Произведением Адамара функций /,д е 3Р(Д°) называется функция Л = / х д, равная (/ х д') (а г) = (/Г։ * дГ2) (а), где г = гхг2.Теорема 4.1 (см. [7]). Для любых /,д е 5Р(Д°), 1 < р < оо
/хре^Д0) и ||/х<е||/||р-|К.

Приведем доказательство этой теоремы, которое намного проще, чем в [7].Доказательство. Поскольку р > 1, то[ К/ х ff)(ar2)|pdmp(a) < ff [/«.(а/?֊1) gr(P)\pda^ dmp(a) <
Jg JJgxG
<[ \M\P([ da(/3) < ||/i|p / |рР(Д)|р dcx(/3).

Jg \Jg J JgПоскольку mp - вероятностная мера, а мера <т инвариантна, то 
lG\gr^Wda(J3)< lG^lG\gr^a)\pdmp(j3^ da(a) < ||g||p . гТаким образом, произведение Адамара задает структуру банаховой алгебры на 5Р(Д°). Опишем идеалы этой алгебры.Лемма 4.1. Пусть 3-одномерный идеал алгебры SP(A°). Тогда найдется а е Г такое, что 3 = Ia, где 1а =С<ра.Доказательство. Можно проверить, что

f х <р° = с£<р° е 3
для всех J 6 3 и а € Г. Поэтому конечные линейные комбинации вида 52 фр0, принадлежат J. Отсюда и из условия dim J = 1 следует существование /6Jединственного а € Г такого, что <4/0 для всех f G J, f £ 0. Поэтому J = Сф“»Пусть I - замкнутый идеал алгебры 5₽(Д°). Оболочкой идеала I называется множество тех а € Г, для которых <За = 0 для всех f € I.



46 С. А. ГригорянТеорема 4.2. Между слабо замкнутыми идеалами алгебры 5Р(Д°) и подмно­

жествами группы Г существует взаимно однозначное соответствие.Доказательство. Пусть <7 - слабо замкнутый идеал алгебры 5Р(Д°) и Ьп11У - оболочка идеала <7. Из леммы 4.1 следует, что если а 7 ЬиПУ, то 1а С 3. Следовательно, I = {/ е Сг(Д): 5р/ П ЬиП«7 = 0} содержится в 3- Поэтому 
31 - слабое замыкание I в 5Р(А°) ֊ содержится в 3■ Из определения слабой замкнутости в 5Р(Д°) следует, что любую функцию / € 5Р(Д°) можно слабо аппроксимировать гармоническими полиномами р такими, что Зр(р) С Зр/. Поэтому 31 = 3- Обратно, пусть £ С Г и /^ = {/ е 5Р(Д°): Зр! П Р = 0}. Тогда 1р слабо замкнуто и Ьи11/р = Р •Свертка двух функций из £р(С,йст) принадлежит С (С). Следовательно, произведение Адамара двух функций из 5Р(Д°) принадлежит (7г(Д).
Теорема 4.3. Сгр(Д) - минимальный среди замкнутых идеалов в Зр(&°) такой, 
что Ьи11Сгр(А.) = 0.
Доказательство. Так как Сг(Д) С Сгр(Д), то С'гр(Д) - замкнутый идеал в 5Р(Д°). Очевидно, ЬиПСгр(Д) = 0 и Стр(&) - минимальный среди замкнутых идеалов, содержащих Сг(Д) •Следствием теорем 4.2 и 4.3 является следующее утверждение.
Следствие 4.1. Пусть I - замкнутый максимальный идеал в 5Р(Д°). Тогда либо существует такой элемент а € Г, что I = {/ 6 5Р(Д°): с£ = 0}, либо I - замкнутая гиперповерхность в 5Р(Д°), содержащая Сг(А°).
Замечание. Поскольку НВР(Д°) является идеалом в 5Р(Д°), то любой идеал алгебры НВР(Д°) является также идеалом и для 5Р(Д°). Поэтому исследование идеалов алгебры НВР(Д°) можно свести к исследованию тех идеалов из 5₽(Д°), оболочка которых содержит Г_ = {а е Г: а < 0}.
§ 5. ТЕОРЕМА ФАТУ ДЛЯ ПРОСТРАНСТВ Вр, 1 < р < ооТеорема Фату о радиальных пределах гармонических функций может быть отнесена скорее к результату из теории мер, чем к теории функций. Особенно это видно при р = 1, когда формулировка теоремы Фату приводится на языке



Теорема Фату для обобщенных аналитических функций 47мер. В данном и в следующем параграфе мы используем именно такой взгляд при изучении пространств HLP и Вр.Определение 5.1 Отображениед: (O,1)->M(G)называется обобщенно гармонической мерой, если для любых 0 < гх < г2 < 1, д(п) = д(г2) * тт, где г = гг/г2.Так как оператор свертки является линейным, то пространство всех обоб­щенных гармонических мер является линейным пространством.Простейшим примером обобщенной гармонической меры является отобра­жение вида д(г) = до * тг, где до 6 M(G). Действительно, если г = пг2, то 
тг = тТ}* Шга- Отсюда д(п) = д(г2) * пц..Лемма 5.1. Пусть д 6 В. Тогда

а) отображение д непрерывно в || • Цоо-норме;
б) 11м(п)||«> < ||д(пг)||оо при И < г2.Доказательство, а) Не теряя общности предположим, что д(г) = до * mr, где до 6 M(G). В противном случае, зафиксировав го G (0,1), можно рассмотреть гармоническую меру и € В такую, что и(г) = д(го)*гпт. Очевидно, v(r) = д(гог). Пусть д(г) = До * пгг. Поскольку lim KL = 1 по мере mr (см. (2.4)), то 

г'—УГ
mr = || • Цю - limj.'-H.mr'. Отсюда

Нт ||д(г') - д(г)||оо < ||д||оо Нт Нтд - тг||оо = 0.
б ) очевидно •Если f € C(G), то /(or) = (/ * mr)(a) является непрерывной на △ и гармонической в Д° функцией. Пусть д^ 6 В, где д^(г) = (/ da) * Шу. Тогда pf (г) = (f*mr)(a) da(a). Следовательно, обобщенная гармоническая мера д^ однозначно определяется гармонической функцией f(ar). Отметим, что д^ продолжается до непрерывного отображения из [0,1] в M(G).Лемма 5.2. Пусть формальный ряд Фурье функции f е £,l(G,da) равен

абГ
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Тогда для любого г € [0,1] существует функция fr 6 С1 (G, da) такая, что

а) ряд Фурье функции fT есть £ с£ х“ г1“1 ; аег
б) fr как функция от г порождает непрерывное отображение из [0,1] в 

£>{G,da).

Доказательство. Пусть последовательность непрерывных функций сходится в X1 -норме к /. Тогда
Д^Н-Ноо-Шп^, 

п—>оо

где da, pf = f da. Из вышесказанного следует, что обобщеннаягармоническая мера /№: (0,1) >-> M(G), д^(г) = fr^da, (/^ = /С”) ♦ mr) непрерывно продолжается до отображения из [0,1] в Af(G). По теореме 3.2, б) последовательность д^”^(г) равномерно на [0,1] сходится в || • Цоо-норме к pf (г) при п —> оо. Поэтому последовательность функций равномерно на [0,1] сходится к некоторой непрерывной функции /г на [0,1] со значениями в X1 (G, da). Так как f[n^ -> f, то ряд Фурье функции сходится (покоэффициентно) к ряду функции /. Применяя теперь свойства ряда гармонической функции, получим, что ряд fr есть $3 с^Х“г'а| •Заметим, что /о = Cq-
Следствие 5.1. Пусть д: (0,1) ь֊> M(G) - такая обобщенная гармоническая мера, что д(г0) = f da для некоторого го G (0,1). Тогда д расширяется до непрерывного отображения д': [0,1) -> М(G).

» »• ft, , • ., •Определение 5.2. Обобщенная гармоническая мера д: (0,1) M(G) называ­ется р-гармснической, р > 1, еслиа) д(г) = fT da, где fr € XP(G, da);

6) suPr ll/r lip < оо.

Пространство р-гармонических мер будем обозначать через Вр. Заметим, что на Вр естественным образом можно распространить свойства пространства Хр.
Теорема 5.1. Пусть д: (0,1) -> M(G) - р-гармоническая мера. Тогда
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а) если 1 < р < оо, то найдется функция } е £₽(б, йст) такая, что 

р(т} = д^ * тпг, где р! = /«/ст и д продолжается до непрерывного отображения д': [0,1]->М(С);
б) еслир = 1, то найдется функция р € М(С) такая, что д(г) = до ♦ пзг.Доказательство. Для доказательства этой теоремы достаточно воспользовать­ся леммой 5.1 и методом доказательства теоремы Фату о радиальных пределах для гармонически функции [14] (стр. 55).§6. ТЕОРЕМА ФАТУ ДЛЯ ПРОСТРАНСТВ НЪРМера д € ЛГ(С) называется /-аналитической, если Дрд С Г+. Пространство А- аналитических мер будем обозначать через Мд. Если Г изоморфна группе целых чисел Ъ, то любая мера из Мд абсолютно непрерывна относительно меры <г и ее производная Радона-Никодима принадлежит пространству Харди (теорема Рисса). В случае, когда Г не изоморфна 2, существуют /-аналитические меры, сингулярные относительно ст.Теорема 6.1. Пусть д € Мд. Предположим, что д(г) = д ♦ тпг при некотором 

г € (0,1) абсолютно непрерывна относительно нормированной меры Хаара а 
группы О. Тогда найдется такая функция / Е £г(С,до), что Зр/ С Г+ и д = /с/ст.Прежде чем перейти к доказательству этой теоремы укажем на одно свой­ство /-аналитических мер (см. [15]).Не теряя общности допустим, что 2тг € Г. Пусть К = {а Е в: Х2*(а = 1}- Для / € Ш. пусть а։ 6 С - такой элемент, что ^(оц) = е*®* для всех а Е Г.՛ Отображение I -> оч. является вложением аддитивной группы IR.bG. С помощью этого отображения определим гомоморфизм Ф: К х К -> С, Ф(а,<) = а • а*. Очевидно, ядро Ф есть Р — {(ап,-п)}^֊«,, а фундаментальной областью является Р = К х [0,1).В дальнейшем мы будем отождествлять группу С с множеством Р. Пу из М - пространство локально конечных мер на К х И, инвариантных относительно сдвигов элементами груптты Р. Сужение М на Р совпадает с М(б). При этом мера 7 х <Й, где 7 - нормированная мера Хаара группы К, переходит в меру ст.



50 С. А. ГригорянПусть Н1 - пространство Харди на единичной окружности Т. Конформное отображение и>(я) = *—- порождает отображение Н на Т\ {1}. Обозначим 
i + гчерез “И1 пространство тех функций на ВЕ1, которые можно представить в виде суперпозиции (/ о ш)(4), / 6 Н1. Каждую функцию из Н1 можно расширить (по мере Лебега) до аналитической функции в верхней полуплоскости.Пусть И - пространство мер на К х Ш, вида /(а, 1)и х <44, гдеа) V - вероятностная мера на К;б) /(а, 4) е СУ (их ) и при каждом фиксированном а е К принадле- жит Н1 (почти для всех а по мере и);в) мера /(а, 4) и х <44 принадлежит М;г) меры |/(а,4)| и х <44 и и х <44 взаимно абсолютно непрерывны.Из теоремы 3.2 [15] непосредственно вытекает следующее утверждение.

Лемма 6.1. Пространство Мл совпадает с сужением Н на Р.

Лемма 6.2. Пусть д € М (С) - Л-аналитическая мера и р! = /(а, 4) и х <44 е Н - такая мера, что р'\р = д. Тогда мере д'(г) = /г(а, 4) и х <44 соответствует мера д(г) = д ♦ тг, где
/г(а,4) = ; / /(а.х + 4) -, Уо = -1<^г. 

я -/та Уо + х

Доказательство. Линейные комбинации мер д = х°<4ст, а € Г+ слабо* плот­ны в Ма- Оператор свертки сохраняет слабую сходимость. Поэтому лемму до­статочно доказать для меры вида д = ха Этой мере соответствует мера 
р! = Ха(а) е“4 7 х из Н. Мере д(г) = д х тг = хат՛“՛ будет соответствовать мера д'(г) = %“(<։) е՝а1 г՛“! 7 х <4сг. Очевидно

е»а<г|а| _ А /" е«а(<+х) УО ^Х я՜ Ай. Уо+х2'

Лемма 6.2 доказана. «Заметим, что для любых д 6 Ма и а > О
[ ха^р = О,



Теорема Фату для обобщенных аналитических функций 51т.е. мера д ортогональна к идеалу I алгебры А, порожденному характерамиа > 0. По теореме 7.7, гл. II из [5] меру д можно представить в виде
д = ду + д„

где д' = f da, д, сингулярна относительно ст и д', да € Мл-

Доказательство теоремы 6.1. Покажем, что если д € Мд, д сингулярна от­носительно ст и д(г) абсолютно непрерывна относительно ст, то д = 0. Допустим противное. Так как д € 1Ид, то соответствующая ей мера д' € Д имеет вид
д' = и х dt,

где и сингулярна относительно 7-нормализованной меры Хаара группы К. Для любого г 6 (0,1) д'(г) = /г(а, t) v х dt. Поэтому д' (г) | F сингулярна относительно ст, т.е. мы пришли к противоречию. •
Определение 6.2. Отображение

д: (0,1)֊>МА
называется обобщенной аналитической мерой, если д(гх) = д(г2)*тГ1 где гх < Г2
И Г = Г1 • Г2-Обозначим через HL пространство обобщенных аналитических мер. Про­странство обобщенных аналитических мер, являющихся р-гармоническими, обо­значим через HLP.
Теорема 6.2. Пусть д € HLP, р > 1. Тогда найдется такая мера до € Мл, что д(г) = д0 * тпг, До = f da.

Доказательство. При р > 1 теорема 6.2 является следствием теоремы 5.1 а), апри р = 1 - следствием теоремы 6.1 •
ABSTRACT. The paper considers classes of generalized analytic functions such as : Hardy spaces defined in terms of Fourier series (Hardy-Helson- Lowdenslager or HLP spaces) and Hardy spaces connected with analytic almost periodic functions (Hardy-Bohr or HBP). The purpose is to extend Fatou’s theorem on radial limits to these spaces as well as to the classes 



52 С. А. Григорянof generalized harmonic functions (Bezikovich or Bp and Stepanov type or Sp spaces).
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