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Вводится понятие функции собственных значений семейства операто­
ров Дирака. Получены необходимые и достаточные условия принад­
лежности функции этому классу.

§1 . ВВЕДЕНИЕ И ФОРМУЛИРОВКА РЕЗУЛЬТАТОВ

Рассмотрим краевую задачу

1у= <В^- + Щх)\у = Ху, у=(У1), 0 < х < я АеС, (1.1) 
[ в J \ 1/2 у

У1(0)соз7 + у2(0)вш7 = 0, (1.2)

У1(тг) = О, (1.3)

для канонической (см. [1]) системы (1.1) дифференциальных уравнений Дирака, 

где В - 0 , П(х) - .

Если р и д - действительные и абсолютно суммируемые функции на [О,тг], 

т. е. р,д £ Дд1[0,?г], то дифференциальные операторы Д(П,7), порожденные 

в гильбертовом пространстве Д2(0,тг;С2) двухкомпонентных вектор-функций 

дифференциальным выражением I на области определения1

1 ЛС[0,7г] - множество абсолютно непрерывных функций на [0, тг]

^Ь(П.Т) = У = > Ук е АС7[О,тг], (1у)к е Д2[0,7г], к = 1,2;

У1(0) СО87 + у2(0) 8Ш7 = 0, У1(тг) = 0}, 
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самосопряженные при любых действительных 7. Известно ([1], [2]), что Е(Я, 7) 

имеет простой дискретный спектр однократных собственных значений АП(Я,7), 

п ё Ж, образующих неограниченную (и сверху и снизу) последовательность.

Имея целью дать корректную нумерацию собственных значений, рассмотрим

сначала оператор £(Я, ^). Пронумеруем
Л

собственные значения Ап(П,тг/2)

— Ап(тг/2) в порядке возрастания индекса п € Ж, причем через Ао(тг/2) обозначим 

наименее удаленное от нуля неположительное собственное значение оператора 

£(Я,тг/2). т.е.

... < А_2(7г/2) < А_1(тг/2) < Ао(тг/2) < 0 < АхСтг/г) < А2(тг/2) < .... (1.4)

Лемма 1.1. Если а Е (-тг/2,?г/2), то между Ап(тг/2) и Ап+х (тг/2) лежит ровно 

одно собственное значение оператора Ь(Я, а).

Это собственное значение мы обозначим через Ап(а), т.е. для а ё (-тг/2, тг/2)

А„(7г/2) < Ап(а) < Ап+1 (тг/2), п € Ж. (1.5)

Лемма 1.2. Если < а < 0 < то между Ап(тг/2) и Ап(а) лежит ровно 

одно собственное значение оператора 1/(Я,/3).

Это собственное значение пронумеруем номером п, т.е.

А„(тг/2) < А„(/3) < А„(а) < Ап+1(тг/2)։ п Е Ж. (1.6)

Неравенства (1.4) и (1.5) дают однозначную нумерацию собственных значений 

операторов Ь(Я,а) для всех а Е (—тг/2,1г/2].

Чтобы задать нумерацию собственных значений для всех действительных зна­

чений параметра 7 из (1.2), поступим следующим образом. Произвольное дей­

ствительное 7 представим в виде 7 = а - тгтп при некоторых а Е (—тг/2, тг/2] и 

тп ё Ж. Собственное значение Ап(7) определим следующим образом :

Ап(?) = Ап(а ֊ тгтп)=Ап+т(а). (1.7)

Формула (1.7) задает едиую нумерацию собственных значений для всех действи­

тельных значений параметра 7 из краевого условия (1.2).
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Определение. Функцию, определенную для каждого действительного числа 

7 = а - ятп, а е (-тг/2, тг/2], пз € 22, по формуле

А(?) = -4« - ягт)=Ат(а),

где Ат(а), т С 22 - собственные значения оператора Д(П,а), пронумерованные 

согласно (1.4) — (1.5), будем называть функцией собственных значений (ФСЗ) 

семейства операторов Дирака {£(П, а): а Е (—я/2, тг/2]}.

Замечание. По существу, мы назвали ФСЗ собственное значение Ло(7), про­

долженное с (—тг/2, тг/2] на всю действительную ось по формуле (1.7) (при п = 0).

Теорема 1. Пусть р,д € ^^[О.я]. Тогда ФСЗ А(-) семейства операторов 

Дирака {Д(П,О!),а € (—тг/2, тг/2]} обладает следующими свойствами :

1. Как функция действительного переменного она строго монотонно убы­

вающая действительнозначная функция, определенная на всей оси. Существует 

точка ао € (-тг/2,тг/2] такая, что А(ао) = 0.

2. Для каждой действительной точки у существует некоторая комплексная 

окрестность У7, в которой определена однозначная аналитическая функция А(-), 

совпадающая с А(-) при действительных значениях аргумента.

3. Функция с(7)==А(7) + 7/7Г обладает свойством :

ОО 
с2(а — тгп)<оо для каждого а е (—тг/2,7г/2].

П=—ОО

4. Для любых а и 0 таких, что -тг/2 < а < /3 < тг/2 и любого п Е Ж

ЭА(7) _ А(а - кп) - АрЗ - кп) -р- А(уЗ - як) - А(а - тгп)
т=а—п ~ “ а) ~ А(а “7ГП)

Теорема 2. Пусть функция А(-) обладает свойствами 1) — 4) из теоремы 1. 
(р(х) с(х) \

д(2;) —р(т) ) С

элементами р, д € Ью,[0,тг] такая, что А(-) есть ФСЗ семейства операторов

Дирака {ЦП, а), а е (-тг/2, тг/2]}, т.е. для любого а € (-тг/2, тг/2] и любого 

п 6 22 значение А(а — тгп) есть собственное значение АП(П, а) оператора Д(П, а), 

пронумерованное согласно (1.4) — (1-5).
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§2 . ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1

Обозначим через <р(х, А, а) решение задачи Коши

{
1у = 
„(0) = (21)

4 ' \-CO87)

При каждом фиксированном х € [0,7г] компоненты <рх (ш, А, 7) и 932(х,А,7) есть 

целые функции двух комплексных переменных А и 7 ([3]). Через и(х, А) обозначим 

решение задачи Коши
’ 1у = Ау, 

< г у ( °\ 
ут = ( -1у •

Компоненты их (т, А) и ц2(х, А) есть целые функции А. Рассмотрим мероморфную 

по А функцию

„(Л) = "‘<°->>С“°;'^(°’А)—■ «б(֊ж/а,к/2). (2-2)
։. «2(0, А)

Нули функции т(А) есть собственные значения Ап(а), п € Ж оператора Д(Я, а), а 

полюса - собственные значения Ап(л/2) оператора Д(П, тг/2). Нетрудно показать, 

1ш{тп(А)}

что имеет место тождество

|и(а;, А)|2 с£е • соаа 
1«2(0,А)|2 ’ ’

откуда следует, что гп(А) есть “вещественная” (т.е. 1т{тп(А} = 0 при 1тА = 0) 

мероморфная функция, переводящая верхнюю полуплоскость в верхнюю. Для 

таких функций известна следующая (см. [5], стр. 388)

Теорема 2.0. Чтобы некоторая вещественная мероморфная функция тп(А) пе­

реводила верхнюю полуплоскость в верхнюю, необходимо и достаточно, чтобы 

эта функция представлялась в виде

... А֊ао Л А\ / А\-1
- <23)

1.^0 
4 •

где с> 0 и

Ь* < а* < Ьк+1, к € 22, а_1<0<Ьх. (2.4)

В случае функции (2.2) а* = А*(а), Ь* = А*(тг/2) и поэтому, из теоремы 2.0, 

в частности, следует лемма 1.1. Кроме того, именно в принятой нами нумерации 

(1.4) и (1.5) верны представление (2.3) и неравенства (2.4).
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Рассмотрим также мероморфную функцию

и1(0,А)со8а + и2(0,А)8ша а ..
т(Х) = /п ----- Н՜;---- /л п ■ д. гДе - тг/2 < а < /3 < тг/2, (2.5)Ц1(0,А)соз/3 + и2(0,А)8т/3 ' 4 '

нули которой есть опять А„(а), а полюса - собственные значения Ап(/3), п € 22 

оператора Д(П,/3). Из тождества ([4])

тт _ /о* М*» А)|2 & • 8т(/3 - а) 
МтСА)} |И1(0> Х’)совр + „2(0։ Л) 81П0|2 •ЬпА

следует, что т(А) переводит верхнюю полуплоскость в верхнюю и, следователь­

но, для нее имеют место представление (2.3) и неравенства (2.4), где а* = А*(а), 

Ьк = Хк^/З՝)- Отсюда следует лемма 1.2 и неравенства (1.6), из которых следу­

ет, что (при нашей нумерации) каждое собственное значение Хп(-) есть строго 

монотонно убывающая функция на отрезке (—7г/2,тг/2].

Из определения Ф СЗ следует, что она есть строго монотонно убывающая 

функция на отрезках (тгт-тг/2, тгтп+7г/2], т £ Ж, покрывающих действительную 

ось. Докажем теперь, что определенная нами ФСЗ есть аналитическая функция 

на действительной оси. Для этого мы воспользуемся теоремой о неявной функции 

в следующей формулировке (см. [6], стр. 166) :

Теорема 2.1. ПустьХ £С, 7 €Си^(А,7): и —> С - аналитическая в некоторой 

окрестности и точки (Ар,7р) функция, причем

^(Ар,7о) , 
дХ Г

Тогда равенство Р(А,7) = К(Ао,7о) определяет единственным образом функцию 

X = А(7): V —> С, аналитическую в некоторой окрестности V точки 70 и такую, 

что при 7 е V (А(7),7) € V, А(7р) = Ар и ^(А(7),7) = ^(Ар,7р) при всех 7 б V.

В качестве Р(А,7) мы возьмем 7?(А,7) = у?1(тг, А, 7), которая является целой 

функцией двух комплексных переменных А и 7. Собственные значения оператора 

Д(П,7) есть нули (по А) функции ф1(тг, А, 7). Пусть 7р ֊ произвольное действи­

тельное число, которое мы представим в виде 70 = ар — пт, где ар £ (тг/2,7г/2], 

т € 22, и пусть Ар = А(7р) = А(ар — тт) = Ат(ар) есть значение ФСЗ в 

7р. Тогда ф1(тг,Ар,7р) = ф1(’г,Ат(ар),ар - пт) = 0, ибо собственная функция
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<р(х, Ат(ао)>ао — тгт) удовлетворяет краевому условию (1.3). Докажем, что зна­

чение производной в точке (Ао,7о) отлично от нуля. Для этого
дл

заметим, что для решения <р(х, Л, 7) задачи Коши (2.1) имеет место тождество

Э^2^я1Л’7^1(7Г’ А’7) “ Эу1(д’Л,7-^у>2(7Г,А,7) = [ [ф?(я, А,7) + ^(®, А,7)] с!х 
ил Ол JQ

(см., например, [1], стр. 81). Учитывая, что <р1(тг, А(7),7) = 0, получаем

=----- 1 Г де(а.։А(7)>7) +^(х>А(7),7)] <1х. (2.6)
9А ¥’2(1Г,А(7),7)/о

В силу самосопряженности операторов Д(П, 7) при действительных 7 компонен­

ты <рг и фг собственных вектор-функций у>(г, А(7),7) можно считать действи­

тельными, поэтому |^|2 = |<£>112 + |у>212 = <р1 + <Р2- Отсюда следует, что квадрат 

Д2-нормы
а(?)=/ 1Н®. А(7)>7)|2 ^х (2.7)

•1о
I * ’ ' /•• . ։

собственной функции <р(х, А (7), 7), который обычно называют нормировочной по- 

стоянкой, совпадает с интегралом в правой части формулы (2.6) и всегда отличен 

от нуля при 7 € И. Очевидно также, что ^2(к, А (7), 7) / 0, ибо иначе, из един­

ственности решения задачи Коши последовало бы (поскольку ¥>1(тг, А(7),7) = 0), 

что <р(х, А (7), 7) = 0, а это противоречит тому, что <р(х, А(7),7) есть собственная 

функция.

Таким образом, согласно (2.6) значение производной отлич_
ол

но от нуля для любой действительной точки 7. Поэтому, согласно теореме 2.1 

существует комплексная окрестность V С С действительной точки 70, в кото­

рой определена однозначная аналитическая функция А(7), 7 € V такая, что 

А(7о) = Ао и у>1(тг, А(7),7) = 0 для всех 7 6 V. Поскольку 70 - произвольное 

действительное число, то нами доказана аналитичность А(-) на всей действи­

тельной оси. Точнее, существует некоторое открытое множество, содержащее 

действительную ось, где определена однозначнаня аналитическая функция А(-), 

совпадающая с определенной нами ФСЗ при действительных значениях аргу­

мента.
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Из непрерывности ФСЗ следует, что при изменении 7 на [—7г/2,тг/2] 

эта функция принимает все значения от

А(—тг/2) = А(тг/2 - тг) = Ах (тг/2) > 0 до А(тг/2) = Ао(тг/2) < 0.

Следовательно, существует точка ао € (—тг/2, тг/2] такая, что А(а0) = 0. Таким 

образом, доказаны утверждения 1) и 2) теоремы 1.

Известно ([7], [8]), что если р,д € Дцх[0,7г], то для собственных значений опера­

торов Ь(П, а) имеет место асимптотика :
ОО

Ап(а) = п - ֊ + Сп(а), с£(а) < оо (2.8)
п=—оо

для любого а € (—тг/2, тг/2]. В терминах ФСЗ эту асимптотику можно записать
*у

в виде А(7) = —-+0(7), где 0(7) - аналитическая в каждой действительной точке
7Г

функция (с(а — тт)=^Сп(а)), обладающая свойством

ОО

12 «£(«) < оо для любого а е (-тг/2, тг/2]. 
п=-оо

Для доказательства представления (1.8), во-первых, заметим, что для любых 

действительных 7 и /3 имеет место тождество

0А(7) 
$7

[Л(7) ֊ АО?)] ֊ (^•,А(7).7),ЧР(-, АСМ) = 8т(/3 -7), (2-9)

где (<р, V») означает скалярное произведение.

Разделив обе стороны (2.9) на 7 - (3 и устремив [3 -> 7, получаем 

^•М-,А(7),7)||а = -1, 

т.е. (см. (2.7))

= --7~х- (2-Ю)а(7)

С другой стороны, хорошо известно ([7], [4]) представление нормировочных 

постоянных Оп(а)=а(а - тгп) через два спектра :

1 Ап(Д)-Ап(а) А^)-Ап(а)
а„(а) ап(а-/3) Хк(а) ֊ Ап(а) 1 '

для любых (3 таких, что -тг/2 < а < (3 < тг/2. Из определения А(а - тгп) — Ап(а) 

ФСЗ и равенств (2.10) и (2.11) следует представление (1.8). Теорема 1 доказана.
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§3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2
Пусть а и О1 - произвольные точки из (—тг/2,я/2], —?г/2 < а < ат < тг/2. 

Рассмотрим последовательности

рк — А(а - як), ик = A(aj - як), к G 2Z.

Из строгой убываемости функции А(-) следует, что последовательности {м*}*еи 

и {p*}*G2Z перемежаются, т.е.

(3-1)

и имеют асимптотики (см. свойство 3) :
ОО

Шс = к-----+ с(а - як) = к------+ с*(а), У՜' с*(а) < оо,
7Г Я t=-oo

ОО

Vk = к- — + с(сц - як) = к - — + C*(ai), V c*(ai) < оо. 
я я ■е~~'

к=—оо

(3.2)

Известна следующая ([7], теорема 4.2, [8])

Теорема 3.1. Чтобы последовательности {д*}*егг и были спектрами
ЦС1,а) и Ь(?1,оч), соответственно, с матрицей П(г) = -р^х)^’ где

р,д € ^[О.тг], необходимо и достаточно, чтобы они перемежались и имели 

асимптотики (3.2).

Из этой теоремы следует, что существует матрица П1(х) с элементами р, д € 

6 Ь]а[0,7г] такая, что

А*(П1,сг) = рк и A*(fii,ai) = ик, A: G 2Z.

При этом (см. [7], теорема 2.1) величины Оп(П1,а), определенные равенствами

1 _ ^п ֊Мп тт Vk-pn
Ontfli, a) sin(a- - ах) Д* - Мп ’

Лг?&п

n E 2Z,

являются нормировочными постоянными оператора Ь(П1,а), т.е. квадратами 

норм собственных функций <р(х, pn,a), являющихся решениями задач Коши

5^+f2i(x)jj/ = MnV, 

У(0) = sina
- cos a
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Обозначим через {А*(тг/2)}*еи последовательность значений А*(тг/2)=А(тг/2 - 

■к к) функции А(-). Из свойства 1 следует, что эта последовательность будет 

удовлетворять неравенствам (1.4), а последовательность А*(а)^=А(а — тгк) - 

неравенствам (1.5) для любого а € (—тг/2, тг/2).

Если взять вместо оц любую другую точку а2 такую, что а < а2 < тг/2, то, 

совершенно аналогично, последовательности
• '. •

Ик = А (а - пк) и & = А(а2 - тгА;), к € 22

будут перемежаться (... < & < д* < &+х < Дь+х < ••■) и £к будут иметь 

асимптотику
, , а2 . .
£к = к-------- 1- сда2),тг

£ с*(а2)<00.

к=—со

Согласно упомянутой выше теореме 3.1 существует каноническая матрица П2(т) 

с элементами р, д 6 £щ_[0, тг] такая, что

Д* = А^Пг,«)» €* = А* (<22, ск2), к € 22.

При этом величины ап(П2,а), определяемые равенствами

1 _ €п ~ Дп тт & ~ Дп п е ж
Оп(П2,а) 8ш(а - а2) д* - д„’

являются нормировочными постоянными оператора Ц£1г,а). В силу свойства 4 

получаем, что Оп(П2,а) = Оп(П1,а), п Е 22. Таким образом, имеем

Ап(П1,а) = Ап(П2,а), ап^,а) = ап(П2,а), п 6 22.

Согласно теореме В. А. Марченко ([10], [11]) отсюда следует, что Пх(®) = Г22(х) 

почти всюду.

Ананлогичная ситуация будет иметь место для любой пары (а, ап) такой, 

что —тг/2 < а < ап < тг/2. Если выбрать последовательность ап сходящейся к 

а, то из вышеприведенных рассуждений следует, что существует единственная 

каноническая матрица П с элементами р, д е £^[0, тг] такая, что

А*(П, ап) = А(ап - тгА) 
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для любых к е 2Z, п = 1,2,3,.... Отсюда будет следовать, что ФСЗ семейства 

операторов Дирака {L(fl,a), а € (-тг/2,?г/2]} совпадает с функцией А(-) на 

сходящихся последовательностях ап — irk —> а — irk, к €22. Поскольку обе эти 

функции аналитические (свойство 2), то совпадают всюду, где они определены. 

Теорема 2 доказана.

ABSTRACT. The concept of an eigenvalue function of a family of Dirac 
operators is introduced. Necessary and sufficient conditions ensuring that 
a function belongs to this class are obtained.
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