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О СИЛЬНО ГИПОЭЛЛИПТИЧЕСКИХ МНОГОЧЛЕНАХ

В. Н. Маргарян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
т. 31,№ б, 1996

В работе найдены необходимые и достаточные условия для сильной 
гипоэллиптичности многочленов с постоянными коэффициентами.

ВВЕДЕНИЕ

Пусть ПГ* и С" - п-мерные вещественные и комплексные эвклидовы простран

ства

= R = (6, •••> Ы е пт* : & >0,5 = 1,..., п},

и пусть 22" - п-мерное пространство мультииндексов, т.е. точек а = («1, ...,ап)

с целыми неотрицательными компонентами. Для £ Е ПТ* и а Е 22" положим

Г _ 1 х/а
04 , К1“=к11в։--кп1“%

п.

Определение 1. Многочлен Р(£) = £ 7оЛа> ?№ (Р) = {а,}1 С 22
ае(Р)

называется гипоэллиптическим, если при ||£|| —> оо

РрР(£) 
Р(£)

/ЗбИ", 1/31/0.

Для данного многочлена Р положим 2>(Р) = R £ С" : Р(£) = 0}, а через 

<3р(£) обозначим расстояние точки ( от множества 2>(Р). Известно (см. [1], лемму 

4.1.1), что для любого многочлена Р с постоянными коэффициентами существует

постоянная с = ср > 0, для которой

с>«) Е

1/з|>о

РРР(£) 1/|Э|
, £Е1Й.", РЮ/0. (0-1)
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Из оценки (0.1) немедленно следует, что если многочлен Р гиппоэлиптичен, то 

<(р(£) —> °° при ПСП Поэтому, не умаляя общности, всюду ниже будем 

считать, что <1р(() > 1 для всех £ 6 П1п, если многочлен Р гипоэллиптичен.

Определение 2. Функция А(£) > 0, £ £ Ш." называется весом гипоэллиптич

ности многочлена Р, если для некоторой постоянной с > 0

А(С)<сЙр(<), УСбК11.

Определение 3. Многочлен Р называется сильно гипоэллиптическим, если

Р(4) —> оо при ЦСП —> оо и с некоторыми постоянными с, М > 0

|Р(С)1 <<^(С), СбШЛ ||С||>^ т = ог<1Р = шах |а|.
огб(Р)

Пусть R - однородный многочлен и г £ 5 = {£ £ Ш." : ||СН — 1} является его 

нулем, Я(т) = 0. Обозначим через огИдт порядок нуля т, т.е. натуральное число г, 

для которого ПрК(т) = 0 при |/3| < г и 53 |-О^Я(т)| 0. Пусть 5(Я) = {т £ 5 :
101=г

Я(т) = 0}. Для многочлена Р(£) при 4 > 0 положим

Р(с,«) =

В настоящей работе мы находим необходимые и достаточные алгебраические 

условия для сильной гипоэллиптичности многочлена Р(С) с постоянными коэф

фициентами.

§1. ЛИНЕЙНАЯ ТРАНСФОРМАЦИЯ СИЛЬНО

ГИПОЭЛЛИПТИЧЕСКИХ МНОГОЧЛЕНОВ

Пусть многочлен Р с постоянными коэффициентами сильно гитттгоэлитттичен.

Тогда в силу оценки (0.1) для некоторых постоянных с, М > 0

с-1|Р(С)|<^(С)<с|Р(С)|, септ*, ||С||>м, т = от&р. (1.1)

Лемма 1.1. Пусть Р - многочлен с постоянными коэффициентами, а Т - 

линейное ограниченное обратимое отображение Т : Ш.” >—> Ж/1. Тогда для 

некоторой постоянной с = с(Т) > 0 и для всех т) £ Ш.”, г = 0,1,..., т имеем

с-1 £ |р;р(Тл)| < £ |РвР(ТЧ)| < с £ \О°Р(Тт))\. (1.2)
|а|=г |а|=г |а|=г

Доказательство очевидно.
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Следствие 1.1. Если многочлен Р с постоянными коэффициентами сильно 

гипоэллиптичен, а Т - линейное ограниченное обратимое отображение Т : 

ПГ >—> !ИП. то многочлен (?(т/) = Р(Тт)} также сильно гипоэллиптичен.

Лемма 1.2. Пусть Рт(£) 0 - однородный многочлен порядка тп, и пусть

г1,!՜" Е <$(Рт). Если порядок нуля многочлена Рт в точке т՛ равен тп, то для 

любых чисел <1, <2

Рт(*1^+*ЗТ") = 0.

Доказательство. В силу того, что огИр,,,^ = тп, т" Е 3(Рт), учитывая 

формулу Тейлора, имеем

'« ' >=0|а|=>

= Е Е = Е —^(т/)(*зт,/)°=<грт(т") = о.
У=О|а|=) ’ |а|=т

(1-3)

Лемма 1.2 доказана.

Следствие 1.2. Если в условиях леммы 1.2 огс!ртт" = тп, то оп!рт (^т'+^т") = 

= тп.
т

Лемма 1.3. Пусть Р(() = $3 Ру(€)» где Р,’(£) = 52 7а£°> ~ многочлен с 
л=1 Не

постоянными коэффициентами и Р(т) = 0, т Е Ш.п. Если отАрт = тп, то для 

любого т)€ТЯ.п Р(т + т]) = Рт(т)).

Доказательство. В силу формулы Тейлора

р(т+т]) = 52 в-~ст~ча = Е = Е =Р^-
о |а|=т |а|=т

т
Лемма 1.4. Если многочлен Р(£) = ^2 рт(£) 0 порядка тп сильно

У=1
гипоэллиптичен, то для любого т 6 5(Рт) т =огдртт = тп.

Доказательство. Пусть < > 0 - любое число. Тогда для некоторых постоянных

С1, сг > 0, с3 > 0 имеем

|Р(*-г)| < С1*т-1
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52 |PaP(tr)|> £ \DaPm(tr)\-^ |D°[P(tr) —Pm(tr)]| > cat՞*֊’՜ —с3<т_г֊1. 
|o|=r l«l=r
Отсюда, из оценка (0.1) и сильной гипоэллиптичности многочлена Р при всех

t > 1 с некоторой достоянной с< > 0 имеем

оо > с > dP(tr) 52
|о|=г

|Д°Р(<т)|11/г
|р(*т)1 J -

>с< 5Z
|а|=г

• l-PaPftr)l
JP(*r)|1-7m

qi/r c2tm-T -с3Гп-г-1]1/г
c1t(m-1)(1-r/’n)

откуда немедленно следует, что т = т.

Лемма 1.5. Пусть 0 - однородный многочлен порядка т, и пусть

т1, ...,т* G <S(Pro) линейно незавосимы. Если

ordpmrJ = т, j = 1,..., k, Рт(£) / 0 при £ G Ж" е {т1,..., т*}։

где {т1,..., т*} - линейная оболочка, натянутая на векторы {т1,..., г*}, то сущест

вует линейное ограниченное обратимое отображение Т : К." >—> Ж” такое, что 

многочлен = Рт(Тт)} удовлетворяет следующим условиям :

а) С} однороден порядка тп,

б) С}(т)} не зависит от переменных т)п_к+1,

в) (2(т]) / 0 при |»?1| + ••• + |»?п-к| / 0, т.е. С} эллиптичен относительно 

переменных г)1, ...,г)п^к-

Доказательство. Дополним точки до базиса в Жп. Пусть в1, ...,вп~к, г1, ...,т* 

является базисом в Ж.”. Через Т обозначим оператор

0 1 ... 0 / р1 ...’1 Ч •■•’1 \
Ь о .?. 1/ <■■■<)

В силу линейности оператора Т и однородности порядка т многочлена Рт для 

любого < > 0 имеем

Q(tT)) = Pm(Ttt]) = Pm(tTr]) = tmPm(TT)) =

т.е. утверждение пункта а) леммы.
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Покажем, что многочлен ф(т?) не зависит от переменной т)п. В силу утверж

дения пункта а) леммы многочлен (т}) можно представить в следующем виде :

п»
<Э(’?) = Е’^ 52 . а' = (а1,...,ап-1). г)' =

1=1 |а'|=т—У

В силу леммы 1.1

е<"> = (0,0,1) = Т-1т* € 8(С}), отйде^ = т.

Используя это, получим, что 0 = С(е<п> = £(0',т). Допустим, что

<5(а',у) = О, п»>у>г>0, а'бИ՞՜1, |а'|=т —у.

Покажем, что 6(а', г - 1) = 0 для всех а' е И”՜1, |а'| = т — г+1<т. Пусть 

/3' 6 22”-1, |/б'| = тп—г+1 - любой мультииндекс. Так как, в силу предположения

.<?(»?) = Е^ Е 
1=0 |а'|=т-у

и Я7С2(е(п)) = 0 для всех 7 6 22”, |7| < т — 1, то

О = |Р^(?(е(”))|=/3'!<5(^,г-1)>

т.е. 6(/3',г— 1) = 0. В силу индукции отсюда получим

= Е *(а'.О)0/)“', 
|а'|=тп

т.е. многочлен Q(т]) не зависит от т)п. Аналогичным образом доказывается, что 

многочлен СЦт)} не зависит от г)п-!, ...,г]п_к+1, т.е. <?(։;) = С)(г)1,...,т)п_к,О,...,О). 

Утверждение пункта б) доказано.

Теперь докажем утверждение пункта в) леммы. Пусть, наоборот, сущест

вует точка е = (ех, ...,еп_к, 0, ...,0), ||е|| / 0 такая, что (Э(е) = 0. Так как 

е, е”՜*՜*՜1, ...,е” линейно независимы, то Те, т1, ...,тк также линейно независимы 

и Рт(Те) = (}{е) = 0. Это в силу леммы 1.3 и следствия 1.2 противоречит усло

вию Рт(£) 0, £ € Ш.” © {т1,..., т*}, так как Те можно представить в виде

£ + 4, где £ £ {т1,...,?-*}, £ ± £ и £ 0. Полученное противоречие доказывает

справедливость утверждения пункта в). Лемма 1.5 доказана.



О сильно гипозллиптических многочленах 19

Теорема 1.1. Пусть многочлен Р порядка т сильно гипозллиптичен. Тогда 

существует натуральное число к, 1 < к < п и линейное ограниченное обратимое 

отображение Т : Ш." •—> Ш.” такое, что многочлен

Шп) = р(Тт>) = 
3=1 

удовлетворяет следующим условиям:

а) Q сильно гппоэллиптичен,

б) многочлен (}т(г)) = С3т(т)1, —,*?*, 0,..., 0) эллиптичен относительно пере

менных Т)1, ГЦ:.

в) ф(0,0, г)ь+1, •••, т)п) гипозллиптичен как многочлен от переменных г)ь+1, 

...,т)п свесом |ф(0...... 0։%+1,...,Г7п)|1/т.

Доказательство. Утверждение пункта а) следует из леммы 1.1. Утверждение 

пункта б) следует из лемм 1.4 и 1.5. Докажем утверждение пункта в) теоремы.

Так как в силу утверждения пункта а) теоремы с некоторой постоянной с > 0
1/|а|

|а|>0
чеш.", Qfo)^o,

то для всех Т)" = , rçn) G IR" *

1<?(о,л")11/т £
|о|>0

таких, что Q(0', rf') ф 0, имеем

-D“Q(0',O 1/101 
Q(0',»?") -с‘

Отсюда немедленно следует утверждение пункта в) теоремы, так как ф(0', г/') —> 

—> оо при Цт/'Н —> оо. Теорема 1.1 доказана.

Для натурального k, 1 < к < п, через А* обозначим множество тех сильно 

гипозллиптических многочленов Р, для коорых

I) . 0") / о при lie'll 0, е' = (€1, rn =ord Р;

II) Р(0',£"), е" = (&+1>— >е«») гипозллиптичен с весом |Р(0',e,z)|1/т. 
п

Положим А = (J Afc. Теорему 1.1 можно переформулировать следующим обра- 
fc=l

зом:

Теорема 1.1'. Многочлен Р сильно гипозллиптичен тогда и только тогда, когда 

существует линейное ограниченное обратимое отображение Т : Ш.” >—> Ш.” 

такое, что Р(Т^) € А.
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§2. РОСТ МНОГОЧЛЕНА И СИЛЬНАЯ ГИПОЭЛЛИПТИЧНОСТЬ

Предложение 2.1. Пусть Р — многочлен с постоянными коэффициентами. 

Тогда для любого е > 0 и любого £ е Ш." существует постоянная 6 > 0 такая, 

что |р(£ + ’?)| < *|р(£)1 °ри 1Н1 < е<М£) •

Доказательство. В силу оценки (3.3.7) работы [1] и нашей оценки (1.1) для 

всех ||т/|| < £ € ®-‘ имеем

|Р(£ + »?)1< вир 1^(£+ ’?)!< 
1Ы1<‘Ме)

< С1Р«,^рЮ) < с2£|Р“Р(0|#|(£)) < с3|Р(4)|, 
а

где С1,са,сз > 0 ֊ некоторые постоянные.

Следствие 2.1. Если многочлен Р сильно гипоэллиптичен, то для любого 
.. , » * *•'',* « ' (

числа е > 0 и любого £ 6 Ш.” существует постоянная 6 > 0 такая, что 

|Р(4 + п)1 < «|Р(£)1 °ри ||п|| < е|Р(£)|1'т, т =ог<1 р.

Предложение 2.2. Для любого многочлена Р существует постоянная <5 > О 

такая, что

«+»?)>«р(0 при 1Н1<^р«)> 6ч € ж.". (2.1)

Доказательство. Выполнение неравенства (2.1) достаточно показать для тех

для которых (1р(£) 0. Пусть, наоборот, существуют последовательности {СИ°

и такие, что

Нч'Н<|<МГ)^о, 3 = 1,2,... + Ч') лИ --- J . - -> 0 при 3 -4 ОО.
ер«’)

В силу замкнутости множества 2?(Р) для любого з существует точка 6 2?(Р) 

такая, что dp^+t]*) = ||С+’7* ~С||- Отсюда, при достаточно больших в, имеем

ПС-СП = 11Г + ^-(С-^)11<11Г + ^-ГН + 1И1 <
1 ?

<dp(e+v‘) + MC)<Mc)>£• U

что противоречит определению dp(^). Предложение 2.2 доказано. 



О сильно гипоэллиптических многочленах 21

Следствие 2.2. Если многочлен Р порядка т сильно гипоэллиптичен, то для 

любого f G Ш." существует постоянная 6 > 0 такая, что |Р(£ 4- я?) | > <5|P(f)| при 

ihii<i/2|p(ai1/"՛.

Доказательство немедленно следует из предложения 2.2 и определения сильной 

гипоэллиптичности.

Предложение 2.3. Пусть для многочлена Р порядка т P(f) = P(f, 1) —)■ оо 

при ||£|| -> оо. Если для некоторых чисел 6, к > 0 и достаточно больших £ 6 IRn 

|Р(£ + »?)1 < *1Л£)1 IMI < 1/21^(01"» р(£) -> оо при ||<|| -> оо.

Доказательство. В силу оценки (3.3.7) работы [1] с некоторой постоянной с > О 

и при достаточно больших f Е IR" имеем

Р (е>< с sup |P(f + 7?)| < c<5|P(f)|. (2.2)

Отсюда, с некоторой постоянной ci > 0 и при достаточно больших f имеем

р(е\ < г _____ 1Р^)1_____ О ЧА
<0- Е|.|<„|Р(«)1-1“1' ( ’

Утверждение предложения немедленно следует из неравенства (2.3), так как в 

противном случае существовала бы последовательность {£*}”, ||f’|| —> оо при 

s —> оо такая, что |P(f*)| =const^4 0.

Предложение 2.4. Если в условиях предложения 2.3 к = 1/тп, то многочлен Р 

сильно гипоэллиптичен.

Доказательство немедленно следует из предложения 2.3 и неравенства (2.2).

Лемма 2.1. Если для однородного многочлена Рт(4) 0 с некоторой постоян

ной с > О

El^Pm«)l<c|Pm(f)|(’n-1)/"’,' fern.", (2.4)
i=i

то для любого т Е 8{Prf.) ordpmr — m.

Доказательство. При m < 2 доказательство немедленно следует из неравенства 

(2.4). Пусть m > 2, т Е S, Рт(т) = 0 и ordpmr = I. Покажем, что I = тп. В силу



(т—1)/т

(т—1)/т
Н-1

а!
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оценки (3.3.7) работы [1] с некоторыми постоянными с-^с? > 0 имеем, что при 

1>0 п __ "
У'|Р,Рго(т,<)| <С1£2 вир |РуРто(т + »/)| < 
1=1 ,=111«НП<*

<С1Су вир |Рт(т + ^)|(т-1)/т<С2^ 6л“Рга(т)|^ 

^ПчЛ1<‘ |а|>/ ' “•

Откуда

£ £ |Р,^Рт(т)| < С, $3 

у=1101=1-1 1“1>'
Так как

£ 52 |^Рт(т)|/0, огаРтт = /։ 
>=1101=1-1

то отсюда имеем, что — / + 1 < О, т.е. I > т. Лемма 2.1 доказана.

Предложение 2.6. Пусть Рт - однородный многочлен порядка т. Если для 

любого т 6 5(Рт), отбрит = тп, то неравенство (2.4) выполняется.

Доказательство немедленно получается использованием лемм 2.1 и 1.5.

Лемма 2.2. Если однородный многочлен Рт удовлетворяет неравенству (2.4), 

то для любого мультииндекса а 6 И", |а| > О существует постоянная сх > О 

такая, что

Р“Рт(е)| < с1|Рт(^)|<’п-|“1)/т, £ е пг*.

Доказательство. Пусть т1,..., тк € 3 - все независимые корни многочлена Рт. 

В силу предложения 2.5 имеем огс1ртт* = т, ) = 1,..., к. По лемме 1.5 существует 

линейное ограниченное обратимое отображение Т : ПТ* ।—> ПГ* такое, что 

многочлен С)т(т)} = Рт(Тл) не зависит от т)1, ...,т)к и с некоторой постоянной 

Х>0

\QrnMI > х(|^+1|а + • • • + Ы2)т/2, Г) е пт*.

Используя это, получим с некоторыми постоянными Х1> Х2> Хз > 0, = Тт) 

1^Л»Ю1 < XI 52 |^с?т(т-Ч)1 <Х2(Ь№+1|2 + ••• + |<|2)(га-‘)/3 < 
101=|а|

< хз|<2га(т-Ч)1(т-|а|)/га = хз|Рт«)|(т-|а|)/т, е е ПТ*.

Лемма 2.2 доказана.



О сильно гидоэллиптических многочленах 23

Предложение 2.6. Если однородный многочлен Рт удовлетворяет неравенству 

(2.4), то для любого ГП1, 0 < тщ < тп существует постоянная 6 > 0 такая, что

1« + »?)! + 1К+< *(|Р.»«)1 + 1К1Г1)

при
1Ь||<|(|Рт«)1“ + 1ИП^), 1кП>1. (2.5)

Доказательство. С некоторыми постоянными С1,сз,сз > 0 в силу леммы 2.2 

имеем
|Pn.«+»?)i < |pm(£)i+cx £ |PaPm(oi4^<

|а|>0

<|Лп(01+са $2 |Рга(О1<”‘-։“П'"’ (|Рт(01^ + 1Ю1^)<
|а|>0

<сз |Яп(£)|+ |pm(e)|("‘-i«i)/"‘nei|i»i’»*/m
1«1>0

Применяя неравенство Гёльдера, отсюда для гр удовлетворяющей неравенству 

(2.5), получим

|Рт(< + ч)1 < с<(|Рт(С)| + нет). <> Г) е №.

С некоторыми постоянными С5, се > 0 и при всех £, тр удовлетворяющих неравен

ству (2.5), получим

не+’?нга1 < с8(1кпт։ + |мг։) < сбП^п.

Из этих двух неравенств немедленно следует предложение 2.6.
т

Лемма 2.3. Если многочлен Р(£) = 52 Р/(£)> Ру(£) = 52 ?<։£“ сильно гипоэл-
х-1 |а|=У

липтичен, то неравенство (2.4) выполняется с некоторой постоянной с > 0.

Доказательство немедленно следует из леммы 1.4 и предложения 2.5.

Лемма 2.4. Пусть Р(£) = Pm(Ç) + Pmi (f) + R(() - многочлен с вещественными 

коэффициентами, где

Рт(0 = S = Е <5(Рт) П5(Рт1) = 0, m > mi > 0.
|or|=m |a|<n>i
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Для сильной гипоэллиптичности многочлена Р необходимо и достаточно выпол

нение условий (2.4) и

Р(£) ֊> ос при ||£|| ֊> оо. (2-6)

Доказательство необходимости немедленно следует из леммы 2.3 и определения 

сильной гипоэллиптичности. Для доказательства необходимости покажем, что

|Рт(е)1 + |Л»1(«)1<с(|Р(01 + 1), гепт, (2.7)

где с > 0 - постоянная. Предположим обратное, что существует последовательн- 

соть ПСИ -* °°> которой

|Рт(е)^+)1|Рт1(е)|_>0 “Р”*՜*00’ (2֊8)

Тогда для некоторой подпоследовательности последовательности {£'} (не умаляя 

общности, возьмем саму последовательной» {£*})

||£«|| т £ <$(Рт)՛

Из условия Рт, (т) / 0, т 6 <$(Рт) леммы и соотношения (2.6) следует, что Рт, (т) 

имеет тот же знак, что и Р(() на бесконечности (пусть, ради определенности, 

положительный). В силу вещественности Р(£) и соотношения (2.6) Рт(£) > О, 

( Е ПС1. При достаточно больших з с некоторыми постоянными С1,С2,Сз, с< > О 

имеем

|Р(£‘)1 +1 > |Рт(Г)| + |Рт։(С)1 ֊ |(Р - Рш - рТО1)(Г)1 =

= |Рт(С)| + |Рт։(С)| - |Я(£')| > |Рт(О| + С1Це||т1 - с2|к'Цт։՜1 >

> |Рп.(С)| + сз||Г11га։ > <ч[|Рт(С)| + |Рга։(Г)|]-

Это противоречит соотношению (2.8) и доказывает неравенство (2.7). Теперь 

достаточность утверждения леммы немедленно следует из оценки (2.7) и пред

ложений 2.6 и 2.4.
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§3. ВИД СИЛЬНО ГИПОЭЛЛИПТИЧЕСКИХ МНОГОЧЛЕНОВ

Теорема 3.1. Пусть Q^շ, ...,&,) ~ гипоэллиптический многочлен от (п — 1) пе

ременных с вещественными коэффициентами. Тогда существует сильно гипоэл

липтический многочлен Р(£1, ...,&») такой, что Р(0,£2, ...,£„) = —։^п)-

Доказательство. В силу условия теоремы для некоторого четного т > 0 имеем
г > п VI«!

а' = (а2,.... а»), (' = ((2, ...,£.) е ПС”՜1, (?(£') 0.

Положим Р(£) = где

д _ Г 1, если <?(£')->+оо при |К'||-» оо,
1—1, если С}(£՛) -> -оо при ||£'|| -> оо.

Тогда с некоторыми постоянными С1,с2, сз > 0 и при достаточно больших £

имеем

im1/m Е
|а|>0

DaP(t)
ЛО

1/|а|

<ci[kin-mi1/n։]E Е 
г=1а1=г=|а’| kiim+mi

|д?чг1 + |р«,(?(е,)1

г=1 а,=г=|а'|
Е тЦ&Г- । 1Д“'<Ж')1

н(|бim-r + iQ(e)I1-~) ыт-' + mi1՜»
Отсюда немедленно следует утверждение теоремы 3.1.

Лемма 3.1. Пусть Р(£) = ^2 7а€а б А* - многочлен порядка т, а к, 1 < к < п 
«е(Р)

- натуральное число. Тогда

|Р(Г,о")1<с[|Р(0| + 1], = Г = (€*+1,....,Сп),

где с > 0 - некоторая постоянная.

Доказательство. В силу сильной гипоэллиптичности многочлена Р с некоторой 

постоянной С1 > 0 имеем, что

■|Ло,Р«)|11/(т-1) 
. 1Л£)1 .rai1/m Е € е ПТ. (3.1)
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Так как в силу условия Р G Ajt

52 7<Л" = 52 7(а',0»)(С')0 > 
|or|=m |a|=m

то для любого a G 2Z", |а| = т — 1 имеем

DaP!£) = DaPm(£)+Da(P-Pm'№) = В“ Pm(£', 0")+const = DaP(£՛, 0")+const.

Поскольку однородный многочлен Лт(т/) может быть представлен в виде

ЯпЬ) = ^ Е DaRm№°>

то в силу условия Р G Ак с некоторой постоянной с2 > 0 и при всех £ Е IRn 

имеем
£ |flQ-pm(*)l> Е \оаРт(С 0")| > 

|<y|=m—1 |а|=т—1
> -|Рт«',0")|1/т > £-|Р(€',0")|1/’п - const, 

т

Из неравенства (3.1) получаем

<* > swi1/m
Г|Р(€',о")|1/т11/(т"1) ____ |Р(4)11/т

|Р(01 |Р«)р/(™-1)’ £ еж.”,

откуда следует утверждение леммы, так как |Р(£)| -> оо при ||£|| -> ос.

Лемма 3.2. Пусть функция Л(£) > 0, для которой + т]) > <УА(£) при 

||т?|| < 1/2Л((), является весом гипоэллинтичности для многочлена Р. Если для 

многочлена с некоторой постоянной с > 0 и числом т > О

лгК)1<ж)1 < с[|р(е)|+1], (ег,
то с некоторой, быть может другой, постоянной ci > О

fc|o|+r(€)|PeQ«)|<c1[|PK)|+i], £eiR՞, crezz;.

Доказательство. В силу оценки (3.3.7) работы [1] и предложения 2.1, настоящей

заметки с некоторыми постоянными са, сз > 0 имеем

Лг(£)ё(£,Л(<)/2)<Лг(£) sup |Q(£-l֊n)l < с2 sup |br(£ + ’W + ’7)l < 
Пт11<л(€)/2 Пч11<л(е)/2

<с2с sup [|Р(€ + ч)| + 1)<сз[|Р(01 + 1], f G г.
11ч11<М€)/2

Отсюда немедленно следует утверждение леммы.
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Лемма 3.3. Пусть Р(£) = 52 7аС* € Л* - многочлен порядка т, а к,
°е(Р}

1 < к < п - натуральное число. Тогда для любого мультииндекса Р £ 22*, 

|/?| > 0 существует постоянная с > 0 такая, что

1<3/>(£)1<с[|Рф| + 1], £еП1"։ (3.2)

где

(ЫС) = £ 7а',а«(Св'«"Г". £' = Ю> ••••.&), Г = (&+1, ....,€п). 
о€(Р) о‘=А

Доказательство проведем методом индукции по |/3| < т. При |/3| = т утверж

дение настоящей леммы совпадает с утверждением леммы 3.2. Пусть неравен

ство (3.2) верно при всех р 6 22*, 1 < |/3| = г < т. Докажем его для Р 6 22*, 

1Р1 = г — 1. В силу сильной гипоэллиптичности многочлена Р с некоторой посто

янной Сх > О
|Р(€)|1/т ^рю 

р®
< С1 < ОО, (екв.

Так как

РЮ = Е <ЬЮ> 
7622*

то для любого £ € П<п, Р(£) О

С1 > |РЮ11/т

1/(г-1)Е ^О7Ю + Р»/3(?^Ю 7еи‘,
= |РЮ11/т

Р(^)

7бИ*,7>0 РЮ
1/(г-1)

В силу леммы 3.2 и нашего предположения с некоторой постоянной сг > 0 и при 

достаточно больших £ Ш." имеем

|рю11/т|:^^ 1/(г-1)
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Поскольку

то отсюда с некоторой постоянной сз > 0 и при достаточно больших £ Е Ш.п 

имеем
|РЮ|(-1)М (^(0—р^} ьсз,

В силу непрерывности многочленов я Р с некоторой постоянной с< > 0 и при 

достаточно больших £ 6 Ш-" отсюда имеем

1<?/з«)1<с4|РЮ11-(г-1)/т(еУ- (з.з)
Так как из определения множества А и леммы 3.1

||£'1Г < с։[|Р(Г,0")| +1] < сб[|р(е)| + 1], £ € пе,

то утверждение леммы немедленно следует из неравенства (3.3).

3.4. Пусть Р(() = 52 7о^а € Ак - многочлен порядка гп, а к, 1 < к < п -
<»е(Р)

натуральное число. Тогда с некоторой постоянной с > О

|Р(0',Г)1<с[|Р(£)| + 1], (6,....,&), €" = (6+1, 6).

Доказательство немедленно следует из леммы 3.3 и неравенства треугольника, 

так как

р(о',€") = р(€)- £ 07(е), 
Тб=^ 

т>0

где многочлены определены выше.

Лемма 3.5. Пусть Р(() 6 А* - многочлен с вещественнтлупг коэффициентами, а 

к, 1 < к <п натуральное число. Тогда с некоторой постоянной с > О

1 + |Р(0',Г) + Р(£',0")| > с[|Р(0'։С) + Р(£',0")|],
(3-4)

(епт, €' = (6>--.6), €" = (6+1,.....6).

Доказательство. Так как Р(€/,0") эллиптичен относительно а Р(0/,^//) ги-

поэллиптичен относительно и оба являются многочленами с вещественными 
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коэффициентами, то знаки на бесконечности они не меняют. Поэтому для до

казательства неравенства (3.4) достаточно показать, что Р((',0")Р(0',(") > О 

при достаточно больших Пусть, наоборот, существуют последовательнос

ти к''}!° и {£Н€ ’Н “*■ °°> Н€”'П 00 при 3 ОО такие, что

Р(С, 0")Р(0',("') <0, в = 1,2,...

Тогда в силу непрерывности и вещественности многочлена Р существует после

довательность для которой

||т‘||> пш1(||£''||, |К"‘||), Р(т*) = 0, 8 = 1,2,...

Это противоречит гипоэллиптичности многочлена Р. Полученное противоречие 

доказывает справедливость утверждения леммы 3.5.

Как показывает следующий пример, утверждение леммы 3.5 перестает быть 

справедливым для многочленов Р £ А с комплексными коэффициентами.

Пример. Пусть Р((1, (г) = £? + — £2- Тогда Р 6 А1, так как Р семиэллип

тичен, но соотношение
|Р(6>о)1 + |Р(о,6)1

1+|Р(£1,0) + Р(0,6)|

неограничено на Ж2.

Лемма 3.6. Пусть Р(£) = € А* - многочлен порядка т, а к, 1 < к < п
«£(Р)

- натуральное число. Тогда для любого мультииндекса /3 6 22* существует 

постоянная ср > 0 такая, что

1ОДГ)1 < сд[|Р(0',П11-|/’|/т +1]. Г € пг-*, (3.5)

где

<2^Г) = Е 7а(Г)“"։ €' = «1..... ,&), Г=(6+!......Лп).
<*€(Р)

Доказательство. При достаточно больших £ € Ж.п имеем

|р({)11/т /1/։1 < с.
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Следовательно, при достаточно больших к имеем, что

|р(о',Г)11/га ДрХ’,-р|/"' с- <3-6)

Так как Л^Р(0',^") = ^3!^(4"), то неравенство (3.5) немедленно следует из 

соотношения (3.6).

Лемма 3.7. Пусть для многочлена Р(£) выполняются условия предыдущей 

леммы. Тогда для любого мультииндекса /3 6 существует постоянная ср > О

такая, что

О < сД|Ри',о")| + |Р(0'О + 1], ее пт.

Доказательство. Утверждение леммы очевидно для |/3| = тп и /3 = 0. Пусть 

/3 е 22*, 1 < |/3| < гл — 1. Тогда в силу неравенства

|։су|<Н+1^, р>д>1, - + | = 1 (3.7)

имеем

1€'№О < 1/?1л— (1^10™^ + 1^01^ <

<1^|!1^1|е,11^ + ^^|0 (€")|^։ ебИГ.

Применяя неравенство (3.5) и учитывая, что Р(£', 0) эллиптичен относительно 

е', получим утверждение леммы.

Следствие 3.1. Пусть к, 1 < к < п - натуральное число, а Р(£) Е Л*, 

£' = (€1։•—»<*)։ €" = (&+1> —•>&։)• Тогда с некоторой постоянной Ср > 0 и при 

всех е 6 1Л-П

с-1[|р(о',е")|+|р(е', о")|] < 1 + |р«) । < с[|р(о',е")1 + !-?(£'. о")|+ц.

Лемма 3.8. Пусть к, 1 < к < п -натуральное числое, Р(£') - многочлен порядка 

т, С = (€1,—.,(к), С = (&+1,-—,4п), Я(^") и Q(C,) ~ многочлены от £"■ ^сли 

для некоторого мультииндекса Р 6 22* и постоянной с > 0

КГ 130<с[|Р(П1 + |ИО + 1], ееПГ, 
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то с некоторой другой постоянной Ci > О

IQO < cdl-Rtf")!1՜^ +1]. Г е пт՜*.

Доказательство. Очевидно, |/3| < m и утверждение леммы при |/3| = m 

тривиально, ибо тогда Q(£") =const. Пусть

<1 = ... = <fc=t|Q(^)|^r։ o<|/3|<m-l, t > 0.

Тогда

KTIQO = ^Ш")1^+1 =*|/5||«(Г)1^

и, следовательно, с некоторой постоянной сг > О

*1/’||ё(^)|=5Ьт < С[|Р(£')| + |л(£")| +1] < са[его|«(Г)|=^ + |я(<")| +1].

Отсюда немедленно следует утверждение леммы 3.8.

Пусть В - некоторое множество из 2Z* , £' = (&, ....,&), = (&-ц, •••ч^п)-

Теорема 3.2. Пусть Qp(£"), Р ЕВ - такие многочлены с постоянными коэффи

циентами, что для многочлена

Р(^) = £
Рев

выполнены следующие условия :

I) Р(£г, 0”) эллиптичен относительно ;

II) Р(0',£") гипоэллиптичен с весом |P(0z, ™ =ord Р ;

III) с некоторой постоянной с > О

i+|р«)1 > | Е кжо>
рев

IQ3^")l<c[|P(o',r)l1_^ + i], €entn, рев.

Тогда многочлен Р сильно гипоэллиптичен.

Доказательство. Достаточно показать, что для любого a € К", |а| > 0 и при 

достаточно больших ( G IRn

|P(ai|a|/™ !^*^ < const < оо.
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Для любого мультииндекса а е 22", |а| > 0 и при достаточно больших £ € Ш." 

имеем

|РК)||.|М < V <
15,1 р«) - й; |р«)|‘-У

< 2 ул |Ра'(£Г1 • |Дд"^(Г)1 < 2 у 5

Р>а՛ »><•'
где

5 ||Г1|1/?|-1‘,,||Д0,"<?д(Г)1
0 |Р(0',4")11-^ + 1^«'>0/')|1-^1՜

Так как при |а"| > т — |/3| Л° = 0, то

52 8Р = 52 8Р- 
рев,в>а' рев,р>о' г* ՝н֊ |/։|<л.-Т«"|

Применим неравенство (3.7). Для любых [3 € В, а! < /3, |/3| < т— |в//|, постоянных 

С1, с3 > 0 и достаточно больших ( Е Ш-”, из условий I), II) и лемм 3.2, 3.8 получим

< С1 [ ____Н£Т^2_______ + |Да,,^(^)1:иТ;;1г11^1 1 < С2
“ С1 [|Р(0',е,)11-^ + |Р(С.0")11՜^ |Р(0',£")11-^1 + |Р(£',0")|1-^] _ С2‘

Этим утверждение теоремы 3.2 доказано.

Следствие 3.2. Многочлен R сильно гипоэллиптичен тогда и только тогда, 

когда существуют натуральное число к, 1 < к < п и линейное обратимое 

ограниченное отображение Т : Ш." ।—> Ж.” такие, что для многочлена Р(т?) = 

= К(Тт)} выполнены следующие условия :

I) Р(^', 0") эллиптичен относительно = (&, ;

и) Р(0',£"), С' = (&+ь "ч£п) является гипоэллиптичным многочленом с 

весом |Р(0',(")|1/т, т =ог<1 Р;

ш) для некоторой постоянной с > О

с-152 < 1 + |Р(€)1 < с[|Р(0',Г)1 + |Р(Г,0")1 + 1], ( е пг,
а1 

где многочлены Qa, (£") определены выше.
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Доказательство следует из теорем 1.1, 3.2 и лемм 3.3, 3.4.

ABSTRACT. The paper presents necessary and sufficient conditions for 
the strong hypoellipticity of polynomials with constant coefficients.
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