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Данная работа является продолжением исследования, начатого Р. В. Амбарцумяном и В. К. Оганяном в первой статье под тем же названием (настоящий журнал, том 29, №4, стр. 3 - 51, 1994). В статье I был определен класс конечно—аддитивных функционалов (валюаций) в пространстве 1Е плоскостей в Ж3. Задача состояла в нахождении локальных условий, при которых эти валюации определяют (порождают) знакопеременные меры в 1Е. Было замечено, что задача распадается на две части : анализ первого и второго порядков. Предыдущая статья содержит только анализ первого порядка : были найдены необходимые локальные условия в терминах “флаговых плотностей” от которых зависят валюации. Однако, полное решение требует также и анализа второго порядка. Настоящая статья заполняет этот пробел и дает необходимые и достаточные локальные условия порождения мер.

§1. ВВЕДЕНИЕОдной из находок комбинаторной интегральной геометрии [1], [2] есть класс конечно-аддитивных функционалов (валюаций), определенных на кольце V в пространстве 1Е плоскостей в Ж3 (кольцо V определяется ниже). На первом этапе использование этих валюаций было ограничено представлением мер на множествах из и : это часто приводило к существенному упрощению вычисления геометрических вероятностей. Как часть широкого исследования понять вопросы продолжения мер в контексте комбинаторной интегральной геометрии (см. [4] — [8] и две другие статьи этого тома), Р. В. Амбарцумян и В. К. Оганян начали в [3] изучение валюаций на V как инструмент порождения знакопеременных мер в пространстве 1Е. Так как рассматриваемые валюации зависели от флаговых 



54 В. К. Оганян, А. Н. Давтянплотностей, то основным вопросом был : какие флаговые плотности порождгют
Iзнакопеременные меры в пространстве 1Е? В [3] было отмечено, что задача распадается на две части : анализ первого и второго порядков. Выполненный в [3] анализ первого порядка привел к некоторым необходимым локальным условиям в терминах флаговых плотностей. Настоящая статья представляет анализ второго порядка, который отсутствовал в первой статье. Вместе с этим проблема получает полное решение, т.е. получены необходимые и достаточные локальные условия порождения меры.Ниже в этом введении мы даем необходимые определения и кратко напоминаем основные результаты статьи [3].Пусть задано конечное множество точек {Р,} С ГО.3, содержащее не менее двух точек. Каждая плоскость, не содержащая точек Р,-, производит разбиение множества {Р,} на два подмножества. Две плоскости, не содержащие точек из Р,-, мы называем эквивалентными, если они индуцируют одно и то же разбиение множества {Р,}. Множество эквивалентных плоскостей мы называем атомом, если его замыкание компактно.

Определение 1. Для заданного множества {Р,}, обозначим через г{Р,} минимальное кольпо подмножеств 1Е содержащее все атомы.Два множества А € г{Р,-} и В € г{0,} называются эквивалентными, если их симметрическая разность А&В принадлежит объединению конечного числа пучков. По определению, пучок есть множество [Р] плоскостей проходящих через Р е ГО.3. Определим кольцо подмножеств пространства ЗЕ
• • । • I .. . । ■ •

Ч. ш
. |Цгде объединение берется по всем конечным подмножествам {Р։} С ГО3, содержащим более одной точки.



Конечно—аддитивные функционалы в пространстве плоскостей, II 55Флаг / в Л!.3 есть тройка (Р,у, е), состоящая из точки Р € Ш.3, прямой 7, проходящей через точку Р и определяемой своим пространственным направлением П и плоскости е (плоскость флага /) через 7, определяемой углом поворота ф вокруг оси 7. Мы пишем 
I ՛ ■> ,

/ = (р,п,Ф), Реш3, Фе^П),

где £2 - проективная (или эллиптическая) плоскость, £1(П) = £1(7) “ окружность длины я՜, представляющая пространство плоских направлений ортогональных ՛ х ■* < ♦ 4•к 7. Пространство флагов в Ш.3 обозначим через 7. Интерпретация флага как тройки замкнутых множеств в И!3 индуцирует топологию в Т. Последняя определяется как след топологии, индуцированной стандартной топологией в пространстве троек замкнутых множеств в Ш3.Подчеркнем, что пространство Т есть произведение И13 х V, где V есть пространство свободных флагов. Мы представляем флаг / как пару / = (Р, Л), где Р е Ш.3, Л = (П, ф) есть свободный флаг для /. Мы будем использовать представление свободных флагов в виде Л = (ы, р) в терминах параметров дуальных к П,Ф : 
ш — направленная нормаль к плоскости флага /, ш € £2 ;— плоское направление в плоскости флага /, соответствующее П, <р £ £х(а>). Согласно этому флаг / 6 Т можно представить как / = (Р,ы,р) = (Р,е,д), где е — плоскость, содержащая Р, нормальное направление которой есть ш и д — прямая в е, содержащая Рис направлением р.Рассмотрим семейство флагов зависящих от прямой 7 С Ш.3 :

Ту = {/: Р 6 7, П совпадает с направлением прямой 7, ф 6 £1(П)}. (1.1)
Простейшие множества из имеют форму произведения 

ш = V х А, (1.2)



56 В. К. Оганян, А. Н. Давтянгде и С 7 есть замкнутый интервал и А С £1(7) — замкнутая дуга (длины, не превосходящей г).Множества (1.2) называются клиньями. Пусть е(7,ф) есть плоскость, проходящая через прямую 7 С Ш.3 и повернутая на угол ф 6 £1(7).Для заданной прямой 7 С Ш.3 и замкнутой дуги А С £1(7) положим
И= ие(7,^)ст.3. (1.3)ФелЭто дает следующее эквивалентное определение клина : Клин есть пара ш = (м, V), где I/ С 7 - игла, а V соответствует некоторому А С £1(7). Эта интерпретация клина как пары замкнутых множеств в Л13 позволяет определить топологию в пространстве клиньев. Последняя определяется как след топологии индуцированной стандартной топологией в пространстве пар замкнутых множеств в Н1.3.Рассмотрим непрерывные функции Р(щ) определенные в пространстве клиньев. Функция Г(щ) аддитивна, если из ш = и ш2, 1пЪгп1 П щ1м2 = 0 следует Г(щ) = Г(щ1) + Г(щ2).Приведем пример непрерывной и аддитивной функции клина.Знакопеременная мера т в 1Е называется беспучковой, если значение меры т на любом пучке [Р] равно нулю, т.е.

тп([Р]) = О для любой точки Р £ Ш.3.
Пусть т - знакопеременная мера в пространстве 1Е. Для клина ад = (м, V) обозначим через |У Г> е| угол (радианную меру множества направлений в е) плоской области УПе. Интеграл

Р(ш) = [ |ИПе|т((й) (1.4)■'Мпо множеству [р] плоскостей, пересекающих и, есть непрерывная аддитивная функция клина.



Конечно-аддитивные функционалы в пространстве плоскостей, П 57 Следующая теорема была сформулирована в [1], [2] для неотрицательных мер. Настоящее обобщение на знакопеременные меры есть непосредственное следствие (см. также [8], [3]). Для заданного конечного множества точек {Р,} С Ш3 определим множество 17{Р,} клиньев, ассоцированных с {Р,} :клин и> = (у, V) принадлежит 1Р{Р,} тогда и только тогда, когда концы отрезка 
и принадлежат {Р,-}, каждая из двух плоскостей, ограничивающих V, содержит точки из {Р,} и внутренность V не содержит точек из {Р,}.
Теорема 1. (Р. В. Амбарцумян) Пусть т — беспучковая знакопеременная 
мера в пространстве 1Е, {Р;} С Ш3 — произвольное конечное множество 
точек. Для любого А € г{Р,-} величина т(А) может быть представлена в 
виде

т(л) = 52 с*(л) с1-5)

где сумма распространена на множество 1У{Р,} клиньев, ассоцированных с {Р,}, Р есть функция клина (1-4), коэффициенты с, (А) — челые числа не 
зависящие от выбора меры т.Комбинаторный алгоритм для вычисления целочисленных коэффициентов с,(А) в (1.5) можно найти в [1] и [3].Рассмотрим пример, который будет использован ниже.
Пример 1. Пусть г — ограниченный выпуклый многоугольник на плоскости е С И3 с вершинами Ч1,...,чп. Пусть — точка вне плоскости е. Пару (ф,т) мы называем пирамидой с вершиной С} и с основанием т. Обозначим через 
К выпуклую оболочку г и С]. Мы хотим записать (1.5) для пирамидального множества

А = С|Ч1,..., ип = 0|т = {е £ 1Е: е отделяет С} от т}.
Рассмотрим клинья и,, ассоциированные с {Р,} = {(Э,Ч1,...,чп}. Ребро пирамиды К назовем боковым, если оно имеет тип и базовым, если оно имеет



58 В. К. Оганян, А. Н. Давтянтип ViVj. Клин w, = (ребро, V) называется опорным, если V П int К = 0, и покрывающим, если int К С V. Булем писать ш, 6 sl, если w, является опорным клином на боковом ребре, и wt € cb, если w, - покрывающий клин на базовом ребре.Используя алгоритм получаем
"»(QI«։....... «п) = ^2 F(w։) - F(w,). (1.6)sl cbРазность в правой части (1.6) будем называть пирамидальным эксцессом.Пусть F(w) — непрерывная функция, заданная в пространстве клиньев. Каждому множеству {Р,} и каждому кольцу А € г{ Р,-} сопоставим

Ф(Л)= £ c,(A)F(w<), (1.7)ш.еиЧА}где с,{А) вычислены согласно комбинаторному алгоритму из [1], [3].Следующее предложение доказано в [3] (Леммы 6 и 7 из [3]) :Если функция клина F(w) непрерывна и аддитивна, то Ф(А), заданная по (1.7), определяет валюацию на кольце U.Любая непрерывная функция р(/), заданная в пространстве Т флагов, порождает функцию клина F(w) по формулеF(w)= [ p(f)df. (1.8)
JwВыше df — единственная (с точностью до постоянного множителя) мера на F7, инвариантная относительно евклидовых сдвигов и вращений вокруг 7 : 

df = dl dtf>, где dl - элемент длины па 7, а d<t> - элемент равномерной угловой меры.Функцию p(f): 7 —♦ IR. будем называть флаговой функцией или флаговой плотностью, если ею по формулам (1.7), (1.8) порождается валюация Ф. Из результатов [3] следует, что существуют флаговые плотности даже из класса гладкости С^°°\ которые не порождают знакопеременную меру по формулам 



Конечно-аддитивные функционалы в пространстве плоскостей, II 59 Определение 2. Последовательность пирамид ((?։,г։) называется асимптотически плоской, если1) все пирамиды имеют общее основание т, т.е. гп = т;2) все вершины С)п лежат на прямой, проходящей через некоторую точку <Эо 6 в одном и том же полупространстве, ограниченном плоскостью, содержащей т;3) расстояние Лп = |<2п<Эо| монотонно стремится к нулю.Для заданной последовательности асимптотически плоских пирамид, рассмотрим последовательность пирамидальных множеств {С?։|т}.
Теорема 2 (Р. В. Амбарцумян и В. К. Оганян (см. [3])). Пусть Ф — 
валюация на П, порожденная флаговой плотностью р € по формулам (1.7), 
(1.8).

Если для каждой последовательности асимптотически плоских пирамид (О,, г,) пирамидальные эксцессы (см. (1.6)) удовлетворяют условиям

ПтЛ;2Ф(С,|т) = 0, (1.9)
то существует единственная локально-конечная знакопеременная мера т в 1Е, сужение которой на и есть Ф (кратко : Ф есть локально-конечная знако

переменная мера в 1Е).Уравнения (1.9) можно интерпретировать в терминах разложения Тейлора для Ф(ф»|т). Ниже будем использовать обозначение
Ф(С,|т) = Ф1(Л,).

Используя непрерывность ^(ш) из (1.6) получаем
Ф1(0) = 0. (1.10)

Следовательно, условие(1.9) эквивалентно следующим условиям : ^Г = 0. (1.11)
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Изучение аналитических следствий уравнения (1.11) (т.е. анализ первого порядка) привело (см. [3]) к результату, который мы воспроизводим в теореме 3.В Теореме 3 и всюду ниже — будет обозначать дифференцирование по аргу- 

охРменту Р в направлении оси х. (<р,х) есть угол между направлением <р Е £1(ы) иосью х на плоскости е/ флага / = (Р, Лх есть свободный флаг (ш,ось —л).
Теорема 3. Пусть на каждой плоскости е Е 1Е выбраны декартовы коорди

наты (л, у). Функция флага р £ удовлетворяет условию первого порядка

(1. 11) тогда и только тогда, когда для любой точки Р Е Ш.3 иы Ей функция

р имеет тригонометрический вид

р(Р,ы,<р) = А(Р,Лх)з1п2(^,л) + В(Р,Лх)со8 2(у>, л) + С(Р,ш) (1-13)
и сужение функций А, В, С на любую плоскость е, ортогональную направлению 
ш, удовлетворют дифференциальному уравнению2_^_

дхРдуР
д2С д2С(9ХР)2 + (дуРу) +

д2В д2 В \(3ХР)2 {дуРУ)
= 0. (1.14)

Левая часть (1.1^) не зависит от выбора системы декартовых координат на 
плоскости е/.Однако по Теореме 2 полное решение задачи требует изучения условия (1.12) (анализ второго порядка). В нижеследующих параграфах мы будем изучать условие (1.12), при условии, что выполнено условие (1.11) или, эквивалентно, Теорема 3.
Список некоторых обозначений часто используемых при анализе второго поряд
ка :

г — многоугольное основание ассимптотически плоских пирамид;
ш — направление нормальное к плоскости г, ы Е ;
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С)о — точка в ш1т, предел последовательности вершил пирамид;— переменная точка на перпендикуляре из точки к плоскости г;

х,у,г — декартовы координаты в 1П.3 с началом координат в О = ось г ортогональна к т;(н,Ф) — “двуугольник“ в плоскости т, т.е. множество на плоскости, представимое как объединение прямых, проходящих через точку и с направлениями заполняющими дугу Ф (см. Рис. 1 Ь));«1, > «п — вершины многоугольника г;61, ••• 1>п — стороны многоугольника т (основания пирамиды) или их длины ;Д- — плоские углы между г и плоскостью, проходящей через 6,- и <2;
Ь\, ... Ьп — боковые ребра пирамиды (ф, г) (или их длины) ;(г, р) — полярные координаты точки V па плоскости т с началом координат в О = Со> ф — 0 совпадает с направлением оси х ;г,- — отрезок, соединяющий Qo с вершиной и,- (или его длина);
<11 — мера длины на г;Зг - пространство ориентированных направлений (единичная сфера) в Ш.3 ;6 — отрезок в плоскости г, направление которого не содержит О ;

Ь* — ориентированный вариант отрезка Ь : по определению, О лежит в левой полуплоскости относительно Ь";

р — расстояние от О до прямой, содержащей отрезок Ь;Лг — свободный флаг (ы, ось — х);(/, г, т) — флаг / = (Р, 7, е) с Р на г, у = г и е = г ;((х, у), ы, у>) — флаг с Р = (х, у) Е т, записанный в дуальных координатах;
д •••■֊—=; — дифференцирование по аргументу Р в направлении оси г];

д■=—т----- дифференцирование по аргументу Л соответствующее положительному вращению вокруг оси т].



62 В. К. Оганян, А. Н. ДавтянПоложительное направление вращения вокруг т] € Эг определим согласно правилу правого буравчика. Направление оси г определяет таким путем ориентацию многоугольника т, в частности, направления сторон />• е Ба многоугольника
/»'(/■ 0) — производная функции флага р(/) относительно оси д. Эта производная определяется следующим образом : пусть г - положительное вращение пространства Ж.3 вокруг д на угол а. Тогда

/(/;*)= • (1-15)
о=0

§2. ВЫЧИСЛЕНИЕ ПРОИЗВОДНОЙ .£-!■ 
ап*В этом параграфе мы рассматриваем систему декартовых координат, связанную 

с т й Qo■ Начале координат О выбираем совпадающим с С}о, а плоскость г = О совпадает с плоскостью г. Естественно, на плоскости, содержащей г, мы имеем координаты х, у.Рассмотрим (1.12), предполагая, что {(?,} принадлежат полупространству г > 0.Очевидно ^Ф1(0) _ а2Ф(С|т)*Аа " (Зп0)2 где а2Ф(<?|т) (ЗпЗ)2 есть вторая производная
<?=<?оФ(0|т), взятая в направлении П прямой, содержащей вершины Используя стандартные формулы дифференцирования, мы получаем

&где =-֊х мы предполагаем для простоты, что проекция П на плоскость г = Оо® <2совпадает с направлением оси х.Так как Ф1(0) = 0 для всех точек0. Уравнение (1.11) означает, что: *9Ф(С|т)пт —7Г-—— = 0 для любого <Э0 Е т
<з~<?о 3,<2

32Ф(О|'г)Со € т, отсюда следует, что Кт =«-«о (Зг<2)2
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<?-<?» дхЯ дгС]Так как функция флага р удовлетворяет (1.12), следует, что

(5п<?)2 Пт<1~а0
д2Ф(С|т) = 0.

Следовательно, не умаляя общности мы можем предположить, что прямая, содержащая последовательность {0։}. перпендикулярна к г в точке 
Яо-Мы используем обозначения (часть из них суть версии обозначений предыдущего списка) :Ф,- — внешний угол многоугольника т при вершине в,-;£,■ — направление в Ф,;— мера на Ф, инвариантная относи тельно вращений ;(&1Г«) — угол между и п, измеряемый из г,- против часовой стрелки ;р,- — расстояние от Яо до прямой, содержащей 6,;Пусть и>,- — б! клин (см. (1.6)) и пусть (/, ф) — координаты флага из ш,-, использованные в (1.8). Сделаем замену переменной ф —* &. Используя стандартную формулу из сферической тригонометрии, получаем, что соответствующий якобиан имеет следующий асимптотический (Л —» 0) вид :

Фф К + о(А2).
Теперь уравнение (1.6) примет вид
ф1(л) = аУ՝ / —- [г,зт2(^,п)= Е1(Л,т)-Е2(Л,г) + о(Л2), I;

/ рФф + о(А2) = 
о (2.2)

где
V»

Шп’^.Г,) (2-3)
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и Я2(А, т) = ^/ dl f PU> bi> <*) (2-4)

bi ®B (2.3) тройка определяет флаг f = (Р,П,ф), где P - точка на Д,- на * • i î'՜’ t • ’расстоянии l от n,, Q — пространственное направление Д,- и ф соответствует 
(i ; В (2.4) тройка 1,Ъ(,ф определяет флаг f = (Р,И,ф), где Р - точка на Ь, на расстоянии 1 от и,-, П — пространственное направление 6,- ; В (2.4) Lan Д = А/р,- • * :՝ 44 I* Чл ’’ »՝-■'*-։ ։,Ли границы ф = 0 и ф = Д соответствуют плоскости т и плоскости, содержащей 
Q и Ъ{.

Нашей целью является получение точного выражения для слагаемых, пропорциональных А2 в разложении Тейлора формулы (2.2). Мы начинем с £i(A,r). Так как присутствует множитель А в (2.3), то достаточно рассмотреть первые два слагаемых в разложении Тейлора для р(/, Д,-,&). Для этой цели рассмотрим положительные вращения г вокруг оси <;(£*) : ff(^f) — опорная ось многоугольника 
т через вершину п,-, направление которой Л* € S2. Действительно, Л*, направлен- ■. >. -I I -ная версия (,■ G Ф,, выбранная таким образом, чтобы т оставалась бы в левой полуплоскости относительно <?(£')• . . • ■ ■՝’ ■Мы пишем (см. (1-15)) = (2.5)
Разложение Тейлора имеет видp(/,if.C) = Х/.г<.т)+ /((!,г{,т);й) ■ * . +O(AJ). (2.6)r«sin(Çi,r։jЗаметим, что флаг (/,г,, г), предельный (при А —» 0) для флагов (/, Д։,&).Имеем

[ p(l,TÏ,.r)dl = [ p(l;Ti,T) dl 4- O(h,2), 
JLi Jrsоткуда следуетr) = 1Д n, г) Л + 4’ Ç f e,-W й + »(/.’),(2.7)
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Окончательно имеем 32£’1(А, г) ЗА2 л=о (2.9)
Теперь найдем 52Е2(Л,т)5А2 Л=0

(см. (2.4)). Имеем (см. (1.15))

/»'((/. П.т);^-)

/’/((U.^)) = p'((U.-.r);6.’).
Вид первых двух слагаемых в разложении Тейлора имеют вид

p(l, bt, ф) = р(/, bit т) + bi, т)) ф + О(ф2).

Отсюда следует
E2(h,r) = Y,0i [ pUMdl+^A [ P^^bi.r^dl + o^). 

bi Jbi bi 2 Л,-Так как fit = A/p։- 4- o(A2), мы находим52Е2(Л, г) ЭЛ2 л=о = Zi / p'WM)di. 
V Pi Jbi

(2-ю)
Из (2.9), (2.10) и (2.2) получаем следующую переформулировку уравнения (1.12).
Предложение 1. Уравнение (1.12) эквивалентно условию

Ж,г)=2£- p'((ui,r))d/ = o,V г< Ь, Pi Jb<
(2-11)

которое должно выполняться для любого многоугольника т и любой точки

Qo 6 т.

§3. ВАЛЮАЦИИ НА ПЛОСКОСТИ гУравнение (2.11) предлагает конструкцию двух валюаций, определенных на классе выпуклых многоугольников на плоскости т. Их комбинаторная структура повторяет плоские валюации, рассмотренные в [3], §10. Целью является получение множества условий, эквивалентных условию (2.11).



66 В. К. Оганян, А. Н. ДавтянМы рассматриваем два выражения, которые имеются в правой части (2.11) :
I Гг։Е^0.т) = 2^^ 

щ Г»

И ЗДо,т) = £1 / Ь<,т))<11.
6,- Р'՜В этом и следующем параграфе плоскость, содержащую т мы будем обозначатьШ.2. Из Ш,3 на Л12 наследуется прямоугольная система координат х, у с центром в точке О = фо- Через тй мы будем обозначать треугольники, а через г4 четырехугольники на плоскости Ш.2.

Рис. 1. Заштрихованная область в Ь) соответствует двуугольнику с вершиной в точке V.

Пусть т$ - больший треугольник, показанный на Рис. 1, а). т!л - треугольнаячасть тз, не содержащая О, т4 = т3 \ т£. Ясно, что
ад)=Я1(Со,л։)-^1(Оо,т4)=24/ е»(ол-Г4/ е«(ол. 

г3 ^0 я Ч ./0
>=з1,Эгде ©,(/) определяется по (2.8), соответствующие углы Ф,- (от которых зависит0,(1)) показаны на Рис. 1, Ь).Аналогично получаем

ад) = £2(Оо,7з)-Е2((Зо,т4)= £ 4 / ЖМИ֊ 4 / ЖМИ- 
Р։ Л; Рз Лз 



Конечно-аддитивные функционалы в пространстве плоскостей, II 67Этот принцип вычитания используется для получения валюаций определенных на классе Сз выпуклых ограниченных многоугольников г С Ш.2.
Сз = {г: О $ int т, продолжения сторон многоугольника г не содержат О}.

Они выражаются в терминах функций Gi(v, Ф) и Сз(6), заданных в пространстве двуугольников (см. Рис. 1, Ь))-и отрезков Ь в Ш.2 соответственно. Рассмотрим функцию Gi, определенную на двуугольниках
2 Г

С^,Ф)=^ (3.1)
Г Jr

где г — отрезок, соединяющий О и и, и для / 6 г

е(0=//>'((<.г.г);«)։-г^-т, (3.2)
Уф Sin (£, т)

где для краткости (сравните с (2.5)) г, т);£) = р'((/,г, т); д), д — ось в плоскости т, содержащая и, направление оси совпадает с { и которая оставляет 
О в левой полуплоскости (см. Рис. 1 Ь)). Последний интеграл сходится, так как замыкание двуугольника (и,Ф) не содержит О.Мы также определяем функцию отрезка (ср. с (2.10))

С2(6) = ^//’/((/’6’Г))£//’ (3‘3)
где р'((/, Ь, т)) = р'((/, Ь, т)\1>').

Определение 3. Для многоугольника т G С2
Е1(т) = (3.4)

1 2ад = £02(М֊£с2(ь։). (3.5)
3 4В (3.4) Ф, обозначают внешние углы многоугольника т, Ф? — их дополнения (внутренние углы многоугольника г), сумма распространяется на вершины 1
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т, для которых внутренний двуугольник содержит О, У взята по дополнитель- 2ному множеству вершин. По определению, внутренний двуугольник многоугольника т соответствует вершине и,- и внутреннему углу т в V,-. В (3.5) взята зпо сторонам Ь,-, чьи продолжения не разделяют О от внешности т, а £ взята по 

4 дополнению этого множества.Представляют интерес значения Е\ и Е2 па треугольниках и четырехугольниках из классов Д =
= {прямоугольный треугольник изС2 с катетами параллельными х и у осям}, Е = {прямоугольники изС2 со сторонами, параллельными х и у осям}.

Эти выражения как и описание классов А и Н были впервые введены в [3].
Для треугольника т-л £ А определим следующие параметры :

Р = (г,у) — вершина прямого угла;о: £ (0,т) — направление гипотенузы ;7 £ (0,2т) — направление перпендикуляра из Р па гипотенузу ;с — длина гипотенузы.Мы всегда имеем 7 = о + (-1)*֊, *=0,1
и вместо 7 мы будем использовать параметр к, принимающий два значения. Определим положительные направления па катетах треугольников тз £ △ так, чтобы они совпадали, соответственно, с направлениями осей х и у. Через Н иТ будем обозначать соответственно головной и хвостовой концы данного катета. Верхние индексы 1,2 к Н или Т будут относиться к катетам, параллельным, соответственно, осям х и у.Для треугольника Тз £ △ уравнение (3.4) может быть записано в виде

Е1(т3) = 21 ,2^- 01(7}, 2,)] + г2 [С1 (//2,22) ֊ С1(Т2, 22)]. (3.6)



Конечно-аддитивные функционалы в пространстве плоскостей, II 69 Здесь каждое множество 7, С (0, тг) является интервалом, либо же объединением двух интервалов.В Таблице 1 указана зависимость 21, 22 ; 2\ и от параметров Р, а и к треугольника 73 6 А. Таблица записана для малых с, а точнее, для значений с, при которых замыкание тз не пересекается с координатными осями или прямой, проходящей через О по направлению а. Римские цифры первого столбца соответствуют двуугольным областям на Рис. 2.
Таблица 1 (к = 0)

P G int a G %2 «1 *2 ____
I

k |cn (а,тг) |cm a՜ -1 -1
II (O.f) (0,o) (-,*)U(0,O) +1 +1
III (o,f) (0,a) («.֊) +1 -1
IV (b*) (0,o) (֊.“) ֊1 +1
V (2՜ 1 (“,*) (O.j)U(^’r) +1 -1
VI (M (a,?r) (֊,«) +1 +1

Мы использовали значения ц при к = 0; при к = 1 множества 2,- остаются неизменными, а значения 2, меняют знаки.Представление аналогичное (3.6) можно записать для Е2{т^), т3 6 А. Обозначим через 61, Ъ2 катеты треугольника г3, параллельные осям х или у соответственно, а через 63 его гипотенузу. Имеем
£2(73) = ijGa(bi) + l2G2(b2) + 6362(63), (3-7)

где
61 = (—1)* sign (-j/cosa) , l2 = (—1)* sign(z), 63 = (—!)* sign (у cos a — x sin a) .(3-8)
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Прямоугольник Т4 Е Н будем задавать параметрами :(г, у) — центр прямоугольника т4 ;2Е1, 2^2 — длины горизонтальной и вертикальной сторон прямоугольника т4 ;Для прямоугольника т4 Е 3 уравнение (3.4) принимает вид£1(74) = * [£1(® + £1,у + £2, ^) + £։(® — £1, у — £2,2) — £х(х + £1,у — £2,2)—- СДг-Еьу + Ег.И)].
(3-9)В случае, когда т4 не пересекается с координатными плоскостями, для г и И имеем таблицу. Таблица 2 г = —1, 2 = (0, ^), если х-у<0 7Г я=1, 2 = (—,1г), если х • у > 0.Если т4 Е 3 не пересекается с координатными осями, то (3.5) принимает вид

•ЕаОч) — 81йп(у) [£2(61) — £2(62)] + з!£п(х) [£2(63) — £2(64)] । (3.10)

где предполагаем, что , 62 параллельны оси х, проекции которых на ось у суть у + Е2 и у —£2 соответственно. Аналогично, 63, Ь4 параллельны оси у и проекции 
Ьз и Ь4 на ось х суть х + £1 и х — £2 соответственно.Следующее предложение является следствием Предложения 1.



Конечно-аддитивные функционалы в пространстве плоскостей, П 71 Предложение 2. Функционалы Е\ и Е? суть валюации на классе Сг. Если 
уравнение (2-11) удовлетворяется, то для каждого многоугольника т бСгед-яа(т) = о. (з.п)
Доказательство : следует из замечания, что каждый многоугольник т € Сг можно представить как конечную комбинацию выпуклых многоугольников, каждый из которых содержит О. Записывая (2.11) для всех многоугольников, мы получим (3.11) •

Предложение 3. Пусть валюации Е\, Е? зависят от флаговой функции Е С^3). Пусть тз(с) — семейство треугольников, соответствующее некоторым 
фиксированным Р, а и к. Пусть — семейство прямоугольников, соответ

ствующих некоторому фиксированному Р, ид есть площадь прямоугольника 74(9). Если всегда Пт Д1(т&(с)) ֊ Дз(^(с)) = 0 (з ,12)
с—0 С

1.п|£1(г4(,))-Дг(г1(,))=0
<-»0 9

то Е1(т) — £^г(т) тождественно равно пулю иаС2.Мы опускаем доказательство, которое повторяет со всеми деталями доказательство аналогичного утверждения параграфа 10 из [3].Пусть — последовательность выпуклых многоугольников, содержащих О и стягивающихся к точке О.

Предложение 4. Соотношения (3.12), (3.13) вместе с

Пт Е(т£}) = 0 (3.14)
П—»ОО

эквивалентны условию (2.11).



72 В. К. Оганян, А. Н. Давтян§4. РАЗЛОЖЕНИЕ ПО НАПРАВЛЕНИЯМ ОСЕЙ х И уВо-первых мы докажем общую лемму, касающуюся дифференцируемых функций р(Л), определенных в пространстве V свободных флагов.Пусть г — положительное вращение 82 вокруг оси т] б Бг на угол г. Для заданного свободного флага Л, мы пишем гЛ для свободного флага, полученного из Л вращением г и полагая
др(Л) _ ^(гЛ) (4 п

дт1 ~ <1г Р=о'

Через Б](ы) обозначаем окружность направленных направлений в плоскости, ортогональной ы б Е?.

Лемма 1. (сообщена Р. В. Амбарцумяном) Пусть Л — свободный флаг 
с дуальным представлением Л — (ы,р). Предположим, что X б Б1(ы) и У б 81 (и) — два ортогональных направления. Для любого третьего направления 
ц б 81 (ы) имеет место следующее разложение :

Ш = + (4.2)
от] о л От

Доказательство : Используя уравнение
рЛшЛг1,՝рУ) = р(ы,р)

определим новую функцию р,(ы, где второй аргумент есть угол между т) и <р.Выберем вращение г и рассмотрим повернутую ось гш. Пусть 51, 82 б Эг основания геодезических перпендикуляров из гы на большие окружности, полюсы которых У и X соответственно. Рассмо трим разностьр(гЛ) - р(Л) = р(гЛ) - рд-(ы, (Д', ?)) =
= р(гЛ) - рл-(ед, (Д' ?)) + рл-(йг, (Д', V»)) - рх^2, (Д', у>)).



Конечно-аддитивные функционалы в пространстве плоскостей, П 73 Так как вторые аргументы совпадают при г (угол вращения г) стремящемся к нулю 0, мы имеем
Рх(й2, (X, ?)) - РХ^, (X, р)) = со^, X) + о(г). (4.3)

Пусть У есть полюс большой окружности, проходящей через тш и 52. Для некоторого направления <р1 £ Б2 Имеем
р(гЛ) - рл-(<521 (X, р)) = /э~ (гои, (У, у»)) - рр(52, (У, <Р1)). (4.4)

Так как г —♦ 0, то <ру стремится к <р, оставаясь на окружности с центром в точке X. В точке <р эта окружность ортогональна большой окружности, содержащей X и У. Так как предельное положение У есть У, мы заключаем, что в "узком” сферическом треугольнике У, <р, <р1 оба угла сторон <р,<р1 стремятся к я-/2. Отсюда следует (У,$р) — (У, Р1) = о(г).
Это замечание позволяет преобразовать (4.4) тем же путем как и (4.3), т.е.

р(гЛ) - рх(62, (X, V?)) = г —֊֊ соз(т7, У) + о(г).
Это завершает доказательство •Мы пишем / = (Л А), где Л — свободный флаг флага / и обозначаем через Л ( ■Г‘\

■ д-р- частные производные функции р по аргументу Р в направлении г. Мы 
, * 9Р№ дРр№ I 1л 1\\ 11\будем использовать запись = —д (см. (4.1)), где рр(Л) есть сужение

0^1 \ и тур(/) на множество {/ = (Р, Л): Р фиксировано }.
Следствие 1 касается функции двуугольника Сз, определенной по формулам (3.1), (3.2). Для любого ( Е Ф рассмотрим его направленную версию ^*. По определению, прямая содержащая и с направлением оставляет О в левой полуплоскости.



74 D. К. Оганян, А. Н. ДавтянСледствие 1. Для любой дифференцируемой функции флага р имеет место следующее разложение (см. (3.2)) :
р'((/.г,т);€) = (Г֊/) sin «,г) + cos«*,г) + cos«’,у),

Og л Ox Uy * * (4-5)где точка I € г идентифицируется с ее расстоянием от начала координат О (см.Рис. 1 Ь)).
Доказательство : Наше предположение, что {Q,} принадлежит оси z важнодля слагаемого др(1, г, т) 

d,Q
(г - /)sin£. Вил двух оставшихся слагаемых в (4.5)следует из Лемм 1 и 2, если заметить, что

\ 9р(1,т,т) др(1,г,т) . .
Р (('. г,т);€) = = d'Q (г - /)sin«,г) + др(1, г, т) 

аед

где д* есть ось, проходящая через вершину V с направлением £*• •Следующее Следствие 2 касается разложений производных р'(], Ь,т), которые возникают в (3.3).
Следствие 2. Для флагов f — (/, Ь, т) имеем

/>'(/) = cos(6-,x) + cos«-,у). (4.6)
С/г / * Оу Л

Доказательство : Так как / принадлежит оси вращения b

pV) =
др(1) 
дь-А ՛

Теперь (4.6) следует из Леммы 1 •Функция ©(/) в (3.2) имеет следующее представление :
в(п _ др(1,г,т) Г d£ др(1,г, г) Г cos«-,»)d€ ,

д։Р J* sin2«, г) дхА ]ф sin3«, г)
др(1,г,т) Г cos«*,у)#

дуА sin3«, г) (4-7)
Доказательство следует из (2.8) и (4.5)



Конечно-аддитивные функционалы в пространстве плоскостей, II 75§5. ПОЛУЛОКАЛЬНЫЕ УСЛОВИЯМы намерены преобразовать условия (3.12) — (3.14). Начнем с уравнения (3.12).Асимптотическая (с —* 0) версия формулы (3.6) для фиксированной величины аимеет вид
Ei(r3) = ж։ ЭС1(Р,^) 

дх £1 + z2
dG\(PtZ2) 

ду
£2 + О(с2), (5-1)

где Ei = с | cosa| ие2 = c|sina| суть длины катетов Tj/Zt и Т2Н2 соответственно.Имеется аналогичная асимптотическая версия формулы (3.7) :, 1 dp((։,y),w,0) 1 5р((г,у),ы,тг/2)
E2(r3)--i^------- ---------------s,gn(y)E։ +t2^---------- --------------- sign(z) е2+

др{(х,у),ш,а) 
диЬ

4՞ ^3 Z .(zsm а — у cos о;)2 sinosign(sin(p — а))—
др((х,у),ш,а) 

дхК
cosasign(sin($s> — а)) с + о(с2). (5-2)В (5.2) мы использовали следующие соотношения :

41 п! , ч /Оч 5р(/,ы,7г/2) .Р (/.ы,0) =------ ^֊д------з^п(2/), и р (/,ы,тг/2) = ֊^֊д------ - -з^п(х)։
т.е. соз(У,г) = -sign(յ/), соз(Ь',у) = 0 для катета, параллельного оси х, и соз(6‘, г) = 0, соз(Ь*, у) = sign(z) для катета, параллельного оси у.Подставляя (5.1) и (5.2) в (3.12) получаем

dG^P.Z,) dG^P,Z2).. .------ ---------I cos a + z2--------- --------I sin a|+ 
ox------------------------ ayд 1 Sp((z,y),w,0) . , 41 , л 1 5р((х,у),ы,тг/2) .+ *1 yi------- зД--------- sign(v) | cos a| - t2---------- ^-д----------- sign(z) | sin a|+. 1 r9p((z,w),ai,a) . .... ..

+ t3 ----- ;------------------ ГТ --- ---------------- - sin a sign(sin(p - a))+(z sin a — у cos o)2 avA ՝ "+ dp((*.y).4a) 3„A cos a sign (sin (<p — a)) = 0. (5-3)Функция С1 определена в (3.1). Функция (-)(/), от которой зависит 01, имеет вид(4.7) сФ = Zl или Z2. Соответствующие интегралы могут быть вычислены :
Z1 sin2(£,r) = (-1)* zi sign (cos a)—----- ------------- г,sin ^>sin(^ — a)
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Jz, sin2«,г) соз«*,з) Jr

, . cos a= (-1 )h zj---------r-3--------г,cos <psin(<p — a)cos« + у?)г, sin3«, г) Jz, sin3«, г), ,xt4.i • , sin a (cos asin + sin(p — a))= (—1) T zisign(cosa)------- „ . 2---- rr,------- ;-------' ' 6 k ' 2sin2 psin2(p - a)
Г cos«,,g) , f cos« + g) , n*+i cos2q z^ sin3«,r) Jz։ sin3«,r) 2cospsin2(y> — a)’

cos«*.i/) sin« + <р)z։ sin3«, г) Jz, sin3«, г) = (—l)*+l zisign(cosa) sin2 a2sin95sin2(9J — а) ’
f cos«*»y) ,e [ sin« + y>) z, sin3«, r) Jz, sin3«,r) cos a (sin(p — a) — sin a cos <p) 2 cos2 psin2(y? — a)Подставляя эти значения интегралов в (4.7), а также значения t։- (см. (3.8)) в(5.3) мы получим

d cos a [ / 2 (r — /) sin a dp sin2 о dp
dx r2 Jr \siny?sin(p — a) dtP sin psin2(p — a) dvhsin a(cosasinp + sin(p - a)) dp sin2 y>sin2(y> — a) dxA

dl +

। d sin a Г / 2 (г — /) cos a dp cosa(sin(p — a) — sin a cos p) dp 
dy r2 JT \cos$ssin(y> — a) d, P cos2 psin2(y> - a) dyKcos2 a dp \ cos <p sin2(y> — a) dxЛ J 1-=■ cos aV2 dp((x,y),u,Q) 

dxb

(5-4)
1 .----- x Sin Q 

X2
9p(.(z,y),w,itl2) 

dvh

(z sin a — у cos a)2 sina ^((g.y).^.Q)9yA axA /1
Отметим, что /г обозначает интегрирование по прямолинейному отрезку г, соединяющему Осп. Подынтегральная функция этих интегралов равна р = р(/, г,ш). В слагаемых, не содержащих интегралов, х и у суть декартовы координаты точки и, т.е. х = г cos <р, у = г sin <р. Отметим исчезновение разрывных коэффициентов z։- и i,-. Уравнение (5.4) имеет место для обоих значений k = 0,1. Мы приходим к следующему результату ;

условие (3.12) эквивалентно условию (5.4).



Конечно-аддитивные функционалы р пространстве плоскостей, П 77 Изучим условие (3.13). Рассмотрим функцию С7|, которая фигурирует в (3.9). Предположим, что отношение р2 = остается фиксированным. Обозначая через д = 4с2Е1 площадь прямоугольника т4, мы получаем

2 5р((г,у),ы,у)\------------------------— = 0x аул )

Gi(x ± Ei,i/± Е2, Z) = Gi(x ± (4v) 1y/q, у ± Vy/q , Z).

Используя формулу Тейлора для каждого слагаемого мы приходим к асимптотической (д —» 0) форме для (3.9)
Интегралы по Ф; = Z (см. Таблицу 2) легко вычисляются :

[ = 2г [ С05(<*-г) _ f cos(f + У>) dr _ *7zsin2(f, г) sin2p’ Jz sin3(f, г) Jz sin3(f,r) 2 sin2 cos g? ’ 
f cos«-,y) Г sin(£ + y) _ zJz sin3(£,r) Jz sin3(£,r) 2sing? cos2<pПолучаем

Г „ 71 ֊ ± f ( 4_____dp A- _ A 4- 1 dp____________1 dP } Al1 ’ ’ r  Jr \sin2<p дгР sin g>cos ЭУЛ sin  gjcosg? ЭХЛ/2 2 2 (5-6)Используя разложение Тейлора для разностей в (3.10), получаемGa(bi) - G2(62) = _ I /((x,9),w,0)) + o(g),
G2(b3) ֊ G2(b4) = ֊(9P {{X'g}x'U' ֊ j Р'^,у),ш, +o(g).
Подставляя (5.6) в (5.5), и (5.7) в (3.10), мы получаем асимптотическое выражение для Е1(т<) — £2(т4).Следовательно, из (3.13) мы получаем

д2 [I /• Г 4 Эр 1 др 1 др
дхду г2 Jr \sin2p dtP՝' ' sinpcos2y> Э¥Л sin2 g?cos р 9։A1 /52p((z,y),w,0) 2 9p((x, y), w, 0)\ 1 I 2՜)у2 V dyPdtA у дхл J x2 I dxPdvK

dl +

(5-8)



I78 В. К. Оганян, А. Н. ДавтянИнтегралы берутся по прямолинейным отрезкам г, подынтегральная функция р = р(/,г,ш).Мы приходим к следующему результату :
условие (3.13) эквивалентно (5.8).

Аналогично преобразуем условие (3.14), предполагая, что многоугольник т стягивается к точке О, сохраняя прямоугольную форму многоугольника т.

(г - /) <И+

Л 2 /■ СО8(е?,х) Г 2 
г2 Jփi зт3(^,г,) ' Л( °

Г՝՝ [ СО8(#,у)
2^ г»? зт3(&,г,) сИ,

4 1адт) = Е^Д։/(/,ь.-.т)л.
Суммы в Е1(О, т) имеют следующий асимптотический вид :

у![ *Г? 7ф. тп2(&, г,)_ 2
8Ш <р СОБ <р

др^о,ш,<р) др^0,ш,тг - <р)
д,Р д։Р

У 1. [ СО8^.?<Д) [ -8р_сЦ= 1 ГЭ2р(<9о,ы,у)
— г? 7Ф. зт3(£, г,-) 1 /г. дхЛ. зщ2рсозр . дхРдхК соз >р+

д2р^о,^,<р) д2р^о,ш,1г - у?)
дуРдхЛ. 8т<р дхРдхЕ

9М<?0, Ы, 7Г — <р) . 1
СОБ <р + -----  д ■ ----------- -- ЭШ ф + О(г),

у 2_ У՜ соз(£,*,у) [ дР с11= 1 Гд2р(<Эо,ц,<р)
г2 А,- З1п3(^,-,г1) * 7Г. ЭРЛ зщреоз2^ дхРдуК

д2p{Qo^,^p} • , Э2р(<2о,у,тг- у») Э2р(Со,Ш,’Г-<р)
дуРдуК 81П*’+ дхРдук С05*’ дуРдуК япр + о(г).

Для ^2(0,т) мы имеем асимптотическое разложение
г \ . д2р((Эо,ы,0') д2р^о,ш, к/2) . .Е,(О, г) = -4 с« у э>гам + 4 ип у + О(г).



Конечно-аддитивные функционалы р пространстве плоскостей, П 79Следовательно, подставляя последние два выражения в (2.11) и используя условие (3.14), получаем
sin cos <р

d2p(Qo,u,<p) 
дхРдуЛ

1 32p(Qo,^,^ - <р) d2p(Qo,a>,<p)
дхРду\ дуРдхЬ

d2p{,Qo^tir - <р) ^dp{Q0,u,<p) axQo.^.^-y’)
дуРдхА д։Р дхР (5-9)1
1 d2p(Qc, ш, ip) d2p(Qp,w, тг — у>) + cos2y> _ дуРдуК dyPdyh.

d2p(.Qo,<^,V>) d2p(Q0,u,ir - ip\
дхРдхА дхРдх.\sin2 у?+ 4eolyg^M-4tan/MQ.,;,./2)=0.

Uy I Ux** Ох * С/у АМы доказали следующий результат :
условие (3.14) эквивалентно (5.9).

Условия (5.4), (5.8) и (5.9) мы называем полулокальными, потому что присутствует интеграл по отрезкам г и sin или cos угла между г и осью х. В следующем параграфе мы заменим их на условия, которые чисто локальны, т.е. имеют форму дифференциальных соотношений в точке.
§6. НЕОБХОДИМЫЕ И ДОСТАТОЧНЫЕ ЛОКАЛЬНЫЕ УСЛОВИЯ ДЛЯ (5.8)В этом параграфе мы опишем результат анализа поведения (5.8) для малых значений г, предполагая, что отношение к = у/х = tan <р остается фиксированным. Затем докажем, что из полученных уравнений следует (5.8).Рассмотрим функцию флага р, заданную по (1.13) на флагах (/, г, т). Так как все 9sin2(r։-,x) Ssin 2(г։-, г) 9cos2(r,-,z) 3cos2(rj,x)производные ----- ----------<, -------------------------- я \ , ------я\ равны нулю,С/х A и у Л. и х А Оу Л.мы получаем

др(1,г,т) дА(1,Ах) . п. . Э5(/,ЛГ) п, . ас(/,ы)- дгр = sin 2(П. ®) + д’р ’ cos2(г,-, л) + S (6.1)
др(1,т,т) дА(1,Л.х) . п. . дВ(&Ах) п, .= -fcH ""2(r“ + 2(г<’ *’+ “5л ■ (8'2>
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др(1,г,т) дА(1,Ах) . ЗВ(/,ЛХ) дС(1,ш)~йГ = 1 2<г" “> + -^Г1 “։ 2(г" ։) + -%л՜- (63)

1 / д2в д2В \ соя 2<Р ( д2с д2С \ „2 \дхРдуА дуРдхА) 2 \дхРдуА дуРдхА)Последнее условие выполняется для любого у>. Представляя его как линейную комбинацию независимых функций соз2^> и 1 с коэффициентами, которые не зависят от <р, мы заключаем, что коэффициенты равны нулю, т.е.
=0, Р2 = О,

где
_ ас 1 д2л 1 д2л 1 / д2в д2в \ 

'~дхР 2 дхРдхА +2 дуРдуА +2\дхРдуА +дуРдхА)

Следовательно, из (5.8) имеем
д2 Г 4 Г дА . п„ 2(х2 — у2) Г9В.дх ду [х2 + у2 /0 5։Р(Г ху(х2 + у2)к Э։Р{Г }+— /Г^т(г֊/)^+— 2 ■ Г ТТЛ+
ХУ Л д,Р х х/х2 у2 Уо дуА

+ х'-у2 г дв уДПу Г ас 2 г дА г2у у/х2 + у2 /о дуА х2у 7« ауА у \/х2 + у2 7о дхА

х2-^ Г дв_ х/^+у2 Г ас_(1],1_\д_ (ав_ дс_\ 
у2х \/х2 + у2 /о ахК у2х /о ахА у2 [ду \дхА дхА)

2 ( дБ дс\ 
у \3ХЛ + дхА) — ГА

х2 дх
дВ дС\ 
дуА + ду А)

2 (_дВ_ дС\' 
х \ дуА + ауА) = 0. (6-4)Ясно, что выражение (6.4) имеет асимптотическое (г —♦ 0) разложение

Ц + — + а0 + о(1). Г г
Выражения для аг, а1 и ао могут быть найдены, используя стандартные разложения Тейлора (см. [3], где аналогичная задача рассмотрена детально). Ясно, что из (6.4) следует аг = О, Д1 = 0 и а0 = 0.Условие а։ = 0 эквивалентно следующему дифференциальному уравнению :

„ дв дс .2 д2А 9
+ СОЗ <р

д2А 
дхРдхА

(6-5)

(6-6)
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Р2 = дВ 1 д2А 1 82.1 1 / д2С д2С X

д։Р 2 дхРдх.\ 2 дуРдуА + 2 \дхРдуА + дуРдх.\) '

Условие ах = 0 эквивалентно2։ д ГдВ дС д2А д2 В д2В X3 у2 [ажР + джР дхРдхА + 2 \дхРдиА + дуРдхА) +1 ( д2С д2С XI 2 у д дВ дС д2А+ 2 \8хРЗ։л+ а։,ра։л/] + зг2ау [а։р джр дуРдуА ...1 / д2в д2в х 1 / д2с д2с х2 \дхРдиА + дуРдхк) + 2 \дхРдуА + дуРдхА)

Используя (6.5), получаем, что (6.8) есть тождество. Следовательно,

(6.7)

(6.8)

из (6.5)следует а՝ = 0.Условие во = 0 эквивалентно1 а2(р2 - р։) 1 а2(р։ + г2) 1 х2 а։(р1 + р2) 1 у2 а2(р2 - /4 (дхР)2 4 (дуР)2 4 у2 (дхР)2 4 х2 (дуР)21 а д2А 1 / д2С д2С X 1 ( д2В д2в V 
+ Зджр[дхРдуР 2 \(дхР)2 + {дуР)2) + 2 \{дхР)2 {дуР}2),

Используя (6.5), получаем производную формулы (1.14) :
а д2А 

д,р |ахРарр 12 д2с д2с х 1(агр)2 + (аур)2/ + 2 д2В д2В(а։р)2 (дуР)2) = 0.

= 0.(6-9)
(6.10)

Резюмируем сказанное :
из условия (5.8) следуют (6.5) и (6.10).

Теперь докажем, что из условий (6.5) и (6.10) следует (5.8).
Ниже будем использовать следующие формулы :

52 у ( м 3/а<7 а/а« . д2д
дхду^Х,У^Х,У^ дхду'а + дх ду+ ду дх + / ' дхду՝£-\[ Р(и,«)^1 =1 [ I р<11,

дх 1Уг 1 г Л 3« г2 .]г[ Р(и,«)л] = - [ [ Р<и,1Л ) г .1г г2 Jт

(6.П)
(6-12)
(6.13)
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д2

д2 
дхду

_1_ Г д2Г 
г2 /г диди I2 (11 + У

Р1(Н,

дхду [.
1_

I2 м,

(6.14)(6.15)
(6.16)
(6-17)

СОЗ <р (6.18)
/ Р(и..)< а, = ,(».,) И! - Ш / £ /> (6.19)

= (6.20)
О О Ур □ У у ииРассмотрим слагаемые в левой части уравнения (5.8). Используя (6.11) получаем

д2 Г£
дхду г2

= 4
8ху г6 2гг4 ду

2у д (Г дА \ ,1 д2 ( Г дА Л՜ г4 дх \]г д.Р Н ) + г2 дхду \]г д։Р Л ).Из (6.15) —(6.17) имеем
д2 Г£

дхду г2
4_

г-1
——— I3 (11 
дидид։ Р

и

д2 Г4 Г Э.4 
дхду т]гд։Р

-± Г &ЛА /2.4, Г3 уг дидид։ РСледовательно, получаем
д2 Г 4 [ дА . 4 Г д3А ,2^ 4 Г д3А ,3 .в о,чАхЗу [г2 Л д։Р Л ] “ Г3 / дидид։ Р Г* ]г дидиджР

Действуя аналогично мы можем преобразовать оставшиеся слагаемые в (5.8). Вчастности
О2 рЦ»2֊!/2) [дБ ]у2-х2дВ

дхду хуг2 ]г дгР՝' Х2у2 д։ Р
X2 - Зу2 

г3ху2
д2В 

дид։Р
12(11+з^-у2 /■А!А/2Л + А [ /2.4>Г3УЛ2 ]т дид։Р + Г3 Л ди2д.РГ3 Л ди2д։Р ~ й Л ди2д։Р * + й /г ди2д։Р У ’ (6.22)



Конечно-аддитивные функционалы ո пространстве плоскостей, II 83эа г շ /• эс ոd/1 = х*+у2 дс Зу2+я>2 f 92с * 
дхду ху Jr д,Р Г х2у2 д։Р r3xy2 Jr дид։Р, 3»а + у2 Г Э2С 2 2 [ даС 2

г3 ух2 Jr dvdxP г3 Jr ди2д,Р (6.23)
д3С 

dv2dxP
Pdl + ^ [ 

Г* Jr
д3С 

ди2джР
/3rf/+4 г3 д3С 

ду2джР
l3 dl,

1 д2А 3 Г
X2 dyPdvA + xr3 Jr

д2 (8А\ 2 у [^_(9А\ 
dudv \dy.\J x2r3 Jr dv2 \dyA J

(6-24)
/2 d‘,

д2 \х2-у2 Г И ] _2_ Г дВ_ 1 f±f3B_\ 
дхду _ х2ут JrdyA . x3r Jr ду.\ у2х2 Jr ди \duA J, 2у t X2-у2

x3r2 Jr dv \дуА J z2yr։ Jrdudv\dvAj x3 dyA_ д2 + 3у2 d2B у2 + За;2 Г d2 Z dB \ 22x2j/2 dxdyA 2r3x2y Jr dudv \dvA J

+&+±[Г_(!в\р
2r3xy2 Jr du2 \dyA.) 

(6.25)

dxdy [x2y Jr duA___2_ f 3C ,, У2֊*2 [ d (dC\ 2y [ d_ ( dC\ 
x3r Jr dyA y2!2^ Jr du \dyA J x3r2 Jr dv \dvA J1 [ d2 (dC\ 3y2֊x2 d2C

X2yr Jr dudv \dyа) Xя dyA 2x2y2 dxPdyA, 3*2-!/» [ _SJ_(dC_\ ,a , ga - 3y2 [ &_(dC_\ .2dl 
2r3x2y Jr dudv \dyAj 2r:,xy2 Jr du2 \dvAj ’

(6.26)

d2 F£ Г ЭЛ 1 _
dxdy yr Jr dTA2 Г d ( dA \ , 2 f d2 ( dA \ ,2— —շ՜շ / д- ( д~г ) I dl + —3 / - - I д—г ) I dl —

y2r2 Jr du \dxA J yrA Jr dudv \dxA ). _L [ 92 (dA\ f-ÊLf9^ flAl
y2 dxdxA yr3 Jr dudv \dxA J xßr3 Jr du2 \dxA) ’

d2 'x2 - у2 Г dB ' _
dxdy y2xr Jr dxA

շ f dB j։ 2x f d f дв\ , i f d f dB\
՜ ^rJrd.A y3^ Jrdu\dxAj + y2r2 Jrdv\dxAj ld +

^2-У2 [ d2 (dB\ շ 2 dB y2 + 3x2 d2B
xy2r3 Jrdudv\dxAj y3dxA+ 2x2y2 dvPdxAx2 + 3y2 [ d2 (dB\ 2jl 3x2 + y2 f d2 (dB\l2jl2|г|31У2 Jr dudv \dxA) 2|r|3x2j/ Jr dv2 \dxAj ՝

(6.27)

(6.28)
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д2 ГМ. [ дС_ 1  ____ 2_ Г дС_ 2х Г д_(8С_\ ...

дхду [у2х /г дхК Му3 Л 3ХЛ у'։|г|2 Л 9и
х2 — у2 [ д (дс\ 1 [ 92 (дС\ Р л -у2х2|г|2 /г ди \дхЛ.) + ху2|г| Уг диди \дх\)

_ 2 , Зд;2 ~ у2 9*с зу2 - х2 г д2 ( дс\ 2у3 дхА. 2х2у2 дуРдхА. + 2|г|3ху2 /г диди \дхЛ.)^^-Зх2 ГУ_(дС_\ 12ш2|г|3х2у /г ди2 \дхЛ.)

(6.29)

Последние два слагаемых в левой части (5.8) преобразуем, подставляя (1.13).Получаем 1 /д2р((х,у),ы,0) _ 2 др((х,у),ы,0)\ _у2 \ дуРдхК у дхК )1 /52р((х,у),ш, ^) 2 др((х,у),ш, £)\х2 I дхРду.\ х дуЛ. у_ 1 д2в 1 д2с 2 ад 2 дс~ У2 дуРдх.\ + у2 дуРдх.\ уЛ дхА у3 дхА +

1 д2в 1 д2с 2 эв 2 дс+ х2 дхРдуК х2 дхРдуК х3 ду:\ + х3 Э!/Л՜
(6.30)

Из результатов (6.21) — (6.30) следует, что
левая часть (5.8) тождественно равна

11 Ч - р.) 
ди

Э(Г2 + Л) р 

ди
У /■ 5(^2 - ^1) ,2 « Г 5(^! + ^г) .2 ,,_ н^Л——1 ди 1 а1+4 /• д \д2л 1 (д2с д2с\ \ (д2в а2в\] 2

+ \г\<]гд,р[диди 2 \3«2 + ди2 ) + 2 <5и2 Зи2 Л ''

где Р1 и определены по (6.6) и (6.7).Прямое исследование формул показывает, ч то если условия (6.5) и (6.10) удовлетворены, то верхнее выражение равно нулю. Другими словами, из (6.5) и (6.10) следует (5.8).
§7 . ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ ДЛЯ (5.9)В этом параграфе мы покажем, что условия (6.5) и (6.10) достаточны для (5.9).



Конечно-аддитивные функционалы в пространстве плоскостей, П 85Подставляя р = Л sin 2<р+ В cos 2<р + С в (5.9), получаемI L д*В sin уз cos dzdvA
cos 2p + 2

d2C 
dzPdvA

d2B d2C-2 cos2y>-2_ 4
Uy 1 и x A Oy P Ux A

а в „ , . ас+ 45Zpcos2*’ + 4CT 1 Г„ 32Л . „ ' cos2^ |2air/’fl>ASin2*’.i L з2л . „ 1 „ а2в a2c . д2в- [2 sin 2Ч + 4 С01 * w + wl -4 tan 1՜ а^л+
а2с

+azPdv\
„ \дВ . , ,дС д2А= 4(cot <р - tan <Р)дГр + 4(cot <р + tan V>)g-p + 4 tany>g д-4 001 ” гй^л + 2<“‘ f+1а" + 2<“ v+lan v)

д2С д2С+ 2(со1 V - t» - 2(‘>" v - = = 4 cot <р (Л 4- F2) - 4 tan p (F2 — FJ = 0.Доказательство завершено.
§8 . НЕОБХОДИМЫЕ И ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ ДЛЯ (5.4)Мы можем исследовать (5.4) также как и уравнение (5.8) в §6, т.е. выделениемслагаемых, имеющих порядок г՜1 в разложении 'Гейлора для сумм. Мы получаем . 51,101:05 ° , [г(г, + г,) - 2(«, - г,)+ (усоза — хэта) [у х ОуРОуЬ.Л(в2£)+г^£1=о + а,ра,л а.р]Используя уравнения (6.5), мы приходим к следующему результату :

Из условий (6.5) и (5.4) следует
д2(В + С) , д2(В-С) . 8А

dvPd«K azPdz\ dzp
■■А» 'ч.

(8-1)
Используя (6.12) - (6.20) получаем, что левая часть (5.4) тождественно равна

• 2 г, 81,106080 ;х-^ •₽F2) ֊ ^(F2 - Fl) ֊ /(у cos а — z sin о) [у z ЖГ Jr Д№ + В?.)|гд+ 
Ои

ди |г|3 9(Ft + F2) 
dv

I2 dl+

, У2 [dUb-Fi) z|r|3 JT du
l2dl + F3-^|r|3 3F3 2 у IT' dvС одной стороны, это тождество можно использовать для проверки (8.1), а с другой стороны, для доказательства того, что из уравнений (6.5), (8.1) следует (5-4).



86 В. К. Оганян, А. Н. Давтян§9 . ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТМы резюмируем полученные результаты :
Флаговая функция р 6 имеющая вид (1-13) удовлетворяет условию второго порядка тогда и только тогда, если коэффициенты А, В и С удовлетворяют уровнениям (6.5), (6.10) и (8.1).
Согласно Теореме 3 эти уравнения дают необходимые и достаточные условия того, что валюания Ф, соответствующая флаговой функции р 6 <№>, порождает, с помощью (1.7) и (1.8), локалыю-конечную знакопеременную меру в 1Е.
Заметим, что дифференцируя (1.14) по 3։Р, мы получим (6.10). Приведем полное множество уравнений :

р(Р, ш, <р) = А(Р, Л1)з1п 2(<р, х) + В(Р, Лг) соз 2(<р, х) + С(Р, ы), (9.1)
дС 1 д2А 1 <92.4 1 / д2В д2В \
д,Р 2 дхРдхА +2 дуРдуА +2\дхРдуА +дуРдхА) ~

дв 1 д2л 1 а2 л 1 / д2с д2с \
джР 2 дхРдхА 2 дуРдуА + 2\дхРдуА + дуРдхА) ~

\(д2{в + с) д2(в-с)\дА2^ дуРдуА + дхРдхА ) + д,р 
д2А 132(В-С) 132(В + С)

дхРдуР + 2 (дхру 2 (дур)2 ~ ■

Результаты работы [3] и настоящей статьи приводят к следующей теореме :
Пусть Фр — валюация на (Ле, порожденная флаговой функцией р £с помощью (1.7) и (1-8). Валюация Ф/■ порождает локально-конечнуюзнакопеременную меру в 1Е тогда и только тогда, если р имеет вид (9.1) ■и функции А, В и С удовлетворяют дифференциальным уравнениям(9.2) — (9.5).
Сделаем замечания, касающиеся этих уравнений.

Условия (9.2) — (9-4) вместе эквивалентны уравнению
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др(Р,ш,<р) б)2р(Р,ы,у) д2р(Р,ы,<р) _ д3р(Р,ш,<р) _

д,Р ду>Р ду,+х/2А дР+х/2Р ду>А д.^Рд^Адр 1 0)Для доказательства, продифференцируем (9.1), получаем (сравните с (6.2), (6.3))
др(Р,ш,р) _ дА(Р,Лх) 

д^Р - д,Р sin 2у + дВ(Р, Лх) 
дгР

cos 2у + дС(Р,ы) 
д,р= 2 лх) cos 2у — 2 д(р։ д։) sin 2у, 

Qfp

д2р(Р,ч>,<р) . . д2р(Р,ш,<р) . 2 д2р(Р,ш,<р)
dvPd~-^A = - Sm * C°S * дхРдхА ~ ИП У dvPdxA2 52p(P,w,y) . д2р(Р,ы,<р)
+ eos v а.РВ.!: +,|пу",у -s,ps,h ■

д2р(Р,и,р} 
ду+ъ/гРдуА

— sin у cos у д2р(Р,ш, <р) 
дхРдхА

2+ cos у д2р(Р,Ш,<р) 
дуРдхА— sin2 у д2р(Р,ш,р) 

дхРдуА
+ sin у cos р д2р(Р,ш, р) 

дуРдуА

FpU’.u.v) . , , а’.цр.л,) . 8։л(р,л,)а,рмау = 2cos2?,cos * е,рд^ a>p8jA
п „ . д2А(Р,Ах) п п . г 52.4(Р,ЛХ)+ 2 cos 2у cos р sin >р -----F 2 cos 2p si п у я

* Оу Л Оу 1 Оу Л.„ . п 2 э2в(р,лх) „ . „ . а2в(р,лх)- 2 sin 2<р cos^y ■ ' - 2 sin 2у cos у sin у я оя .
Ох I Ох„ . „ . а։в(р,л։) „ . „ . , а’в(р,л,)֊ 8iP8,A - 2з.п 2psm р дНапомним, что F\, F2 и ^Гз суть левые части формул (9.2) — (9.4) соответ

ственно.Мы получаем
F\ + F2 cos2y + i F3 sin 2y =3p(P,w,y) 1 / 52p(P,w,y) 92p(P,w,y) д3р(Р,ш,<р)\

d^P + 2 уд^Рд^^А + d^/iPd^A ~ dvPdvAdp) ՛Следовательно, из Fi = F2 = F-j = 0 вытекает дифференциальное уравнение (9.8).Обратно, из (9.6) следует, что
Fi + F2 cos2y + ^Fasin 2y = 0. (9.7)

Так как (9.7) есть линейная комбинация независимых функций sin2y, cos2y и 1, мы получаем (9.2) — (9.4).
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ТЕОРЕМА. Пусть Фр — вплюация на Ujei порожденная флаговой функцией р G СФ с помощью (1.7) и (1.8). Валюация Фр порождает локально—конечную знакопеременную меру в IE тогда и только тогда, когда р удовлетворяет условиям Теоремы 3, а также следующему дифференциальному уравнению :Эр(р,ы,п) э2р(р,<д,я) , _ а2 (дР(р,и,р)\ _

дшР дпРд^К д^РдпК дпРдпК\ 8<р )

.г п др(Р,ы,<р)где А — направление перпендикулярное как S2, так и ы, —---- —
дробозначает производную в £j(w), <р 6 £j(w) соответствует Q.
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