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В статье содержатся теоремы о сходимости и равномерной сходимо
сти в точке для простого ряда Франклина, а также о А-сходимости и 
равномерной А-сходимости в точке для двойных рядов Франклина. Ре
зультаты применяются для изучения явления Гиббса системы Фран
клина.

§1. ВВЕДЕНИЕ

Пусть {/п}^_0 ~ система Франклина (см. [1]) и

(1)
п=0

- ряд Фурье-Франклина интегрируемой на [0,1] функции /(*).

В работе [2] Чисельским была доказана следующая теоерма.

Теорема А. Пусть f (<) е Ь1([0,1]) я точка. 40 € [0,1] такая, что

Я*о)=1ш1А у /(<)л.

<0

Тогда ряд (1) сходятся ж /(*о)-

В настоящей работе обобщается теорема А на однократные и двойные ряды

Фр анклина - 
. • « • ՛

§2. НЕОБХОДИМЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ОБОЗНАЧЕНИЯ

Пусть ;?(*) и р($, в) - функции, интегрируемые по Риману, соответственно, на

отрезке [0,1] и на квадрате [О, I]3. Положим

а,«.)
ь ~~ »0 1—♦$© * *0
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△*։,*։$(*>в) = X* + ^1>в + Ьа) — р(* +Л1,«) - Х*> * + М + ХМ).

ВдЦ,з) = -^^9^^, Вд(1,а) = ^п^а^й\ 

*։-*“ Л1Ла »։-» Л1«ак։—О к։—0

бд(*о) = | РХ<о) - £Х«о)], 0Х«о) = 1 [в,(*0) + Ля(е0)],

6д(։, •) = | [ЯХ*> в) - £Х*,«)] , ОдЦ, в) = | [Рд(1, л) + Од(1, в)],

£„(*) = [' Кп(*. •) *д(‘), 5п.т(х, У) = [' Г кп({, х)Кт(в, у) Лд(Ь в), 

до до Уо

где Кп(*> в) “ «ДР» Дирихле для системы Франклина.

Определение 1. (см. [3], т. 1, стр. 100). Если существует предел

5 = .1Н2, М*)> 
«—•о

то скажем, что последовательность Зп(1) равномерно сходятся в точке 1о к 

пределу 5.

Определение 2. (см. [3], т. 2, стр. 465). Если для любого А > 1 существует 

предел

3 — Мт 3П։т, — < — < А, 
{п,т}-»оо а т

то скажем, что последовательность 5п,т X-сходится (или ограниченно сходится) 

к 3.

Определение 3. Если для любого А > 1 существует предел

$ ~ 5"."*(х>у)> Т — т —А т

то скажем, что последовательность Зп,т ^-сходится я 3 в точке (хо, уо).

Определение 4. (см. [4]). Пусть — точка разрыва первого рода функции 

д(<) £ £(0,1), причем |д(Х0 + 0) — д(<о — 0)| = 2Л, и пусть последовательность 

функций {дп(*)} сходится к д(1) в каждой точке некоторой окрестности точки <о- 

Функцию

С(*о, 9, {вп}) = С(*о) = Тт ֊ ?п(<) ֊ <Н*°+0) + ^-°) 
Ж «ОО

назовем функцией Гиббса для последовательности {?п}. Если б(<о) > 1, то 

скажем, что для последовательности {дп} в точке <о имеет место явление Гиббса.



О сходимости и явлении Гиббса рядов Франклина 63

Хорошо известно (см. [5], стр. 123 - 126), что для частичных сумм ряда 

Фурье по тригонометрической системе имеет место явление Гиббса : функция 

(7(<о) не зависит от 4о и равна постоянной Гиббса

С(х0) = - Г — Л » 1.7. 
к Jo 4

Для частичных сумм ряда Фурье-Уолша наличие явления Гиббса установлено в 

работе [6]. Для частичных сумм ряда Фурье-Уолша функция б(то) не является 

постоянной. В работе [4] найдены точные оценки сверху и снизу для этой 

функции.

В этой работе исследуется явление Гиббса для рядов Фурье -Франклина.

§3. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Теорема 1. Пусть функция д(4) интегрируема по Риману на отрезке [0,1].

1) Если имеют место неравенства —оо < 1>д(4п) < Од(1о) < оо в точке 

4о € [0,1], то

-М6д(10) + Од(10) < Иш &(*о) < Нт 8п(1о) < М6д(10) 4- £>д(40), 
п—*оо п—*оо

где М - абсолютная постоянная.

2) Если в некоторой окрестности точки 4о функция д представляется в виде 

Х0 = р(«о) + [ Х(т) Лт,

где х(т) непрерывна в точке 40, то последовательность Зп (I) равномерно сходится 

к д'(<о) в точке <о-

Замечание 1. Из одной теоремы, независимо доказанной Ф. Г. Арутюняном [7] 

нН. Б. Погосяном [8], следует, что для любой измеримой и конечной п.в. на [0,1]
ОО

функции д(1) существует ряд Франклина £ а„/п(4), сходящийся к д(Г) п.в. на 
п=0

(0,1).

Тот же результат следует из пункта 1) теоремы 1. Действительно, из 

теоремы Лузина [9] следует, что что для любой измеримой и конечной п.в. на 

[0,1] функции д(4) существует непрерывная функция ^(4) такая, что Е'(1) = д(4) 

для почти всех 4 Е (0,1). Следовательно, из теоремы 1 вытекает, что ряд

$2впЛ»(<), где вп = [ /П(4)(4Г(4), 
п=0 Л
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сходится к g(t) п.в. на (0,1). Отметим, что Г. Г. Геворкян [10] доказал возмож

ность представления п.в. конечных измеримых функций абсолютно сходящимися 

рядами Франклина.

Теорема 2. Пусть д(х,у), д(х0, у),д(*,Уо), д(О,у), д(1,у), д(х> 1),р(®, 0) - инте

грируемые функции по Риману, соответственно, на отрезке [0,1]2 и на отрезке 

[ОД].

1) Если имеют место неравенства -оо < Dg(x0, Уо) < Dg(*o, Уо) < об в точке 

(®0, уо). то лля любого А > 1 имеем

-М36д(х0, уо) + Ру(։0, Уо) < __1цп_5п,т(®о. Уо) < , Кт 5П1т(хо, Уо) <
(п.т)—«оо (п,т)-»оо

< М26д(х0, уо) + Вд(хо,уо), т < — < А. 
А т

2) Если существует предел

то последовательность 5П|т(®.у) равномерно А-схсдится к Лр(хо.Уо) в точке 

(®о.Уо)-

Теорема 3. Пусть $о является точкой разрыва первого рода функции /(<) и 

дп(<) = 5п(/>4) (см. определение 4), где 3П(/,Р) - частичная сумма ряда Фурье- 

Франклина функции /(<), и б(*о) = б(*о> /> {5п(/))) “ функция Гиббса. Тогда в 

каждой точке <о € (0,1)

0 3(3 + уЗ ]

причем почти всюду

С(*о) = 1 + ■
3(3 + -Уз)

§4. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Пусть п = 2" + п, где р > 0, 1 < и < 2*, и пусть кп - разбиение отрезка [0,1] на 

п отрезков точками
- I 2*+1 для 0 < • < 2н,

I для 217 < * < п-

Положим = [4,-1,1,],» = 1...... п.
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Замечание 2. Если функция д(4) интегрируема по Риману на отрезке [0,1], то 

для любой функции АО) системы Франклина интеграл Стилтьеса АО) 4й0) 

существует.

Доказательство. Функция АО) линейна на отрезках А^п\ j = 1,..., п, следова

тельно, на каждом отрезке существует интеграл Стилтьеса функции д(4) по 

функции АО)- Из непрерывности функции АО) следует, что существует инте

грал Стилтьеса функции д(Г) по функции АО) на отрезке [0,1]. Но, как извест

но, из существования интеграла дО) 4А0) следует существование интеграла 

/о/-0)^0)-

Пусть д(я, у) и /(л, у) - две ограниченные функции на квадрате [0,1]а, и 

пусть (71, Та) - разбиение квадрата [0,1]а точками 0 = хо < ®1 < ■ • • < ։т = 1, 

0 — уо < У1 < • • • < Уп = 1. Величину 
т п

а = а(/, д) = 52 52 /(*<• »)△*< ь^(®<-1. М-1). (2)
.-=11=1

где Л] = Х{ — х,_1, /։{ = У] — Уу-1, назовем интегральной суммой. Пусть 

А(7*) = тах/4, к = 1,2.

Определение 5. Если существует предел

Кт а = [ [ /(х, у) <1д(х, у)
Х(Тх)-.0,Х(Т։Ь0 Л-Л

интегральных сумм (2), то его назовем интегралом функции / по функции д. 

Несмотря на то, что мы используем стандартное интегрирование Стилтьеса, 

наше определение интеграла носит более общий характер, чем классическое 

определение инеграла Стилтьеса.

Замечание 3. Если функции д(х, у), д(0, у), д(1, у), д(х, 1), д(х, 0) интегрируемы 

по Риману, соответственно, на квадрате [0,1]а и на отрезке [0,1], то интеграл

[1 /Чо)АО) (3)
Jo Jo 

существует.

Доказательство. Для любых последовательностей {од}, {6,}, {с^} имеет место 

тождество 
т п . я>—1 п-1

- а^-1 - а,֊1^) = 52 52 °у(ь<+1 ~ ^)(с1+1 ~ с1)+

«■=11=1 1=0 1=0



I

66 О. Г. Саргсян

т-1 п-1 "~1
4-Со У2 Я<о(Ь<+1 ~ М + <»0>(с/+1 ~ С>) ~ Ъгп / , ат>(с>+1 ~ с])~

»=0 1=9 1=а

т—1
—Сп У О1п(Ьл-1 — 6<) + СоЬовОО + СпЬтвтпп — Сп^ОООл ~ Со 6т 0^0- (4)

4=0
Так как функции системы Франклина непрерывны и имеют ограниченную вариа

цию, то без ограничения общности можем предполагать, что точки разбиений тр 

и т,, соответственно, являются точками разбиений Тх и Та. Применив преобра

зование (4) к интегральной сумме (2) с а<у = й(>4>К/)> »4 = /р(х<), су = /,(«#), 

получим интегральные суммы интегралов

/ / «О,а) <*(/₽/«)(*,я), Г ։)!,{*) <%(*), Г *(*,«)/₽(*) <։Ю, (5)

Уд ’> Уд ։) Уо Уо
»1 '3

г = 0,1, и сумму

֊/р(0)А(1Ж0,1)+Л(О)Д (0)р(0,0) - /Р(1)/,(0)р(1, о)+/,(1)А (1)р(1,1).

Из интегрируемости функции р(4,в) по Риману и линейности функций /р(*) и 

/д(з) на отрезках и а|*\ соответственно, а также из замечнаия 2 следует, 

что эти интегральные суммы имеют пределы при А(Тх), А(Т2) —♦ 0. Из существо

вания интегралов (5) следует существование интеграла (3).

Следующие утверждения доказаны в работе [2].

Лемма 1. ([2], стр. 296) Пусть пи։ такие, что п = 2т+4,1 < к < 2т, 0 < ։ < п. 

Тогда
’ 2ао, + ах,- = |во։>

ау-х,4 + 4ау< + ау+х։,- = у бу,, ) = 1,..., 24 - 1,
* | азк-1,4 + За2ь,։- + а2к+х,; = |б2*,4,

ау-х,,- + 4а,ч + ау+х,,- = |йу,-, ) = 2к +1,п — 1, 

> °п—1,» + 2ап։ = 7^п։, 

где

«։/ = •^п(<։,*х), 6 = 2 т = 1^]

Положим а = 1о£(2 + у/3).

Теорема В. ([2], стр. 298) Если п = 2т + к, 1 < к < 2™, т > 0, то

оу = ч/3 2т+Ч(֊1),+^и.
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где

7П1 = sinh ап 4- sinh а(п — 2i) cosh a2fe,

’ 2coshamin(»,j)[coshamin(n —*‘,n —j)+ 

+ sinh a(n — 2fc) sinh a min(2b — »', 2k — j)] 

cosh a min(n — i, n — j)[cosh a min(i, j)+
+ cosh a2fc cosh a min(t — 2k, j — 2fc)]

2 cosh a min(t, j) cosh a min(n — », n — j)
. для », j таких, что min(t, j) < 2k — 1 <

для։՜, j < 2k — 1, 

для »’, j > 2k, 

max(։,j).

Лемма 2. ([2], стр. 301) Пусть n > 2, n = 2m + к, 1 < к < 2m. Тогда

|ад «)1 < Спе-оп|<-* V2 (6)

для любых I, 8 6 [0,1].

Здесь и в дальнейшем через С мы обозначаем абсолютные постоянные (не 

обязательно одинаковые в различных случаях).

§5. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМ

Доказательство теоремы 1. Из замечания 2 следует, что интеграл

1= /1К„(*,*о)^о(<) (7)

го

существует, где (*) = $0) ~ 9^о) - Рг(*о)(* ~*о)- Поэтому I = 5п(*о) - £»(*։։)•

Оценим интеграл (7). Для любого е > 0 найдется 6 > 0 такое, что

£Х«о) ֊ е < я^~я^ < + е (8)
։ —*о

при |4—<о | < 6. Поскольку функции системы Франклина непрерывны, то интеграл 

(7) можно представить в виде

I = Д (<о) + Та (<о) + 7з(*о) + Ц^о), (9)

71(*)=/1 Кп(т,*) ^о(т), 1а(«)=Г

Ло+« -/о
/*^0

7з(<)=/ Кп(т,*) ал.(т), /<(*)=/ к„(т,*) ^о(т).
7»о • </»0 —<

Имеем

71(<о) = ^о(1)7Сп(1,*о) - ^о(*0 + №(Й> + 6,*о) - Л Ло(*) <։кп^о). (10)



68 О. Г. Саргсян

Так как для функции имеем, что ^0(<о) = 0 и |^0(»)| < В(*о,р) Для » 6 [0,1],

где В(1о,д) ~ постоянная, зависящая только от »о и д, то

< 2В(*о,$)

1=1 1=(Й+*։-։)/а ■,[‘а+4'1]пЛ5

|КпО»,*о)|+|Х„(»о + «,«о)| I • (И)

Используя (6), из (10) и (11) получим

И1(*о)| < С ВЦ0, д)п2е~ап1^2. (12)

Аналогично

|/а(<о)|<С В(*0,»)пае-“՞*/2. (13)

Для 1з имеем

Jr<o+»
' 1М)^Кп(Мо) =
«о 

т—1
= 1М*о+$).Кп(*о+Мо)- Пт ^0(т։)[^п(л+1,<о)-Кп(п,<о)]-

тах(п - п-1) ֊♦ 0

(И)

Из (8) имеем

(п)I < (6дЦ0) + е)(п - *0), » = 0,1...... т.

Следовательно

уп—-1
52 ^о(п)[^п(п+1,*о) - Д'п(пЛо)] 
«=0

т-1
< (6д(։0) 4֊ е) £ (п - «о)(5» ֊ 5.+1) = 

1=0

(т—2
52 (^+1 ~ п)5,-+1
•=0

(15)

где
т—1

3. = 22 |*п(п+1,*о)֊Мп,*о)Ь * = 0,1......т-1, 5т = 0.
*=1

Используя оценки (см. [2], стр. 301)

Р Уат чат
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для любого п > 0 и t G [0,1] получим

Из (6) и (14) - (16) следует, что

|1»(*о)| < Л/(^(*о) + е) + с B(to,ff)n’e-“՞«/3. (17)

Аналогично для Д получим оценку (17). Согласно (9), (12), (13)

|SB(t0) ֊ Dff(to)| < M(6g(t0) + е) + о(1).

а так как е - произвольное положительное число, то пункт 1) теоремы 1 доказан.

Перейдем к доказательству пункта 2). Тах как функция хО) непрерывна в 

точке Д, то для любого £ > О существует 6 > 0 такое, что

1х(*) - Х(*о) I < е, при |t - *о| < 6. (18)

Аналогично при |t — to| < 6/2 получим оценки

|Ii(t)| < С B(t0, д)пЧ~ап1'4, |I2(t)| < С В(1ь,д)пЧ֊т114. (19)

Оценим интеграл 1з. Из замечания 2 имеем

т—1
73(t)= , Нт п£Кп(п,*)[^о(л+1)-^а(п)], (20)

шах(п - п-1) 0 i=0

а из (18) следует, что

1К(п+1) - К(п)| < e(n+i - п).

Но ак как функции Лебега для системы Франклина равномерно ограничены (см. 

[1], стр. 229), т.е.

»1
шах / |Xn(i, e)| de < С, п = 1,2,..., 

<e[o,i] Jo
(21)

то из (20) следует, что

т-1
|1з(*)|<е Нт V 

max(n - n-i) ֊* 0 i=0



|
70 О. Г. Саргсян

Г1
<е вир / \Кп(т,х)\ dr < еС. (22)

•«to.il Jo•кн

Аналогично получим |Д(*)| < еС, при |t - t0| < 6/2. Таким образом, из оценок.

(19) и (22) получим

|Sn (*) ֊ х(*о) I <еС + о(1) при |t -10| < 6/2,

где о(1) сходится к нулю при п —» оо равномерно по t 6 (*о - 6/2, t0 + 6/2). Этим 

завершается доказательство теоремы 1.

Доказательство теоремы 2. Пусть

«) = ») - в(хо, Уо) - DgÇxo,yo)(t - х0)(в - у0).

Поскольку функции системы Франклина непрерывны и имеют ограниченные 

вариации, то из замечний 2 и 3 следует

5n,m(®tbJ/o) •Од(®о<Уо)— [ [ J^n,m(®0> У0>^։ s) dl/>Xo^oÇt, в) — 

Jo Jo

= Л(։о> Уо) + Л(®01 Уо) + J&(xo, Уо) 4- Jt(xo, Уо)> (23)

где

КП.т(в,У,։,в) = КпЦ,х)Кт(в,у), 

= [ [ ХП1т(х,У,*,»)

Л(«>у)= / / Кп,т(.х,у,г,в)Лф,.о1а(1,в),
Jo Jy0

•7з(®,у)= / / Кп,т(х,у,։,а) ^хо,о(*>»)>

Уг0 •'о
Г*о ГУо

Л(г,у)= / / Кп,т(х,у,։,а) ЛфхвЯо(։,8).
Jo Jo

Для любого £ > 0 найдется 6 = 5(е) > 0 такое, что при тах(|А1|, |Л2|) < 6

Од(х0, уо) ֊ £ < < Йд^уо) + £. (24)
Л1Л2

Из замечания 3 имеем

k k
Л(։о,Уо) = Ira о ^252Кп>т(хо,Уй,П,»>)х 

лръР» i=i у=1
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X [^«о»о(п, 4) + ^Хо»о(П-1, »/-1) - ^хо»о(п> в/-1) - ^«о»о(П-1, «у)] , (25)

где (Т1,Та) - разбиение квадрата [0,I]2 точками Хо = тъ<п<,"<П = 1, 

Уо = во < в1 < • • • < в* = 1. Без ограничения общности можем предполагать, 

что (хо + 6, уо + 6) - также точка разбиения, т.е. существуют ։0 и jo такие, что 

х0 + 6 = п0 > Уо + 6 = ву0. Интегральную сумму в (25) разобьем на интегральные 

суммы по прямоугольникам [х0,х0 + 5] х [у0 + 5,1], [х0 + 5,1] х [1/о,1/о + 5], 

[։о,хо + 5] х [уо.Уо + 5], [х0 + 5,1] х [у0 + 5,1]. Положим ац =

с,- = Кп(т1,х0), Ъ] = Кт(в7-,уо) и применим преобразование (4) к интегральной 

сумме по праямоугольнику [хо, Хо + 5] х [у0 + 6,1]. Получим

52 52 СЧ = 52 52 “ Ь1)(с<+1 - с։) + со 52 ««(*/+1 - Ь;)+

։=1 У=>о+1 »’=01=зо ]=1о

<0—1 «о-1 4-1
+*Л 52 ®(/о(®<+1 - *=») - Ьк 52 а«*(С«+1 ~ С‘) - *0 52 а«оЯЬ/+1 “ М+ 

.•=0 .-=0 /=/„

+СоЬ/оаО/0 + С<05*а<0* — С,06;оа1аЛо ~ ^0^1001, (28)

С,у = с,Ь;(а։у + а,_1у_1 — а>у-х - <Ч-1у).

Для (I, в) 6 [О, I]2 имеем |^воЖо(<, в)| < В{д, хо, уо). Следовательно

<о—1 *-1
52 52 “ 61)(с։+1 ~ *)

<=о >=/0

<СВ(д, Хо,Уо). г , г,-^п(*,։о) е Г„ , X 1т-^п»(в, Ро)- 
։ € [Хо, Хо + д] з е [ро + 5,1]

Используя оценку (6) и линейность Кп(1, хо) и Кт(в, ро) на и Дут\ получим

А < С В(д, хо, уо)т2п£~ат1^2.

Оценивая аналогично остальные суммы правой части равенства (26), получим

<о к

Е 2
•=1 ^=^о+1

< С В(д, хо, и։)[пЛи-вт,'а + п2те-оп*/2]. (27)

Аналогично получим оценку (27) для интегральных сумм по прямоугольникам 

[х0 + 5,1] х [ро, уо + 5] и [х0 + 5,1] х [у0 + 5,1]. Теперь докажем оценку для 

интегральных сумм по прямоугольнику [хо, хо + 5] х [уо, Уо + 5]. Положим

Ац = ^хоЯоСп. + ^хо»о(Л), во) - ^хо»о(тЪ| ч) - ^хоГо(тг, во),
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» = 0,1...... *о +1> У = 0,1,.... зо + 1. Так как

<0 /о <0 Зв
52 с‘3 = 52 52 ^ьз (^ + Л-и-1 - А^-1 - Л֊1 л), 

,=1 3=1 <=х3=1

то применяя преобразование (4), пол у им

5252с<>= 52 52 А{з(ьз+1 - ьз)(я+1 - <ч) -<ч0 52 лн/(ь/+1 - ьз)~ 

{=13=1 «=0 3=0 3=о

Ь-1
~ЬЗв 52 Л</в(с<+1 ֊ С,) ֊ • (28)

1=0

Из (24) следует, что

И«1 < (йд(х0, Уо) + е)(я - х0)(в/ - уо).

Используя оценку (6) и аналогично (15) и (16) оценивая правую часть равенства

(28), получим 

• о Зв

1=1 3=1
< М2(М*0, Уо) + е) + с В(д, х0, уо)[т3пе-“тЛ/3 + п3те-“",'а].

Следовательно (см. (25) и (27))

IЛ(®о, Уо)I < М3(М։о, Уо) + е) + С В(д, х0, y0)[mane ат1/2 + п3те~т,/3]. (29)

Для Ji, i =2,3,4, можем получить ту же оценку (29). Из (23) и (29) следует, что 

iSn.mfco, Уо) - Вд(хо, Уо)| < М3(6д(х0, уо) + с) + «К1)»

где о(1) сходится к нулю для каждого д > 1 при п —» оо, т —» оо и 1/д < п/т < д.

Таким образом, пункт 1) теоремы 2 доказан.

Что касается пункта 2), то заметим, что для любого Е > 0 существует 8 > О

такое, что

g(». У) ~ g(»i. У) - У(», У1) + У(»1,Ух) 
(։-Х1)(у-ух)

-Dg{xo,yo) <е, (30)

при |z — ®о| < 6, |®х — хо| < S, |yi — уо| < 6, |у — уо| < 6. Принимая во внимание 

непрерывность и ограниченность вариаций функций ситемы Франклина, а также 

замечания 2 и 3, имеем

Sn,m(x, у) - Dg(x0, уо) = [ [ 

Jo Jo
Kn,m{x,y,t,s) d^0{t,a)
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= Л(»> V) + /»(*» V) 4- 1з(х, у) + Л(х, у). (31)

Оценим интеграл Л при |х — х0| < 6/2 и |у — уо| < 6/2. Из замечния 3 имеем 

к к
Л(®, V) = Нт о 5352 #п,т(®, V, П, «;)х

»(ТЬ)-О <=1 }=1

х [^о»о(п, «>) + ^хо»о(п֊1, *>-1) ֊ 1^о>о(п, */-1) - 0«о»о(^-1. «/)], (32)

где (71,Та) - разбиение квадрата [О,I]2 точками х0 = т0 < п < < п = 1,

Ро = во < в1 < • • • < в* = 1. Без ограничения общности можем предполагать, что 

(хо4-б, 1/0+5) тоже является точкой разбиения, т.е сдуществуют ։0 и /о такие, что 

хо + 6 = Т1в, уо + 6 = в]„. Интегральную сумму в (32) разобьем на интегральные 

суммы по прчямоугольникам [х0, ®о + Л] х [уо 4- 6,1], [х0 + 6,1] х [уо, Уо + 6], 

7[х0, х04-6] х [ро, уо4-6], [хо-Ьб, 1] х [уо4-б, 1]. Полжим с,- = Кп(г„ х), 6,- = Кт(в;, у) 

и оценим интегральную сумму по квадрату С) = [хо, хо 4- б] х [уо, уо 4՜ б]. Из (30)

|ау 4- Oi-ij-i — Gij-i — o»-ij| < £(*ï — 'П-1)(ву — «j-i),

i = 1,»o4-1, j = 1,...» Jo4-1. Поэтому, для интегральной суммы по Q получим

К = lira

Используя (21), можем написать

К <еС. (33)

Применяя доказательство пункта 1) для модулей интегральных сумм по квадра

там [х0, хо 4- б] х [уо 4- б, 1], [х0 4- б, 1] х [уо, уо 4- б] и [х0 4- б, 1] х [ро 4- б, 1], получим 

верхнюю оценку (27). Но из этих оценок и (32), (33) следует, что

|Л(х, у)| < еС 4- С В(д, х0, yo)[m^ne՜։։m,^4 4- п2те՜“”^4]. (34)

Аналогично можно получить опенку (34) для Л(х, р), » = 2,3,4, |х — х0| < 6/2, 

|у — Уо | < 6/2. Из (31) и (34) следует, что

|5n,m(։, у) - Dy(xo, Уо)| < еС 4- о(1), 
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где о(1) равномерно по (х, у) € (хо — 6/2, *о + 5/2) х (уо — 5/2, уо + 5/2) сходится 

х нулю для любого д > 1, при п —♦ оо, т —» оо и 1/р < п/т < р. Теорема 2 

доказана.

Для двоично-иррациональных точек х0 Е [0,1] обозначим через ЕХо предель

ные точки последовательности 5П = (2п®о), где (4) - дробная часть числа 4, а 

для двоично-рациональных точек хо 6 [0,1] Положим ЕЯя = {0,1). Обозначим

Oij =
«n(*) = Г°ХП(М)<Ь, 

Jo

а(х0) = Пт Яп(*), а(х0) = lim Rn(t).

тт Л*) - т т + 1Полуинтервалы = 1^-, 

ранга к > 0. При этом = [0,1].

будем называть двоичными интервалами

Лемма 3. Для любого у0 £ [0,1] множество Е = {х Е [0,1] : у0 Е Ех} измеримо 

и mes Е = 1.

Доказательство. Для фиксированного уо обозначим через №\уо) объединение 

тех двоичных интервалов ранга к, замыканию которых принадлежит у0 (при 

фиксированном к таких интервалов не более чем два). Легко видеть, что

СЮ сю
[0,1] \ Е = и и В?, В? = {х £ [0,1]: (2*х) £ 2™(у0) для I > п}.

*=1п=0

аш
Но так как В£ = 0 (-В? © М> где 5; - двоично-рациональные числа вида */2”, 

1=0
0 < » < 2” (об определении ® см. [1], стр. 168), то для доказательства леммы

достаточно показать, что множество В* измеримо и тез В% = 0.
Пусть х = Ё 

n=0 z
- двоичное разложение числа х Е [0,1], причем для

двоично-рациональных чисел будем рассматривать только те разложения,для 

которых начиная с некоторого номера по все хп равны нулю. Исключением будет

число 1. Скажем, что двоичный вектор Ртх = (хо, •••, ®т-1) содержит двоичный 

вектор Р’у = (уо,—,У.-1), где у 

по + » < т, хПо^.у = у^, 3 — 0,1,

сю 
£ 

п=0

Уп 
2п+1 , если существует по такое, что

— 1. Пусть А^, * - множество тех точек

х Е [0,1], для которых вектор Ртх не содержит вектор Р*уо. Если уо - двоично

рациональное число, то — множество тех точек х Е [0,1], для которых вектор
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-.»1-1).глеУо= Êo2^îРтх не содержит вектор Р‘у0 = (Уо> и все у„ равны 1,

начиная с некоторого номера. Множества А‘т к, i = 1,2 являются объединениями 

двоичных интервалов ранга т. Так как

äJ, = {։ е [о, 1] : (2'х) £ 1^к\уо) при 0 < / < т} =

(-^т+к-1,к ПРИ двоично-иррациональных Уо,
I -^т+*-1 к п <+*-1 к при двоично-рациональных Уо, 

ОО
и Вк = П Я^, то Я*, и Вк измеримы. 

т=3к .
Обозначим через Л^ ։ множество тех векторов Ртх, которые не содержат 

вектор Ркуо, а через |Л| - мощность множества А. Нетрудно убедиться в 

справедливости следующих рекуррентных соотношений :

|^+1.к | = 2 |^m,k1 - | (^n-k+1,4 X П | ,

|(-^m-k+l,fc x n-^i»,k| = |4n»-k+l,k| “

֊Е|(^֊ь -ii+l.tх{1фй-k+l,k| I 

iei

где y> - вектор размерности tj, kj < к такой, что вектор (у’,Рк-гУо) содержит 

вектор Ркуо, I - множество тех индексов », для которых вектор у* не может 

быть представлен как (я, 7), где я - вектор. Так как из определения у1, i G I 

следует, что fc,- / fcj, » / j, i,j G I, то из рекуррентных соотношений и из mes 

^.k = l^m.k | 2-m> лт+1,к С л^ к следует, что

lim 2՜* mes Л^,_к+11 < JV«-* lim mes Л^_4_4{+11.

iEl

Следовательно lim mes Л1 k = 0. A из 
m—*oo »

B°t = П я^, etc Ai.+fc_liJk 
m=3i

следует, что mes Bk = lim mes Я^, = 0. 
m—»oo

Лемма 4. В каждой точке z0 € (0,1) имеют место оценки

2(3 + л/3)
- 3>/3 + 4

12 ’
< a(z0) <14

275 

з(з + 7з)’



76 О. Г. Саргсян

причем почти всюду

, ч Уз . 27з

“<’"> = “ *°) = 1 + з(з+73)'

Замечание 4. Из леммы 4 следует, что для почти всех «о верхние и нижние пре

делы а(։о) и а(®о) частичных сумм ряда Фурье-Франклина характеристической 

функции <р(х) отрезка [0, ®о] расположены ассиметрично относительно прямой 

у = 1/2. Для рядов Фурье и Фурье-Уолша функции <р(х) имеет место симметрия 

(см. [5], стр. 123 и [4], [И]).

Доказательство леммы 4. Пусть точка х0 фиксирована, тогда для любого 

п существуют »о = «о(») и Д, е [0,1] такие, что х0 € = [*|0-1,4.-0]

и хо = + (1 — Д»)Ч>- Из линейности Кп(^,л) на отрезках д("^ при

фиксированном } имеем

= Е /, , *) Л + Г Кп(^, 4) Л =

= (х0 — 4< *о) | д(п) ^п(^У»'-1) + Кп(^-,4,-) _

<0^1 Д(П) д(п)
= Е + + С1 “ + (1 “ Дп)аЛ<в1-

1=1

а) Если >о < 2Ь։1X5 и3 леммы 1 имеем

= Е 2^+2 + ал) + 2т+а К°1.«0-1 + °Л1о) + Д»(а/Л-1 - ®/,<о)1 =

= 2^+5՜ (а>° + 2оУ1 + • •' + 2°1,<о-а + а/.<о-1) + х

«о-1 !
х[(а/,«о-1 + а1,«о)+^п(ау,.о-1 ֊<։/,.•□)] = Е 6Ч + ё^+з (Г1(Л)^Л-1 + *^(А»)«/։*о1 > 

4=0
(35)

где
2 1Г1(Д) = -֊ + (1-^), га(^) = ~4֊(1֊^)2.
□ о

б) Если »о > 2^Ь + 1, то из леммы 1 имеем

-КлС*/) = Е 2^+2 + а^) + ' 2«п+1 Л(^.<0-1 + °1,|'о) + А>(°/1<0-1 “ а1.<о)1+
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•о՞՜! "1
+ 52 дамтС“/.'՜1 + = 52 + От+Т [г1(Д>)о/Л-1 + ’■з(Д»)®М»] ■ (36)

.=2*+1 1=0

1
Из У Хп(4,в) ей = 1 и оценки (6) следует, что Яп(4) равномерно сходится вне 

о
любой окрестности точки хо- Следовательно

а(։о) = Inn max Rn(t), а(ло) = Ит min Rn(t).

Из теоремы В следует, что при j < io, |aioj| возрастает, когда j возрастает; при 

J > *о> |°i0JI убывает, когда j возрастает; a,D_ij и а<0|у имеют противоположные 

знаки; выражение а^’*°՜-1 зависит от ։0 и не зависит от j при j > i0 и при 
®/,<о

j < »о — 1. Так как Rn(t) является ломаной из п звеньев и узлов в точках t,-, то 

из вышеизложенного и из (35), (36) следует, что для Яп(<) точки максимума и 

минимума находятся в множестве Л/о>^о+1}-

Положим
Р1(^) = ^-։в[гз(^)-е“г1(«], 

О
./оW, ь) = ^е-2“[га(/7)(3 - е՜2“4) - е“г1()9)(3 - e֊2«*֊2«)],

Qi(0, d) = ^е-3“[п(Д)(3 + e-2“d+2“) - е“г2(0)(3 + е֊2“*)],

Р(/3) = max (РХ(Д), Р2(Р, 6), —е®Рх(0), -е“Р2(Д Ь)), 
ич.£> voo

P^) = mm (Рх(/?)> Ра(Д, Ь), ֊евРх(0), -е“Р2(Д 6)), 
ичОчоо

Ш) = max (Qi(P,d),—eaQi(P,d)), Q(P) = min (Qx(/?,d),֊e“Qx(0,d)). 
Iva^oo lva<oo

Найдем предельные точки последовательностей {Pn(Aj)}> J = ‘0—2, »о—1> »o> »o+l- 

Если послеовательность Рп,(*/) сходится, то без ограничения общности можем 

предполагать, что последовательность /3Пг тоже сходится.

а) Если »о < 2кр — 1 и /3Пг —♦ Р, р G ЕХо, то из теоремы В и (35) имеем

al)

°«o,io-2 = \^7п2т+2 cosh а(։'о — 2)[cosh a(n — io) + sinh a(n — 2fc) einha(2fc — io)],

“io-i.io-a = -Т37п2т+2 cosha(io - 2)x 

x [cosh a(n — i0 + 1) + sinh a(n — 2k) sinh a(2fc — io + 1)],
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Яп,(*.0-з) = 1 + ^7п, соаИ а(»о - 2)х

х {г3(Д.,)[«»Ьа(пр - »о) + в1пЬа(пр - 2*р)вщЬа(2йр - ։0)]-

- п(Д«,)[со8Ь“(п։> - »о + 1) + мпЬа(пр - 2кр)ашЬа(2Ьр - ։0 +1)]} = 1+

^7п>е«(<о-։)е«(п»-՜») {га(А,,)[3 - е°(а1<>-“>) _ е<*(«Ь-з«,)]_

֊ пОМНЗ - е“«3*"֊4*»֊3) - е»(4*,-ап,)]} = 1 + ^7п>е-3ае<т,х

х {г3(&,)[3 - с֊2“*’ - е՜3“'’] - пСЛ^е’р - е֊3“'’ - е֊3^֊3«]} + о(1),

где

Ьр = 2£р-»о, ср = пр — 2кр, Пр = 2՞*’ +кр, 1<Ьр<2т».

Так как Ър +Ср = Пр — 1о —♦ оо, при пр —♦ оо, то без ограничения общности можем 

предполагать, что Ьр —♦ оо или Ср —♦ оо, а 6р остается постоянной. Предельные 

точки последовательности Япг(^0-2) имеют следующий вид :

Г1 + |Р1(Д), если Ьр -» оо,
11 + Р3(0, Ь), если Ср -+ оо, Ьр = Ь = 1,2,...

В остальных случаях получим

а2) Для последовательности

•Уз
■^,(*<0-1) = 1 + 2^-7п,е-“е“п’х 

О

X [֊г»(Д»,)(3 ֊ е՜3“*’ ֊ е՜3“®*) + г1(Д.,)е“(3 - е՜3“’ - е֊3“Ь֊3а)] + о(1)

предельными точками являются

( 1 — |еаР1(/3), если Ър —» оо, 

11 — еаР3(0, Ь), если Ср —» оо, Ър = Ь.

аЗ) Для последовательности

Яп,(*.о) = ^7п,е֊“е“^(3 - е֊3“Ь _ - п(Д.,)] + о(1) 

предельными точками являются

Г —eaQl{P, оо), если Ьр —»оо,
1 —1(3 — оо), если Ср —♦ оо, Ьр = Ь.
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а4) Для последовательности

Яп,(*<о+1) = ^7п,е-аае“”’(3 ֊ е֊2“‘’+2а _ е֊*"*)(п(Д.,) - е“г2(Д.,)] + о(1)

предельными точками являются

С1()5, оо), если Ьр —» оо,
|(3 - е-а°‘+2о,)<31(Д, оо), если с, — оо, Ър = Ъ.

б) Если »о > 2^р + 2 и Рп, —♦ Р, Р € ЕХа, то из теоремы В и (36) имеем

61)

-/5՜
ЯпД^-а) = 1 + 2Г7п,е-2“е“"’(3+е-2“<,'+4“+е-2“ь)[г2(Д1,)-еаг1(Д։,)]+0(1), 

О

где

др = 24р, Рр = »о — 2кр, Пр = 2т» + кр, 1<кр < 2т’.

Так как Рр + др = *о —♦ оо, при Пр —♦ оо, то без ограничения общности можем 

предполагать, что Рр —+ оо или др —» оо, а Рр остается постоянной. Предельные 

точки последовательности Яп,(*։о-з) имеют вид

1 + |А(£). если Рр -♦ оо,
14֊ |(3 + е֊2в<։+4“)Р1(/3), если -♦ оо, Рр = Л = 2,3,...

62) Для последовательности

ЯпД<.0_1)==1+^7п,е-оеоп'(3 + е-2“‘։’+2“ + е֊2^)[г1(^,)ев-г2(Д։,)] + 0(1)

О

предельными точками являются

Г 1 - |Р1(0), если йр -» оо,
11 ֊ 1(3 + е-2а*+2а)Р1(Р), если 9р — оо, йр = <1.

63) Для последовательности

Лп,(^о)= ^7п,е-“е“"’х 
о

х[֊(3 + е~2аЛ^2а + е-2а’0’*1(Д>,) + (3 + е՜2“^ + е-2а^аг2(рПг)] + о(1)

предельными точками являются Ь

—е“ф1(Д, оо), если Рр —юо,

—е“01(Д, Р), если др —► оо, Рр = Р.
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64) Для последовательности

./5Яп,(*<о+1) = ^7п,е-а“е“"»х 
О

х[(3 + е֊а“*+а» + е֊ав»0г1(Д.,) ֊ (3 + е֊2“^ + + о(1)

предельными точками являются

( Ql(JЗ,oo), если Лр —♦ оо,
I 31(Д если 9Г -*оо, ар = Л.

в) Если «о = 2ЬР +1, то из теоремы В и (36) следует, что

в1) Для последовательности

Яп,(*<0֊2) = 1 + ^7п,е֊2“еоп’[г9(Д։.) - е“^»,)] + о(1)

предельными точками являются 1 +

в2) Для последовательности

= 1 + ^е-’Н^^е“ - г3(Д,,)] + о(1)

предельными точками являются 1 — е“Р1(/?).

вЗ) Для последовательности

•к/ЧЯпЛо) = ^7п,е-“[(3 + е֊2“)г2(Д1,)е“ - 4^,)] + о(1)

предельными точками являются —taQ\{P, 1).

в4) Для последовательности

./зЛп,(*<о+1) = ^7п,е-2“е°”4-(3 + е-2“)г2(Д։,)е“ + 4п(Д.,)] + о(1)

предельными точками являются Q■լ{P, 1).

г) Если »о — 2кр, то из теоремы В и (35) следует, что

г1) Для последовательности

Лп,(*.о-а) = 1 + ֊г7п,г-а“г“п’[2г2(Д.,) ֊ евГ1(Д,,)(3 - е՜2»)] + о(1)
О

предельными точками являются 1 + Рз(^, 0).
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г2) Для последовательности

./чЯп,(Ч>-1) = 1 + ^7п,е-ае“п’[֊2’'з(^,) + е“г1(Д.,)(3 - е֊3“)] + о(1)

предельными точками являются 1 — е“Р2(/?, 0).

гЗ) Для последовательности

= ^пг'-а'т’Ы0п,)'а -п(М + о(1) 

предельными точками являются — |е“^1(^> оо).

г4) Для последовательности

./оЯп,(*М.1) = ^7п,е-2“Сот'[-гз(^,)ев + п(Д,,)] + о(1)

предельными точками являются оо).

Уравнения

РХ(Д) ֊ Р1(0, 0) = о, Рх(0) = 0, е“Р1(Д) + Р2(0, 0) = 0,

Р3(0, 0) = 0, Рх 0?) + е“Р2(£, 0) = 0,

<?1(Д1) = 0, «1(^1) + е“д1(^,оо) = 0, <?1(Доо) = 0,

<Ы0, 1) - <21 (Д оо) = 0, еаС)х(Р, 1) 4֊ <21(Д оо) = 0

имеют единственные решения в интервале (0,1), которые мы обозначим через 

А1,...,Аз, Р1,...,Дз соответственно. Обозначим через Ав, А?, Вв, Вт точки мак

симумов —еаР1(р), — е“Р2(Д0), С^Р,!), (}1(Р, оо). Ясно, что

Аг < Аб < — < А< < Аз < А2 < А1, А< < Аз < А2, 
Л

В1 < Вз < Вз < — < В^ < Ве < Вт, Вх < Вз < В3.
Л!

Убедимся, что
[ -е“А(0), 

Р(^) = < Р2(Д0), 

И1(Я 

(А(Д), 

Р(/9)=< -евР2(Д0), 
( -е“Р1()9),

когда Р е [0, Аз], 
когда Р € [Аз,Ах], 
когда Р £ [А1,1],

когда Р € [0, Аз], 
когда р е [Аз, А։], 
когда Р 6 [Ах, 1],

(37)
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0(0) =

01(0,1).
С)1(Р, оо).

когда Р е [0, В2],
когда Р Е [В2, В4], 
когда р 6 [В4, 1],

О1(0,оо),
< -е-РхОМ), 

, -е^ДВ.оо),

когда Р Е [О, В8],
когда р Е [В8,В4], 
когда Р Е [В4,1].

(38)

Для этого покажем, что имеют место неравенства

Рз(М)<Р2(0,О), 0Е[Л4,1], 6 = 0,1......  (39)

Рз(^,0)<Р1(Я 0е[Аъ1], (40)

Р1(0)<*(0.О), ££[0,^], (41)

Р1(0) < Р։(0, Ь), Дб[0,Ая], 6 = 0,1......  (42)

Ql(PЛ)<QЛP,^<MP,<x>\ 0е[в4,1], <1=1,2,..., (43)

О1(0,«>)<О1(0,<*)< 01(0,1), 0€[О,В4], <1 = 1,2,.... (44)
I ,

Так как Р2(Л4,0) > Ря(Л4,6), Ря(1,0) > Р2(1,6) и коэффициент главного 

члена трехчлена Р2(0, 0) — Р2(0, 6) отрицателен, то выполняется (39). Уравнение 

Р2(0,О) — Р1(0) = 0 имеет единственное решение в интервале (0,1). Поэтому, 

из Ря(1,0) < Рг(1) следуют неравенства (40) и (41). Неравенство (42) следует 

из неравенства Рх(0) < Ря(0,6), Рх(Ля) < Ря(А2,6) и из неотрицательности 

коэффициента главного члена трехчлена Р2(0,6) — Р1(0). Неравенства (43) и (44) 

следуют из

01(1,1) < (1, <1) < <?х(1, оо), ^(0, оо) < <№, <1) < «1(0,1)

и из того, что уравнение <21(Р, <11) — С^(Р, <12) = 0, <11 / <12 имеет единственное 

решение В4 в интервале (0,1).

Из (35), (36) и а1) - г4) следует, что

а(л0) = тах тах[1 + Р(^), ^)], а(х0) = тт тт[1 + Р(^), £(£)].

Так как

Ж =д(0) < ж =- -1։
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то имеем

“(®о) = 1 + тах Р(£), а(х0) = шт ()(Р). (45)
р€лж0

Из определения следует, что ЕХо содержит левые и правые точки от 1/2. С учетом 

того, что Р(1/2) < Р(Р), при р е [0,1/2], $(1/2) > $(£), при р е [1/2,1], и из 

(37), (38), (45) следует, что

1 + Р(1/2) < а(хо) < 1 + Р(Л6), $(В7) < а(х0) < $(1/2),

причем

Л6 =
е° + 1’ В7 =

е°
1 + е“’ (46)

?(1/2) = ֊. Р(Лб) =
275 

з(з + 75)’

$(1/2) = 3^+4
$(в7) = -

3

Согласно лемме 3

тез {4 Е [0,1]: В7 6 Е^ — 1, тез {4 £ [0,1]: Лб Е = 1.

Следовательно, из (45) и (46), для почти всех х0 имеем а(х0) = 1 + Р(А6) и 

а(х0) = $(В7).

Доказательство теоремы 4. Пусть функция /(х) имеет неустранимый разрыв
•• ' 1

первого рода в точке х0 и /(хд + 0) = <41, /(хд — 0) = <4з, а у>(х) - характеристи

ческая функция отрезка [0, х0]. Тогда функция /(х) = /(х) - у>(х)(<42 - <41) имеет 

устранимый разрыв в точке хд, и согласно пункту 2) теоремы 1 ряд Фурье- 

Франклина функции /(х) равномерно сходится к нулю в точке хд. Следовательно

Нт 5п(/,х) =
(<42 — <41)а(х0) + <41,
(<4з — <41)а(хо) + <41,

если <42 > <41, 

если <42 < <41,
(47)

Ит £>(/,х) =
(<4а - <41)а(х0) + <41, 

(<4з — <41)а(хд) + <41,
если <42 < <41,

если <42 > <41,
(48)

где 5П(/, х) - п-ая частичная сумма ряда Фурье-Франклина функции /(х). Из 

определения функции Гиббса (см. определение 4) и из (47), (48) следует, что

С(хо) = шах(2а(х0) — 1, -2а(хо) + 1). (49)
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Из (49) и леммы 4 следует утверждение теоремы 3.

Автор выражает благодарность профессору Г. Г. Геворкяну за постоянное 

внимание к работе.

ABSTRACT. The paper contains theorems on convergence and uniform 
convergence at a point for simple Franklin series, as well as A-convergence 
and uniform A-convergence at a point for double Franklin series. The 
results are applied to the study of Gibbs phenomenon for Franklin system.
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