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В статье получена формула типа Коши-Грина для класса функций 
/(я), определенных в единичном полидиске О". Эта формула выделяет 
из функции / ее “аналитическую часть”, которая получает оператор*  
ную интерпретацию. Аналогичные результаты получены для функ­
ций, определенных в пространстве Сп.

ВВЕДЕНИЕ

Пусть Б - единичный круг на комплексной плоскости, /(к) - комплехсозначная 
_  П/

функция, непрерывная на Б вместе со своей производной Известная формула

Коши-Грина

/(4= ֊?(/)(>)+т(*/)Ю, (1)

где

является эффективным техническим средством теории функций одного комплекс­

ного переменного. Ее удачное применение привело ко многим глубоким резуль­

татам, среди которых отметим, к примеру, решение проблемы “короны” для 

крута в работе Л. Карлесона [1] и решение проблемы равномерной аппроксима­

ции на компактных подмножествах плоскости в работе А. Витушкина [2]. Еще 

одно применение формулы (1), связанное с 3-уравнением, основано на том, что 

эта формула выделяет “аналитическую часть” функции /. Это позволяет выпи- 
т, 8/

сать в явном яиде решение неоднородного уравнения Коши-Римана = р, где 



Весовые интегральные представления функций в полидиске ... 47

д - функция, непрерывная на О. А именно, одним из решений этого уравнения 

является функция Т(д Ля).

Интегральные представления для функций многих комплексных перемен­

ных, которые являются аналогами (1), были получены сравнительно недавно. За 

историей этого вопроса мы отсылаем к обзорной статье Хенкина [3], где можно 

найти также много примеров использования метода интегральных представле­

ний в многомерном комплексном анализе.

Выбирая соответствующим образом весовые сомножители к функции / из 

(1), можно получить различные весовые формулы. Например, применяя (1) к 

функции

Д(С)=(—/(0, а > —1, яеР 
\ 1 ֊ /

и учитывая, что Л (я) = /(я) и /*(0  = О, при |£| = 1, получим

1+1 [ Ж)а-К1а)а — [ д֊1 (1^1£Г+1 (2)
2™ Л> (х֊-<)“+2 2^л дс и֊<) с-2 ( )

Одно из преимуществ весовых формул типа (2) по сравнению с (1) заключа­

ется в том, что они позволяют выписывать формулы решения 3-уравнения и 

в том случае, когда правая часть неограничена у границы области. Формула 

(2) обладает еще одним замечательным свойством : выделяемая ею “аналитиче­

ская часть” является проекцией в соответсвующем весовом ^’-пространстве на 

подпространство голоморфных функций, поэтому выписываемые с ее помощью 

формулы решения 3-уравнения имеют минимальную норму в этом пространстве.
О £

Если функция / голоморфна, т.е. — = 0, то второе слагаемое в (2) 

исчезает. Для этого случая формула впервые получена (другим способом) в [4]. В 

дальнейшем, в работе М. Джрбашяна [5] были введены ядра более общего типа 

и получены соответствующие интегральные представления (см. ниже теорему 

А). В той же работе [5] дано интегральное представление гладких функций, 

заданных на всей плоскости (Теорема В).

В настоящей работе получены многомерные интегральные представления 

функций, заданных в полидиске (§1) и в пространстве С" (§2).
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§1 . ИНТЕГРАЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ В ПОЛИДИСКЕ
2 *4 “ 7

1.1. Предполагая, что р > 0, а > —1, 7 > —2 и д = —-—, рассмотрим функцию

типа Миттаг-Лефлера

*=0Г(д+|) 

а также функции

«(*.<)  = Ф(я,0а«,7) = 2Г(Г+а) /о°° Л, (3)

=1 - /<(1 - и)“г,+1 £ л *.  (4)

Теорема А. (см. [5]) Пусть / является гладкой функцией на В. Тогда для 

любого я Е Б

м = ? Л1 ~ К1')в кгясж*.  о ֊ ֊ I (5)
’ ЛВ * ./о о(, ~ *

Отметим, что формула (2) является частным случаем (5), когда р = 2,7 = 0. 

Соответственно

о 4-1 /1 — 1Н’\“+1

Перечислим те свойства ядер Ф и Ф, на которых основывается доказательство 

теоремы А :

а1). При фиксированном я 6 Б функция Ф(я, С) является гладкой на Б \ {0} 

и удовлетворяет равенству

= (я - 0(1 ֊ 1О')“КГ«(>.0.

61). При с —► о >

ФГя<П = Р + 0(|С|7+1)’ ЛР* ’*0-
՝ ' 114- О(|С|7+а), при я = 0.

в1).Ф(я,О = 0, при Ю = 1.

г1). Ф(я, ж) = 1, при я / 0 и Пт Ф(0,0 = !•
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1.2. Приведем необходимые нам обозначения :

П” = {я еС" : |я*|  < 1, 1 = 1......п} - единичный полидиск в пространстве С՞

Ок/ = ^ = 1
дяк 2 \дхк дук) ’

п 
^/=Е^/**.  1=1

</к[1] = Л • • • Л </7*_1  Л Л • • • Л Лгп,

Лх Л (1г = <1x1 Л • • • Л Лхп Л А»1 Л • • • Л <1хп.

Пространство С” предполагается ориентированным так, что <&Л</я = (21уЧУхп, 

где </р2п означает 2п-мерную меру Лебега в Сп и Ш2п. Обозначим через 

01> "чЗп-к) мультииндекс, дополнительный к (*!,...,•*).  Для заданных чисел 
2 Н“ 'Укрк > 0, а*  > -1, 7*  > -2 (1 = 1,...,п) пусть р*  = --------  и р = (рх......р,,),

Рк
а = (о<1......ап), 7 = (71, ...,7п). Пространство функций /, имеющих норму

■ п -р/р
/ 1/Ю1р ГП1 -Ккггчаг^..ур» 4=1

< оо,

обозначим через о 7 (!)”).

Теорема 1. Пусть / - гладкая в Ип функция такая, что /, Ок/ С Л(П՞),

1 = 1,..., п. Тогда имеет место интегральное представление

/(*)  = ^,»Л(/)М + Тр.а.7(5/)(>), (6)

где

РЛ«,т(/)Ю = ֊ / Ж) Па֊ Кт1”-)“НСтГ-Ф(*т,Ст)  <ЛМ0. (П
т=1

= ֊Е(»֊‘֊1)! £ 
к=0 •'Л*

т,1а,7(а/)М = 
п-к _ 

т=1

• • ■ х Па-к.-,1т,֊Фа»-,.с-,)|с^1-ДР (8)
т=г1

Заметим, что условия на функцию / по сравнению с теоремой А ослаблены : 

вместо гладкости на И требуется гладкость в О и условие Бк/ Е а ^(0").
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Предварительно докажем лемму, имеющую сугубо технический характер, 

введя для краткости записи следующие обозначения :

Фт — Ф(*т1  Ст> Ртг ат, 7т), $т — Ф(^т, Ст! Рт, “т, 7т),

Фт = (1-|СтГ-)“-КтГ-Фт>

л> = Е /, /*'■  101 ~~
14 1

1 < к < п,

в‘= Е /„ |Е№.*л -•<֊.*..  •8„ ***„,
«1 <•••<«*  •/£> 1т=1 К 1

О < к < п - 1.

Лемма. Пусть / Е С1(£>г‘). Тогда Л4 = —^-г(В4 4- Л4+1), 1 < 4 < п — 1. 
П — К

Доказательство. Используя тождество

К.։֊^1а + ---+К.ч֊^|2_ 1
К _ ,рп-»+а п “ “1 К ֊ ж|3п-а‘ ’

справедливость которого проверяется непосредственным вычислением, будем

иметь

А‘ = ^т, Е Е Мл
<!<•••«» т=1/.

‘ $«» |£^_ 3|2п-2*  Л —

1 
п — к Е ЕС-1У--1*

<1<—<<» т=1

х Д /Фь'''*Л-‘Ф<1 ’‘Л< к-ж|*"-ц  *̂1 Л (9)

Рассмотрим следующие формы бистепени (п, п — 1) при фиксированной точке 

же Л” :

^«1,—.«»— ^/1 ■' ■ ^|3Я_24 ^СЬт] Л

которые имеют особенности в точке £ = ж и на координатных плоскостях 

{£р = 0}- Пусть е > 0. Применяя формулу Стокса в области ГУ1 \ (В^ и К)> 

где

В« = К : |С-ж| <е}, К = : |й| < 4,
4=1
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получим

(Ю)

Интеграл по ЗУ, стремится к нулю вместе сев силу свойства 61). Оценим

интеграл по сфере дВ, :

IC—I« IC—1=«

где С - константа. Перейдя к пределу при е —* 0 и учитывая, что Л = 0 на dDn,

из (10) получим f dX = 0, или 
р»

В*

= 0.

Отсюда и из (9), с учетом свойства al)

At =

֊CjjVj.f

1
п — к

Фь-"Ф։-.-Л1 ~ dCAdC
“ IC - я|2"֊2*

■ Dj^jm ■ • •Ф'.-Лч • • • К *** =

֊Ц^ + ----- Гх п — к
1

х ■ . ■ ■ ■«/_Л. • • ■ «<. 1|^,р.-£ Л

Объединяя слагаемые, имеющие одинаковый набор индексов, получим утвржде-

ние леммы.

Доказательство теоремы 1. Напомним формулу Мартинелли-Бохнера для

гладких функций (см., например, [6]) :

(И)
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где и(з) - функция, гладкая на замыкании ограниченной области в с кусочно­

гладкой границей, ы'(С> *)  “ Ф°Рма бистепени (я,п — 1), имеющая вид

“'«՛ ’> = (2„ук-,р» - ։,) Л *•

Рассмотрим сперва случай, когда / - гладкая на О функция. Применяя (И) в 

области С = Оп \ где V, определяется как в лемме, к функции

«,(<) =/«)♦(*!,  С1)-«(За.и

и учитывая свойство г1), будем иметь

/(») = / /«)♦(>!.Ci)-*(*»,C»W,*)-  J 

BD. BV.

- J0/(0ЛФ(к1,<1)-- Ф(кп,Сп>'(С,я)-у /(0^[«(>1.С1)"-Ф(»п,<п)]л«'(С,«)-  

D» D.
(12)

Как и в лемме получим, что интеграл по 0V, стремится к нулю при е —» 0, а

интеграл по 8Dn равн нулю. Итак

/«=
(п-1)! Г 
(2х»)п J

Л=1

Ль/«, к) =

тЬдН/ ЬЪ֊С‘,Р։/

р»

В обозначениях леммы это равенство выглядит следующим образом :

(13)

Из леммы последовательно получаем

Ai — ——-Bi + ——-А3 =-------Bi 4-----——
п— 1 п — 1 п— 1 п — 1

/ 1 „ 1 л \ ( - --- 9 + -—9^3 )
\П — 2 Я — 2 /
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= + (п-1)(л-2)Ва + + (п-1)!՜8"՜1 + (п-1)!Лп՜ (14)

Подставляя (14) в (13), получим

/(Ж)= В° + ^ (« ֊ П -(»-*)  В‘ + (^1)!Лп. =

_(2я*) п^" + § (2»»)п Вк՛ (15)

Заметим, что согласно определению Л*,  Вк и Ф*  имеем

(2^р/ Л№-*. -------------------------л:л* =

= ֊/Ж)Ф1- -«п ^М0 = ^,«.т(ЛЮ; 

о»

и утверждение теоремы 1 для функций, гладких на 15", следует из (15).

Рассмотрим, наконец, случай произвольной функции, которая удовлетворяет 

условию теоремы 1. Пусть (4) - последовательность функций, гладких на [0, оо) 

и удовлетворяющих условиям

{1 при 0 < 4 < 1 — ֊,
о ^.>1^, 1«4Ю1<₽ <1в>

Существование др(1) очевидно. Пусть кр(х) = 9р(|*1|)  • • • 0Р(|*п|)  для х еС”. Так 

как функции /Л,, гладкие на И", то, по доказанному

= Рр.а.тС/Лр)« +Тр1а,7(3(/Лр))(*)  =

= Ъ,а,т(/Лр)« + ТЛалМ/)(л) + ТР1а,7дар)(к). (17)

Последовательность Лу ограничена и стремится к 1 во всех точках х Е Оп. 

Поэтому ՛. , .

1вп/(з)Лу(к)^/(я), (18)
р—*оо

1пп РР։ аМЬЮ = Рр,оМИ, (19)р-»оо
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Um T,,a.7(M/)W = тлв17(5/)(*)-  (20)
p—*oo

Для опенки заметим, что по построению dhp отлично от нуля лишь

на множестве

ч, = и{,ес": 1_2<|„|<1_1}пл»1

причем, как это следует из (16), на Sr имеет место неравенство

(1-|С*|* ‘)РУ*МО1<  Const.

В работе [5] получена асимптотика ядер Ф*  : Ф*  = О((1 - |Ct|* ‘)°* +1) при 

|£t| —♦1, хк е D фиксировано. Учитывая все это, имеем

|Т(.,«,т(/ЭЛж)(я)| <

< ֊ Е Е (п - * - 1)! Const [ |Я<)| £ |IMf(C)I • 1»я1 - 
Jt=O »»<-•-<»*  s m=l

к
■ • • IK1 - ю-1я-)“‘- i*.r-  1ф.-1ад < 

m=l

< const f 1/(01
S, ‘=1

Последний интеграл стремится к нулю при р —♦ оо, т.к. / е Ь^а>7(Р"). Итак

1ипТЛв,т(/5й։>)(я) = 0. (21)
р—*оо

Утверждение теоремы следует из (17) - (21).

Интегральное прдставление (6) - (8) является многомерным аналогом (5) и

(2). В работе П. Шарпантье [7] установлен многомерный вариант формулы (2).

1.3. Пространство Z^a7(P") является гильбертовым, если скалярное произве­

дение в нем определить следующим образом :

(/.хЛв>7 = / /юно ГВ1- к*И ‘)“‘1аг‘ ^»ю- (22)

Множество функций из L^ai7(Z>՞), голоморфных в Р՞, составляет замкнутое 

подпространство, которое обозначим через Н?о 7(РП).
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Теорема 2. Оператор Рр,а,1 является ортогональным проектором из а 7 (О՞)

наЯ^Я»).

Доказательство. Прежде всего, если / е Н^а.1(Вп), то 5/ = О, и, как следует 

из (6), /(я) = Л>.о.т(/)(։)- Пусть, далее, У(я) принадлежит ортогональному 

дополнению Я’в|7(О"). Имеем

Л.«.ЛЮЮ = (т П 
\ т=1

(23)

Функция Ф(я, С) при фиксированном я Е О голоморфна относительно ( в О I 
_  п _________

непрерывна в О (см. [5]). Поэтому П Ф(*т>  Ст) принадлежит Я’ в։7(Оп) и, как 
т=1

следует из (22) и (23), РР,а,ч(У) = 0. Это и доказывает теорему.

§2. ИНТЕГРАЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ В ПРОСТРАНСТВЕ С"

2.1. В работе [5] построены ядра Ф°° и Ф°° :

Ф«(з,0 = Ф~(з,С;р,<г,7) = ^Ер/2(а3''яЪр), 
Л»

Ф°°(>, С) = Ф“(я,С;р,а,7) = 1 - Л' е-^Р+^^^г’я/С;/*)  <*%

Ч 70

где

р > 0, а > 0, 7 > ֊2, р = . (24)

Теорема В. (см. [5]). Пусть для гладкой на комплексной плоскости функции / 

при некотором е > 0 выполняются следующие условия :

/(я) = О(е(1—»’1') и Р/(я) = О(е<1-*>։*1') ։ ,оо.

Тогда имеет место интегральное представление

/« = ֊ [ 1СГе-<,|<17(С)Ф“’(х,<;)</У2(С)֊֊/ Р/(С)Ф”(а,С)^^ 
я Ус я Ус Ч — *

Доказательство этой теоремы основано на перечисляемых ниже свойствах 

а2) - г2) ядер Ф°° и Ф°°, которые вполне аналогичны свойствам а1) - г1), 

соответствующим случаю круга в §1).
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а2).При фиксированном я € Б функция Ф°°(»,(/является гладкой наС\{0} 

и удовлетворяет равенству

!?<«“(>, 0 = (я - 0КГ е-'К1*  Ф»(,. 0.

••• х фоо(^.-ь,0-0 П 1С-17'-в-',-|<,-|'<"Фте(^-.,С<.)|—(27)

62) . При ( —»О имеем

( 1 + О(|(|'т+1) при я / О, 
11 + О(|(|'г+3) при я = 0.

в2). Для любого е > 0 имеем Ф°°(я,0 = О(е~(1—, при ( —♦ оо.

г2). Ф°°(я, >) = 1> при я / 0 и Пт Ф°°(0,0 = 1.
1

2.2. Для заданных наборов чисел р = (рх...рп), р = (М1, ....рп), а = (<Т1,...,о֊п),
г

7 = (71...... 70, удовлетворяющих (24), обозначим через 1Ур а>7(Сп) пространство

измеримых в Сп функций с конечной нормой

/1/(01” п ЛУ2п
н. т=1

а через П^вл(Сп) — его замкнутое подпространство, состоящее из целых функ-

Теорема 3. Пусть / - гладкая в Сп функция такая, что ГБк/ е £?,,.7(С») 

(1 = 1,..., п, р > 1). Тогда имеет место интегральное представление

/(«) = Л” ЛЯЮ + ^,7^/)(*). (25)

где

П КтГ-е"'-1и1'’Ф“(*т.Ст) ^2п(0, (26)
т=1

,,(Л (') = / /К)
с»

^17(а/)« =
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Доказательство. Возьмем гладкую на [0, оо) функцию и(<), удовлетворяющую 

условию
Г! прн0<*<1,  
( 0 при 2 < I < оо, 

и построим последовательность функций

*

= жеС"> м=1՛2՛-
Очевидно, од(я) = 1 в полидиске Б„ = {я е Сп : |я*|  < IV, к = 1, ...,г»}, и 

од(։) = 0 вне полидиска Б^. Далее, производные от од(з) отличны от нуля 

лишь в “кольце” Б^ \ Б^ и, кроме того

|раД од(я)| < Сопб1 .

Рассмотрим последовательность /од. Поскольку эти функции финитны, то фор­

мулы (25) - (27) для них доказываются с использованием свойств а2) - г2) так 

же, как теорема 1 доказывалась для гладкой в Л**  функции; только вместо еди- 

ничногио полидиска Бп нужно взять Б^, при этом ввиду финитности интегралы 

по границе Б^ исчезают. Итак

/(я)од(я) = РД7(/од)(я) +7^>7(5(/од))(я) =

= Р%,7(/од)(*)  +Т^17(ОД5/)« + 7£,7(/Зод)(я). (23)

Введем для краткости обозначение

<Н0 = П 1СтГ-е"'ш1С’1'’’^п(С). т=1
Имеем

1%7(Л«1г)«֊%7(/Х*)1<7 1/(01 • МО-1|П !* “(*»>  <т)ИН0<
т=1

< / 1/(01 П1ф"(*"-< ’»)Ия(0-
■. т=1

Из свойств функции типа Миттаг-Лефлера следует, что функция Ф°° (гга, Ст)
т=1

х * л 1
имеет по каждой переменной порядок -грт, поэтому она имеет конечную
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1Л(</р)-норму. По неравенству Гельдера правая часть последнего неравенства 

не превосходит следующей величины :

Так как f Е то при N -*  оо

TC.7(/^)W-Pp“.7(nWI< Const |f(C)|₽<fc -0. (29)

Далее имеем

|7^17(охЭ/)(л)-7^>7(а/)(л)|<

< ֊ Е(»- * - п! Е 7 Е - </-| • мо -11« *=0 <1<—<•*£.  ш=1
х|^/1-|Ф^1---1«у“_й| П (30)

т=1 К ~ 2>

Оценим каждое слагаемое в (30), считая точку я фиксированной и 

настолько большим, что х Е Очевидно

fcT7|3n-a*  - ConBt ' при С еС՞ \ ^n-
Далее

1^1 < Const exp[(H-i)ff,-m|Q-|i/’<~], при любом 6> 0,

1ф/11< Const ехр[-(1 — e)ffjw|C;w|r*«].

Последнее неравенство следует из в2). Имеем

Con8t J 

^•\D,
{

n—t
П IG.I_qa-«p(^wlG.|»-]x 
m=l

t >
x Д exp [(l + tyrulGJ*«-]  dp(C) < 

m=l J

(31)
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где через Q обозначено выражение в фигурных скобках. Далее 

. - П-t
J IQI* d^= J П IC-raTA"e4>K«®-1)e7-lG-lw’]*

С"\£>*  C-\D- m=1

X JJ exp [g(l - WijCJ**-]  <TOan < Const . (32)
m=l

Последнее неравенство следует из того, что е можно взять столь малым, чтобы 

удовлетворялось неравенство qe — 1 < 0. Из (30) - (32), с учетом того, что 

df 6 b₽(rf/*),  следует

^(vNSf)(z) = Т^17(Э/)(я). (33)

Аналогичными рассуждениями получаем

lim Т^>7(/^)(ж) = 0. (34)
/V —*оо

Кроме того, очевидно 

lim /(я)^(я) = /(я). (35)
/V—*оо

Утверждение теоремы 3 следует из (29), (33) - (35).

Формулы (25) - (27) приобретают особенно простой вид при выборе параме­

тров pt = 2, <rjt = 1, 7*  = 0 (4 = 1,..., п). В этом случае

Ф°°(>, С, 2,1,0) = ехр(зС), «°°(з, С, 2,1,0) = ехр[(я ֊ С)$,

А°°1.о(/)Ю = ^ / /(Oexp((>-C,0)dV3n(0, 

С-

^ад,о(ДЛ(*)  — (Я,Д j <0/.*֊0ехр((я-СС))  

с-

1
4! Ik-CI2՞֊2* dV^Q,

п _
где (а,Ь) = 52 акЬк. 

։=1
Оператор Тдд 0 встречается в работе [8] в связи с решением 5-уравнения.

2.3. Пространство Д2СТ7(СП) со скалярным произведением

(/,*>,. ,17 = ft ^2" 
m=1

является гильбертовым. Справедлива следующая теорема.
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Теорема 4. Оператор Рр,а,ч являтся ортогональным проектором из 1’Л7(СП) 

н*Н*„(С").

Замечание. От гладкости f можно отказаться, в этом случае производные Dtf 

в формулах (6) и (25) нужно понимать в смысле обобщенных функций.

ABSTRACT. In the paper a Cauchy-Green’s type formula is obtained 
for a class of functions /(s) defined in the unit polydisc D”. This formula 
separates from f its “analytical part”, which receives an operator inter­
pretation. Similar results are obtained for functions defined in the space 
C".
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