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Пусть ВЪ(Н) — банахова алгебра всех ограниченных линейных опера­
торов, действующих на комплексном гильбертовом пространстве Н. Н. 
Глобевник и И. Видов показали, что если множество значений опера­
торнозначной аналитической функции /, определенной в области Д С С 
со значением в алгебре ВЪ(Н) состоит из нормальных операторов, то 
его образ У(Р) есть коммутативное подмножество в алгебре ВЬ(Н). В 
настоящей работе существенно усилен этот результат.

§1. ВВЕДЕНИЕ

Пусть ВЬ(Н') - банахова алгебра всех ограниченных линейных операторов, 

действующих на комплексном гильбертовом пространстве Н. Н. Глобевник и И. 

Видов показали, что если множество значений операторнозначной аналитической 

функции /, определенной в области Б С С со значением в алгебре ВЬ(Н) состоит 

из нормальных операторов, то его образ /(Р) есть коммутативное подмножество 

в алгебре ВЬ(Н'). В дальнейшем Флеминг и Джемисон в [2] обобщили этот 

реизультат на случай банаховых алгебр. Пусть А - комплексная банахова алгебра 

с единицей 1. Напомним, что элемент Л £ А называется эрмитовым, если 

||ехр(ЛЛ)|| = 1 для всех вещественных чисел 4 £ Ю.1. Это условие равносильно 

тому, что числовой образ

У(Л) = {^(Л): £ А*, |М| = р(1) = 1} С Ж1.

Множество всех эрмитовых элементов алгебры А обозначим через Н(А). Отме­

тим, что элемент а £ А называется эрмитов разложимым, если а = Л + »Л, где 

Л, Л £ Н(А). Если коммутатор [Л, Л] = ЛЛ — ЛЛ = 0, то элемент а называется
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нормальным. Легко видеть, что для каждого элемента а 6 А имеем 8р(а) С ’И(а) 

и, в частности, если элемент а 6 А нормален, то со(Эр(а)) = У(а), где со(8р(а)) 

- выпуклая оболочка спектра 8р(а) элемента а (более подробно см. [3]).

Напомним, что (см. [4], [5]) элемент А е А называется квази эрмитовым, если 

|| ехр (йА)|| = о(1*11/а) ПРИ 1*1 ~* °°> * е '^то условие обеспечивав, чтобы 

спектр лежал на числовой оси И1, однако числовой образ У(А) не обязан лежать 

на числовой оси. Если а = А+<А, где [А, к] = 0, и элементы А, к - квазиэрмитовы в 

А, то а называется квазинормальным. Вышеуказанное свойство между спектром 

элемента а € А и его числовым образом было бы интересно проследить и для 

квазинормальных элементов.

В настоящей работе, исходя из позиций работ [4 — в], будут существенно 

усилены результаты работ [1], [2].

§2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

В этом параграфе будут получены некоторые результаты, которые имеют саг 

мостоятельный интерес и будут использованы в следующем параграфе. Целая 

функция ш(я), я 6 С конечной степени принаделжит классу Полна Р, если ы(я) 

не имеет нулей в открытой полуплоскости 9(я) < 0 и при 9(я) < 0 имеет место 

неравенство |«(*)| > |о>(я)|. Функция ы(я) 6 Р называется Р-майорантой для 

целой функции конечной степени /(я), если степень ш(я) не меньше, чем степень 

/(я) и |/(л)| < |ш(х)| при —оо < х < сю, где ։ = ։+ »у ЕС. Для дальнейшего 

нам понадобится следующая важная теорема, являющаяся обобщением теорем 

Бернштейна (см. [7], [8]) :

Если степень ш(я) Е Р не меньше степени /{я), |/(х)| < |ы(х)|, где х е Ш1, 

то 1/(р)001 < |уСр)(х)|; если функция ш(г) не есть многочлен и для какой- 

нибудь точки го е ЛЯ.1 выполняется неравенство 1/°’>(«о)| < |ш(р)(хо)|| »ПО 

у(х) = С1ш(ж) + с3ы(л), где |сг| + |с2| = 1.

Пусть а = (оп)1° есть такая последовательность элементов банаховой алгебры 

А, что

п—*оо
(1)
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00 апяпТогда функция А(я) = 52 , является А-значной целой функцией экспонен-
п=о я։

циального типа рл. Число р4 определяет конечность радиуса наименьшего круга 
оо а

|г| < R, вне которого сходится А-значный степенной ряд а(я) = 52 —тг- От- 
п=0 *”+1

метим, что А(я) = т—: / а(*)еХ< Хорошо известно, что преобразование
2™ /|<|=д4+.

Бореля В։ а(я) —♦ А(я) устанавливает линейный изоморфизм между всеми А- 

значными функциями а(я), аналитическими в окрестности оо, и множеством всех 

А-значных целых функций экспоненциального типа [9]. В случае, когда Оп = ап, 

а £ А, функция а(я) = (я1 — а)՜1 есть резольвента элемента а, а А(я) = е“.

В дальнейшем мы всегда будем предполагать, что последовательность а = (ап)£° 

элементов алгебры А удовлетворяет условию (1).

Будем говорить, что последовательность а = (а,,)“ С А принадлежит классу 

Р(А), если функция А^(я) = ^[А(й)] имеет Р-майоранту для всех <р из единич­

ной сферы 5(А*) в сопряженном пространстве А*. Будем говорить, что элемент 

а £ А принадлежит классу Р(А), если последовательность а = (ап)£° принадле­

жит классу Р(А).

Предложение 1. Пусть последовательность а = (ап)“ С А принадлежит 

классу Р(А). Тогда ||ап|| < шГ{|ыаП\о)|: ша € Р}, где а»а(*) - Р-майоранты 

АМ-

Доказательство. Рассмотрим функцию А,р(я). А}, (я) = 52 “—7---- ■ ,
п=р (п-р)1

поэтому А$р\о) = р(ор)- Функция А^(я) - целая, экспоненциального типа и 

имеет Р-майоранту ма(я). Согласно обобщенной теореме Бернштейна имеем 

|А#)(а:)| < ^(х)! так, что |^(ор)| < |ы£)(0)|.

Предложение 2. Пусть последовательность а = (ап)]0 С А принадлежитР(А) 

и имеет Р-майоранту ша(я) типад^ < ра- Тогда

||°1|| < ка(0)1 + + Ра- (2)

Доказательство. Рассмотрим целую функцию Ау>(>). Так как ад* = ра > 

то имеем

|{"а(®)ехр (—»(ра ֊ ■
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Следовательно

||<»1|| < |ыа(0)| + (ра - Ра(0)| < |«а(°)I + (р* + °’«*>*) 1Ьь’а(0)1

из условия ша(0) = 1 следует (2).

Предложение 3. Пусть последовательность а = (ап)1° С А принадлежит 

классу Р(А) и имеет Р-майоранту ша(») нулевого рода. Тогда для любого 

натуральногор
Ы<Е(^1“?_'։(о)14- (3)

)=о

Доказательство.Так как ыа(я) имеет нулевой род, то из предложения 2 следует, 

что для любого натурального р

|л£)(*)| < |{ша(х)ехр(-<рах)}(,’)|, где — оо < х < <р.

Отсюда получаем (3), завершив доказательство.

В частности, если ыа(0) = 1, то имеем (2). Как следствия из предложений 1 — 3 

имеем :

Следствие 1. Если элемент a G А принадлежит классу Р(А), то ||ар|| < 

< inf |ш^(0)|, где инфимум взят по всем Р-майорантам элемента а.

Следствие 2. Пусть элемент а 6 А принадлежит классу Р(А) и имеет Р- 

майоранту ша(х) типа <гЫа < р(а), где р(а) - спектральный радиус элемента 

а. Тогда

1М< |“>'а(0)1+Р(“) + <^.-

Следствие 3. Пусть элемент а Е А принадлежит классу Р(А} и имеет Р- 

майоранту ыа(*} нулевого рода. Тогда для любого натурального р

В частности, если we(0) = 1, то ||а|| < |а>'(0) | + р(а).

Для а > 0 и а € IR1 обозначим через Ва{а) банахово пространство всех 

целых функций f экспоненциального типа не больших чем ст, для которых 

№'“:=8up(iT^<00-
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При а = 0 мы получаем классическое пространство Бернштейна Ва(0) = Ва. 

При а < 0 имеем Ва(а) С Ва(/3). Из теоремы Фрагмена-Линделефа вытекает, 

что для всех / £ Ва(а)

|/(*)| <07(1 + И)“е’1Ьп*11 я = х + »» £С.

Из теоремы Коши и вышеуказанного неравенства следует, что оператор диф­

ференцирования 6 = — — непрерывно действует в пространстве В„(а) и, кроме 

того, в пространстве В „(а) существует функция w(k), для которой на веществен­

ной оси выполняется следующее неравенство :

Afi(l + |х|)° < |ш(х)| < .Мз(1 + |х|)“, где Mi,Mi > 0 - константы.

Отсюда заключаем, что в пространстве В, (а) имеет место следующая асимпто­

тика:

||ехр(։х5)|| ~ (1 + |х|)°, где х-+±оо.

Более подробно об этом можно найти в [10].

Следствие 4. Пусть Л 6 А - элемент из класса Р(А), который имеет Р- 

майоранту шд(я) £ В^(л)(а), где а > 0. Тогда

||Л|| < M(p(h) + а), где М - константа.

Доказательство. Рассмотрим целую функцию шл(г) = Е1(1р(к)я;1 + а), где

В1(х; а) - функция Миттаг-Лефлера (см. [11]). Тогда при х —♦ ±оо

К(Х)| < АГ1 (1 + р(Л)|х|)“ + 1 + ^)|z

и значит при подходящей константе, в силу следствия 3, для любого натуралъ-

ного р

ЦЛ'||<М 
j=0

= M(a + p(h)y.

В частности, для р = 1 имеем ||А|| < М(а + р(А)).

Замечание 1. Если для Л £ А имеем || ехр (йЛ)|| = O(|t|“), при |i| —» оо, t £ Ш.1 

и а > 0, то ||Л|| < М(а + р(А)).
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Замечание 2. Если а = 0, то из замечания 1 следует теорема Кацнельсона (см. 

[12]).

Замечание 3. Пусть а — h 4- ik - квазинормальный элемент алгебры А. Тогда 

||Л|| < М(1/2 + Хл))» 11*11 < АГ(1/2 + />(*)) я значит

||а+1| = ||Л - й|| < 11 А|| + ||£|| < М(1 + р(Л) + X*)) < М(1 + 2||0||).

Отметим, что для нормального элемента а Е А имеем ||а+|| < 2||а||, и эта оценка 

точная. Было бы интересно уточнить значение константы М в вышеуказанном 

неравенстве.

§3. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

В этом параграфе докажем основной результат статьи и некоторые следствия 

из него. Для этого напомним известные определения, а также докажем вспомога­

тельные утверждения.

Пусть семейство {и(1)}1ет.1 С А есть равномерно непрерывная однопараме­

трическая гуппа в А, т.е. и(1 + в) = и(1)и(з), и(0) = 1, и пусть и(1) - равномерно 

непрерывна в точке О, т.е. Пт ||и(1) — 1|| = 0. Это условие эквивалентно следу- <—*ОО
ющим двум условиям :

i) u(t) равномерно дифференцируема при t = 0, т.е. существует элемент
"(М а _0.--------------а =0;аЕА такой, что lim

1—0
0° 1пап

й) существует элемент а Е А такой, что и(1) = У) —— 
п=0 п՛-

нимн^ехра^.н).

Для достаточно малых значений 1 имеем || 1/1 /д и(в) — 11|

д(1) = 1/1 /д и(в) Лв Е А՜1. Так как

= exp(ta) и

< 1 и значит

—МО) = А [ <MU(S + е) ֊ «(«)] = 
е Jq

1 Г՝+‘ 1 Г “W-l /ч= iÊJt U^da~tëJ0 u^da=~t--- /*(«)>

то правая часть этого соотношения при е —♦ 0 стремится к «(*)֊!
t

. Следова­

тельно

Иш »—о
ïWbl-ïWzlxi)֊1 

е t ' = 0.
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Таким образом, u(t) равномерно дифференпируема и ее генератор а в точке О 
u(t) — 1 , _

задается выражением а = ---- ------p(t) . Из этого равенства получаем инте­

гральное уравнение u(i) — 1 = af* u(s) de, которое методом последовательных 

приближений приводит к равенству u(i) = exp (ia). Из сказанного следует, что 

сумма генераторов и равномерные пределы генераторов снова будут генерато­

рами. Легко видеть, что если u(t) и v(t) - равномерно непрерывные группы с 

генераторами а и Ъ, соответственно, то u(t) — u(t) = t u(et)(a — b) u((l — s)t) de 

я значит

ll«W-v(*)ll<texp(|i|(||e|| + ||6||)).||a-6||.

Предложение 4. Пусть {Лп} С А - последовательность квазиэрмитовых эле­

ментов и hn —* Л при п —♦ оо. Тогда h Е А - квазиэрмитов элемент.

Доказательство. Так как hn —» h, то

|| exp («h») ֊ exp («Mil < 1*1 <1*1) • ||*n ֊ Ml-

Таким образом, последовательность {ехр(й/1п)}“=1 есть фундаментальная по­

следовательность относительно равномерной по t сходимости по норме А на каг- 

ждом компакте в IR1. Следовательно, существует u(i) = lim exp (ithn) E Ав том п—*оо
же смысле. Нетрудно видеть, что u(i+e) = u(t)u(a), u(0) =1 и lim ||u(t)—11| = 0, a 

значит u(t) — exp (ЙЛ). Тогда || exp (йЛ)|| = lim || exp (йЛп)|| в смысле раввомер- 
п—*оо

ной сходимости по t на любом компакте в Ш.1. Так как ||ехр(йЛп)|| = od*!1^2) 

при |t| —> оо, то || ехр (ЙЛ)|| = oQt)1/2). Мы доказали предложение 4, а также 

нашли, что предел последовательности квазинормальных элементов есть квази- 

нормальный элемент.

Теорема 1. Пусть А - комплексная банахова алгебра с единицей 1, А = {|к| < 

<1}ССи/:Д —» А есть такая А-значная аналитическая функция, что при 

каждом z Е A f(z) есть кжазинормальный элемент алгебры А. Тогда образ /(А) 

- коммутативное подмножество в А.

Доказательство. Так как
ОО

/w=52а> °ри *еЛ>
>=о
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то 22 ll«ill < 00 при 0 < г < 1- Для каждого я е А 
/=о

[/(>), /+(*)] = /ЮЛЮ - ЛЮ/Ю = 0.

Производя почленное умножение, имеем

Поскольку aj =
/^(0)

(4)

, то aj являются квазинормальными элементами и значит

Ца+Ц < М[1 + 2||а,-||], откуда имеем

^||а/||Н<М 1^г>+2^||а,||гМ <оо при 0 < г < 1.

1=0 \j=o 1=0 /

ОО ОО
Из сходимости рядов 22 Ца;|| г’ и 22 ||а+|| г> следует, что при 0 < г < 1 сходится 

1=0 1=0
и ряд

£ Н - (5)

1=о \т=0 /

Таким образом, ряд в (4) равномерно сходится в каждом замкнутом диске внутри

А. Пусть р € М. Умножая (4) на я’’՜1 и почленно интегрируя по границе диска 

△г = {|к| < г}, имеем

ОО
У^[а^,о^4-р] ^+>,\ при 0 < т < 1.
1=0

Сходимость ряда (5) показывает, что ряд

W = D‘V,»/+phaa+')
i=o

абсолютно сходится в А и значит А-значные функции hp(z) являются аналити­

ческими функциями в круге А. Из условия АДг) = 0 имеем

Ю>а/+р1 = 0 °РИ

Ввиду произвольности натурального р имеем, что [а7-, а/] = 0, где I 6 М. Так 

как элементы aj квазинормальны, то используя теорему Фугледе (см. [4] — [б]), 

получаем [а>,а|] = 0. Теорема 1 доказана.
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Замечание 4. Вместо единичного диска △ можно взять произвольную область 

В.

Замечание 5. Ввиду того, что существует (см. [10]) банахова алгебра Ло с 

таким элементом во = Ло + »'Ло € А, что [Ло, Ло] = 0, || ехр (йЛ0)|| = 0(|<|1^а)> 

||ехр(йЛ0)|| = О(|*|1/а)> при |«| —♦ оо, 4 е Ш.1, где во £ И(Ао) (центр алгебры), 

однако = Ло — »'Ло £ %(Ао), то получаем, что теорема 1 является точной.

Следуя Г. Вайсу [13], будем говорить, что двусторонний идеал I удовлетворя­

ет обобщенному свойству Фугледе (СЕР), если для каждого квазинормального 

элемента аЕ Аи элемента Ъ Е А из условия [а, Ь] 6 I следует, что [а+, 6] С I.

Теорема 2. Пусть А - комплексная банахова алгебра с единицей 1. Тогда 

каждый замкнутый двусторонний идеал I С А удовлетворяет условию (СРР).

Доказательство. Пусть а Е А - квазинормальный элемент и Ь Е А - такой 

элемент, что [а, 6] С I. Пусть яу: А —* А/1 - канонический гомоморфизм, 

порожденный идеалом I и а/ = яу(а). Так как [а, Ь] € I, то [а/, бу] = 0 и [О’*, Ь] 6 I

для р > 2. Следовательно, ехр Е I и ехр 0. Мы

получили, что

Ъ/ = ехр • 6/ • ехр

Пусть <р Е {А/Г)*, ||^|| = 1 и

А>(А) = <Р

где иу(А) = ехр |(Аа)՜ 
Л!

• Ь/ • ехр

, Лес.
Так как ||иу(А)| = о(|А|1/3) при |А| —» оо, то |/|ц>(А)| = о(|А|). В силу теоремы 

Лиувилля Д,(А) = Д>(0) и значит [а+, 6] Е I. Доказательство завершено.

Напомним, что банахова алгебра А называется простой, если она содержит 

ровно один нетривиальный замкнутый двусторонний идеал I. В связи с этим, 

банахово пространство X называется простым, если операторная алгебра ВЦХ) 

- простая алгебра.

Операторные алгебры В£(/р), В/,(Со), при 1 < р < оо являются простыми. 

Однако ВЬ(ВР [0,1])) (1 < р < оо, р / 2) и ВЬ(С([0,1])) не являются простыми 

алгебрами (см. [14]).
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Пусть I - замкнутый двусторонний идеал в А. Скажем, что элемент a G А 

квячинлрмален по модулю идеала I, если существует такой квазинормальный 

элемент b G А, что а — Ъ G I.

Множество Е С А назовем коммутативным по модулю идеала I, если для 

любых элементов а, Ь € Е имеем, что [а, 6] € I. В случае I — {0} получаем 

обычное коммутативное множество. Если, в частности, I — Rad(A), то имеем 

коммутативное множество по модулю радикала алгебры А. В случае А = 

= ВЦП) в качестве I можно взять идеал £(Я) компактных операторов, который 

является единственным замкнутым двусторонним идеалом в этой алгебре. В 

случае А — ВЦХ), где X - банахово пространство, таких идеалов бесконечно 

много. Следующая теорема является следствием теоремы 1.

Теорема 3. Пусть А - комплексная банахова алгебра с единицей, I - замкнутый 

двусторонний идеал в А. Пусть f(z) - А-значная аналитическая функция такая, 

что для каждого я G △, /(а) - квазинормальный элемент по модулю I. Тогда 

/(А) есть коммутативное по модулю идеала I подмножество в алгебре А.

Доказательство. Пусть я՜/: А —♦ A/I - канонический гомоморфизм, порожден­

ный идеалом I. Рассмотрим функцию //(а) = %/(/(а)): А —♦ A/I. Тогда при 

каждом a G △, ~ квазинормальный элемент в фактор-алгебре A/I. В силу

теоремы 1 множество fi(&) есть коммутативное подмножество в A/I, т.е. для 

любых a, a' G А имеем [Л(а), /г(а')] = 0, откуда следует, что [/(а), /(а7)] 6 I, что 

и требовалось доказать.

ABSTRACT. Let BL(H') Ъе Banach algebra of all bounded linear opera­
tors defined on a complex Hilbert space. H. Globevnik and I. Vidav have 
demonstrated that if the values of operator—valued analytic function f de­
fined in the connected open set D С C with value in the algebra BL(H) are 
normal operators, then the range of f(D) is a commutative subset in the 
algebra BL(H). In the present paper this result is essentially strengthened.
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