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В теории критических явлений достаточно общепринята точка ярения, что в ре­

шетчатых моделях классической статистической физики размерности V = 2,3 

суммарный спин в критической точке не может иметь асимптотически нормаль­

ного поведения, т.е. подчиняться центральной предельной теореме (ЦПТ) (см., 

например, [1] - [3]). Для иллюстрации тех общих соображений, которыми обосно­

вывается вышеуказанный вывод, обычно рассматривается модель классического 

изинговского ферромагнетика. Эта модель, изученная в статистической физике 

наиболее полно, задается на целочисленной решетке 22", и > 1 с помощью по­

тенциала ближайших соседей следующего вида :

ф,. \(х< х } - I ****’ I* ~ *1 = 11

где

1*-«1= меи', хи х, е х = {-1,1}.
Пусть н£11(։/х), А С И", |А| < оо - гамильтониан моделей Изинга на конфигу­

рациях х = (г*, 1 Е А) Е Хл с граничными условиями х Е Х8А

дК = {* € Ж” \ А : </(*, А) = 1}, </(*, А) = шГ {|4 - в|},

т.е.
яал(®/։)= 112 х*х՛+/3 52 +л52х*՝
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где (*, в) означает суммирование по ближайшим соседям, а параметры Л € X1 

и р е Ц1. называются внешней жагнетвзацней и обратной температурой, 

соответственно- Отвечающие этому гамильтониану гиббсовские распределения 

в конечном сосуде А с граничными условиями х € Х8Л имеют вид

Р*а(х/50 = (и#*(х)) -1 ехр[-я''*(х/х)], х 6 ХА,

= $2 ехр[-Н^(х/х)].
«ех*

Граничные условия {а?< = 1, 1 € ЗА} и {х* = —1, < е 5А}, называемые 

“плюс” и “минус”, соответственно, имеют особую важность. Соответствующие 

им гамильтонианы и гиббсовские распределения будут обозначены следующим 

образом : Яд1*, Рл,+> ^л,-< Хорошо известно, что при Л | 221' меры 

Р^’* и Рд’* слабо сходятся к пределам Р^1* и Р?’*, причем эти предельные 

гиббсовские меры являются эргодическими. Все другие возможные предельные 

меры являются линейными комбинациями указанных эргодических мер.

При Л / 0 и любом Р, 0 < р < оо распределения Р^’* и р£’* совпадают : 

Р^,Л = р£'* = Р/3>Л и, таким образом, при указанных значениях параметров 

(Р, И՝) в модели Изинга имеет место единственность. При Л = 0 единственность 

наблюдается только в пределах некоторого интервала 0 < Р < Р„, а при Р> Р„ 

имеем Р8,0 ф Р^.’°. Последний факт интерпретируется как наличие фазового пе­

рехода, когда Р возрастая, достигает обратной критической температуры ра-- 

Отметим также, что для 0</?</7ег,Л = 0 пара корреляций Ер՝°х^х, для рас­

пределения Р^>0 убывает экспоненциально при |Х — в| —»оо, а именно, существует 

положительная величина т(Р, 0), называемая корреляционной длиной, такая, что

«.» №.. ~ ехр [-^Л] .

Типичное обоснование (не строгое) того, что в модели Изинга суммарный спин 

в критической точке не подчиняется ЦПТ состоит в следующем. При прибли­

жении Р к Реп Р < Рсг, Л = 0 происходит усиление корреляций между спина­

ми, в результате чего корреляционная длина т(0,£) стремится к бесконечности. 

В критической точке т(0, Рет) корреляционная длина становится бесконечней, а 
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убывание корреляций происходит степенным образом. Сами спины при этом ни­

как нельзя считать слабо зависимыми случайными величинами. В этих условиях 

справедливости ЦПТ ожидать никак нельзя и ставится вопрос о нахождении дру- 

гой более подходящей нормировки, при которой будет иметь место сходимость к 

некоторому другому, отличному от гауссовского, распределению.

В противовес этому ниже мы приведем пример простой, точно решаемой ре­

шетчатой модели, у которой суммарный спин в критической точке подчиняется 

ЦПТ. В этой модели ковариация спинов равна нулю для любых (Л,/3), в частно­

сти, для Р = Рсг и Ь = Лег. Рассматриваемая модель описывается потенциалом 

следующего вида : ՛•՝

£££ Мег, 

где у1, у, 6 У = {—1,0,1}. Гамильтониан этой модели имеет вид о»

= ЕЫ-|У.1 + Д £ + уеУА. »еУвА.
<*••> <••«> ... *ел1,«ЕА <6Л,я£0Л /.!

Перепишем гамильтониан Яд,/1 в удобной для нас форме. Имеем

нрЛу/у) = ֊ Е (2|»| - 1)(2|у»1 ֊ 1) + ֊ Е 1й1 - I Е 1+ О Л о *<«.•> <М) ° <М>
«,»€А 1,я€А 1,»ЕА

+т Е (2|и1-1)Ж1֊1) + - Е 1*1 +1 Е 1^1-т 12 !+
<«.-> <«.•> <м> <м>

1ЕЛ,яЕвА «ЕА.иЕЭЛ 1ЕА(»Е&А «ЕЛ.яЕЭА

+|Е(21*1֊1)+||а1=| Е(21*1֊1)(21*1-1)+? Е (2|и1-1)Ж1-1)+
<€Л <«.•> * (М)

<,»ЕА «ЕЛ.яЕ^А

+|Е₽Ы-1) + ( Е 1й1+? Е 1й1-г1л|։-т1л|-|вл| + ||А| =
2 «6Л <«.»> 2 <։..» 8 4

<сл,»евл «ел,>е0л
- • ■

= ( Е(2|у‘1-1)(2|у.1-1)+- Е (21й1֊1)(2|у,|-1)+֊Е(21у‘1-1)+ 
<«.•> «.•» «ел
«.»ел 1ЕЛ..Е0Л

+|Е1*1-2։'֊||а13֊71а1-РА|+||а|+| Е 1«.1- 
«ел о..>

<«л,«еал

Окончательно получаем

н'ЛуГу} = ? Е (21^1 ֊ 1)(2|».I -1) + ֊ Е (21»1 ֊ ֊ х)+
1,»ЕА 1ЕЛ,«Е0А
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+Ц^Е(։Ы-։)+5 Е 15.1 + ^|л|-(|л|։-4|л|'|8А1= « 
*€Л 1СЛ,«ЕвА

= яД/4.(*+^)/։(2|у|_1/2|5|_1) + | |У.1+^|А|-||А|а-^|А|.рА|,

<ел,«евл

где

2|у| ֊ 1 = {2|1Л| ֊ 1, * € л}, 2|у] -1 = {2|у,| -1, * е ал}.

Воспользовавшись (1) выпишем соответствующее гиббсовское распределение :

, * ехр [-ял/4,(Л+д*)/2(21»1 -1 / 2| VI -1)]
<’л' ш ~ Е„г. =р [-я^֊>«(2|„| -1 / 2®| -1)] ■

Положим У = {0,1}. Тогда

£ ехр [֊Я^4'(Л+'։‘’)/3(2|р| -1 / 2|5| - 1)] =
»6УА

= 52 2Е.«л»‘ Иф [-Я^+^/’ОДЯ - 1 / 2|5| - 1)] = 

КбУА

= 21Л1/2 52 21Е,ел(3»-1)ехр [-я£/4'(А+'5*')/3(2|у] - 1 / 2|5| - 1 

»6УА

= 2*1/’ £ ехр [-Я^/4,(*+Д|'-,п3)/а(2|5| ֊ 1 / 2151 -1)] =

геуа

= 21А1/аи^4'(л+^,'-1п2)/а(2|у| _ Р

Далее

е^,л(у/5) = 2_£<€л1»«121Е,։л(2»‘-1)!^
[֊^/4,(^

2,Д/4,(Л+Др-1пЗ)/2^2|_| _

= 2֊£։еА1^
[-яД/4.(*+Д>'-|"а)/»(2|у| _ 17 2|5! _ 1}] 

ж^/4,(л+дя-1пз)/а^2|_| _

= 2 £'<а |»'|Р^4'(л+^-1п а)/3(2|у| -1/2151-1).

Рассмотрим теперь две совокупности граничных условий

{у е Ул : Уг = 0, * £ Л}, {у е УА : ш / 0, * € А}.
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Первое множество состоит только из нулевых конфигураций, второе содержит 

все конфигурации с ненулевыми компонентами. Обозначим через <Эдо,С^+ гибб­

совские распределения, отвечающие нулевым граничным условиям и ненулевым 

условиям соответственно. Имеем

Ол,о(У) = 2-^։А|։'‘|Р^'{А+/"'_1па)/а(2|у| - 1), 

Оа',+(у) = 2"^‘еА|։',|^'(А+Д*'-։па)/а(2|У| - 1).

При I С А справедливы следующие равенства :

(«л',о)/(у) = 2՜Е։«'|Ю| Е 2՜ Е‘։м/ |><|Р-’/_4'<А+'”'-։п а^а(2|у| _ 1,2|у| - 1) =

где

(2|У| -1,2|5] -1) = (2л -1, < е I, 2Й -1, < е А \ I).

Аналогично

(<?&)/(») = 2՜,’*1 (р^(к+'’*'֊1па)/а)/ (2|У| - 1). (3)

Поскольку при Л Т 'П/ пределы в правых частях (2) и (3) существуют, то 

получаем

(<#А)/(у) = 2-Е‘е'1”1 (р^4*<А+^-’“а)/а)/(2|У| -1), 

(<#А)/(у) = 2՜ Е^|Ж‘| (р^(‘+^-’"а)/а^ (2^1 -1), у е У1.

Отсюда ясно, что при Л 4- £։/ — 1п 2 / 0 предельное гиббсовское распределение в 

нашей модели единственно (поскольку в этом случае при соответствующих зна­

чениях параметров единственность имеет место в модели Изинга) и происходит 

фазовый переход на прямой Л+Д։/—1п2 = 0, 0</?<оо. Критическая точка име­

ет координаты р*^ = 4Эег։ Л‘г = — р*„и + 1п2, где Ра- ~ критическая обратная 

температура для модели Изинга.

Заметим, что гиббсовское распределение нашей модели в критической точ­

ке единственно, а следовательно, оно эргодично. Это распределение является 



88 Б. С. Нахапетян

трансляционно-инвариантным и обладает свойством мартингал-разности, по­

скольку потенциал рассматриваемой модели четный (см., например, [4], [5]).

Остается применить результат, доказанный автором, согласно которому 

любое однородное эргодическое, мартингал-разностное случайное поле второго 

порядка удовлетворяет Щ1Т (см. [б], [6]).
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