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В работе описыватеся подход включения—исключения для построения 
случайных полей на р-мерной целой решетке. Представлено сряютяние 
с классическим гиббсовским описанием.

§1 . ВВЕДЕНИЕ

Подход включения-исключения был удачно применен в работе Амбарцумяна 

и Сукиасяна [1] в теории точечных процессов. Основным результатом этого 

подхода явилась следующая теорема.

Теорема А. (Р. В. Амбарцумян, Г. С. Сукиасян) Пусть задана система 

{У(х1, ...,лп)}, х,- 6 неотрицательных симметричных функций, удовлетво

ряющая условию /(тх,..., хп) < Ъп, п = 1,2,.... для некоторого Ъ > 0. Если для 

почти всех Х1,..., хп 6 ЛГ* и всех выпуклых О С Ю-'* имеют место неравенства

1+Х}Цтг՜ / ■*'/ ЛУ1-- <1Уп > о,
п! Я)

°°/_ Пп у г
+ ■■■ f(xl,...,xm,y1,...,yn)dy1•^^dyn>Q, т>0,

то существует точечный процесс Р такой, что в точках продолжения значения 

/ совпадают с плотностями Р.

Целью настоящей работы является применение того же подхода к конструк

циям случайных полей на целой решетке И*'. Особое внимание уделяется класси

ческим гиббсовским случайным полям. В работе описываются основные факты 

при предлагаемом подходе, приводятся некоторые примеры и утверждения для 
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достаточно широкого класса негиббсовских случайных полей. Отметим, что в 

настоящее время в статистической физике интенсивно изучаются негиббсовские 

случайные поля (см., например, [2] - [5]).

§2 . СЛУЧАЙНЫЕ ПОЛЯ И Р-ФУНКЦИИ

Рассмотрим случайные поля на целой ^-мерной решетке Ж", V > 1. Для простоты 

предположим, что фазовое пространство X состоит из двух точек : X = {0,1}. 

Обозначим через £ множество всех конечных подмножеств Ж*, и пусть

хА = {««, * е А}, х, с х, * е л, а е £

- множество конфигураций (реализаций) на А. Каждый элемент х € Хк одно

значно определяется по подмножеству А, где под конфигурацией х предполага

ется значение 1 (согласно физической терминологии это - подмножество, захва

ченное частицами). Поэтому всякую конфигурацию на А будем отождествлять с 

соответствующим подмножеством А. Вероятностное распределение на ХА обо

значим через Рд = {Рд(х), х С А}, А 6 £. Для А = 0 существует только одно 

вероятностное распределение Р»(0) = 1. Для А € £ и I С А обозначим

(Рл)г(®) = 52 Рд(х и 7), х С I.
/сл\/

Определение 1. Множество вероятностных распределений Р = {Рд, Л £ £} 

называется согласованным в смысле Колмогорова, если для любых Л 6 £ и I С Л 

(Рл)/(я) = Р/(х), X С I.

Хорошо известно, что всякое множество вероятностных распределений, со

гласованное в смысле Колмогорова, определяет некоторую меру вероятности на 

Xх" , эквивалентную некоторому случайному полю. При подходе включения- 

исключения условие согласованности в смысле Колмогорова заменяется неко

торым условием неотрицательности, налагаемым на некоторые конечные суммы 

с меняющимися знаками слагаемых.

Пусть В — банахово пространство всех ограниченных функций, определен

ных на £, с нормой

||‘|| = "?2^а)^|‘-'1’ ‘=Л.^Оев,
•* СА

где п(А) - некоторая нумерация элементов из £.
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Определение 2. Функцию / = {//, 7 6 8}, / £ В назовем Р-функцие1, если 

/| = 1 и для любых А 6 8 и х С А

Е(-1)Щ > о, (1)
/Сх

где | • | означает число точек конечного множества.

Заметим, что пространство Вр С В всех Р-функций является выпуклым 

закрытым подмножеством В. Нетрудно показать, что Вр компактно.

Теорема 1. Система Р = {Рд, А £ 8} вероятностных распределений согласо

вана в смысле Колмогорова тогда и только тогда, когда существует Р-функция 

} такая, что

ад=Е(֊1)|хЧ|/л\/, Рл(0) = /а, «С А, Лб£. (2) 
УСх

Доказательство. Необходимость. Пусть Р = {Рд, Л € 8} - система веро

ятностей, согласованная в смысле Колмогорова. Положим /д = Рд(0), А 6 8. 

Очевидно 0 < /д < 1, /| = Р|(0) = 1. Далее

Е(֊1)|։К/| /л\^ = Е(-1)|Л/| Ра\у(0) = Е(-1)”Х/| (Ра)л\у(0) =
/Сх УСх /Сх

= £(_1)к\л £ Рд(7) = £Рд(7) £ (-1)1^1 = Рд(х).
7£я 7:7с/ 7сх /:7с/Сх

На последнем шаге мы воспользовались соотношением

Достаточность. Пусть / - Р֊функция. Положим

Рд(х) = £(֊1)^1 /дХу, «С А, Ае£ 
ГСх

и покажем, что Р = {Рд, А £ 8} - семейство вероятностных распределений, 

согласованное в смысле Колмогорова. Имеем

ЕРа(х)=Е(֊1)|хХ'7|/л\у=Е/л\г £ (-1)|х^ = Л = 1>
хСЛ 7Сх /СЛ х:/СхСЛ
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т е. р _ система вероятностных распределений. Проверим, что оно согласовано.

Для любых Л е £ и I С А можем написать

(Рл)/(х)= Е Е (-i)|euAJi =
JCAWjc.UJ

= Е E(-4lrtZl Е(-о|лй|/м։ад=
JiCs

= E(-DlrtKl E /дмйД> E (֊D|J| = J։C« J։CA\/ J-^CJCAV
= Е(-1)|’х71|Мл = ^(»)-

J1C«
§3 . ПРИМЕРЫ Р-ФУНКЦИЙ

Пример 1. Пусть f - Р-функция. Для любого В 6 £ такого, что JB > О, 

рассмотрим функцию flB) = { fBuj G £}. Легко видать, что - снова

Р-функция. Реализации соответствующих случайных полей могут достигнуть 

значения 1 только вне В.

Пример 2. Пусть Р — случайное поле с независимыми компонентами, и пусть 

Л = Р{։}(0)> * £ И"- Соответствующей Р-функцией будет

/=ЩЛ, / е£>.

Случай Д = д, 4 6 И*, 0 < д < 1 соответствует случайному полю Бернулли.

Пример 3. Пусть р(г), х Е [0,1] - плотность вероятности и / = {дИ, J Е £} - 

Р-функция Бернулли. Функция

является Р-функцией, соответствующей смеси случайных полей Бернулли. В 

случае р(։) = тхт՜1, г > 0 соответствующей Р-функцией является

Ь = <[т/1д1А1+-^д = —АеЛ.
I Л |Л| + т J

В этом случае множеством конечномерных распределений является

|А|
Ра(х) = П |А| + т-»’ Лее•

В §7 мы покажем, что это случайное поле негиббсовское.
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Пример 4. Пусть Д>։, *,в £ И* - набор неотрицательных чисел таких, что

22 Д , < оо. Рассмотрим 
«еж-

Она - Р-функция, которая является дискретным аналогом точечного случайного 

поля в Ш/ Амбарпумяна-Сукиасяна [1]. Кратко напомним основной результат 

работы [1]. Рассматривается следующая последовательность функций :

/(®1) = а, /(®1.......®n) = an П п = 2,3,..., (4)
...... П}

где 0 < Л(х, у) < 1 - симметричная функция в IRd х И**, а > 0 - параметр (ин

тенсивность), а произведение проводится по всем возможным два-подмножествам 

{1,..., п}. При условии сходимости

аир / [1 — Л(х, у)] dy < со 
* JTR.*

существует точечный процесс Р в JRd, для которого (4) представляет так назы

ваемые абсолютные плотности, т.е. для каждой последовательности xi..... Zn

P(dx!......dxn) = f(xi.......xn) dxi • • -dxn.

Этот результат доказан в [1] с помощью теоремы А. Кажется возможным 

доказательство соответствующего результата для Р-функций.

Пример 5. Здесь мы введем некоторые Р-функции, встречающиеся в теории 

гиббсовских случайных полей. Для любого непустого A G £ фиксируем произ

вольную точку 6 А и определим частичную упорядоченность в £. Предполо

жим, что В < А, В, А £ £, если существует последовательность В = В1,Вз......

Вп = А такая, что 5,-1 = В, \ » = 2......п. Последовательность

Р ~ {-51։ 71» •••։ Вп, Т„}, В{,Т{&£, Т^В{=1В{, * — 1> •■•» п,

Bi < A, Bi < Bi-i U 71-1, i = 2,.... п
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назовем путем с началом в А и длиной п. Множество всех путей с началом в А 

и длиной п мы обозначим через В%\ А е 8. Пусть К = (Æj, J G £) - функция 

такая, что
£ |Kj| < аХп, А(1 + >/5)а<1, А,о>0. 

PI—
Тогда функция

fj =1 + Е Е • -Кт., Je£ 
п рев™

представляет собой Р-функцию (см., например, [9], [10]).

§4 . СЛУЧАЙНЫЕ ПОЛЯ И Q-ФУНКЦИИ

В этом параграфе мы построим Р-функции по принципу, используемому в теории 

гиббсовских случайных полей.

Определение 3. Функция в = {0j, J G 8} называется Q-функцией, если 0j > 0, 

J б £, 00 = 1 и для любого х G 8

E(-i)|eVI 0j > 0. (5)
JÇ«

В противовес Р-функциям Q-функции имеют простое построение.

Теорема 2. Функция 0 = {0j, J G £} будет Q-функцней тогда и только тогда, 

когда существует функция H = {Hs, S G £}, Hs > 0, S G £, Ht = 1 такая, что 

для каждого J G £, 0j = $2 Яд. 
sçj

Доказательство. Необходимость. Пусть 0 = {0j, J G 8} - Q-функция. Поло

жим

Hs = E(-1)|SVI^> 5G£. (6)
JÇS

Поскольку 0 - Q-функция, то согласно определению Яд имеем Яд > 0, S G 8 и 

Я> = 1. Имеем

E^ = EE(֊1)|։wl^ = E(' Е (-1)'«'' = »л, лег.
SÇA SÇ.MÇS JÇA Д./СДСА

Достаточность. Пусть 0л = £ Яд. Очевидно 0j > 0, J G 8, 9% = 1. Наконец 
5ÇA

Ef-!)'’՝'1 »7 = Е(-Ц'ад Ея/= 
JÇS /сд гс.
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= Ея7 Е (-1)1^1 = я5> о, 
7С5 У:УСУС5

Теорема 2 доказана.

Теорема 3. Пусть 9 = {0д, Л £ 8} - С)-фуняция. Пусть А | И1' - последова

тельность возрастающих подмножеств такая, что для любого } £ 8 существует 

предел

1пп = /у. (7)
ат®* бл 4 '

Тогда / = {/у, 8 Е 8} - Р-функция.

Доказательство. Для любого I Е8 имеем

£1 Ат^ ®Л

• = ЕН)1"՝'1 *(л\/М> » С I.

Поскольку 9 - ^-функция, то для А Е 8, I С Л., 8 С А\1 и х С I имеем 

(—1)1хи5\<г1 9] > 0, поэтому
УСхОД

л = У2 У2 (_1)1«и5\у| в] > 0 
5СЛ\//С«и5

Отсюда

Е Е(-։)"՝л| Е »лил Е (-1)1»'Л1 = 
ДСЛ\//1С։ /аСА\/ /а:/։СЯСЛ\/

= £(-1)|гХА|в(ли)ил>0.
/1Сж

Теорема 3 доказана.

Дадим характеристику ^-систем, используемых ниже в §§5,6.

Определение 4. Семейство вероятностных распределений Q = {^д, А £ £}, 

9л(0) > 0, Ql{V) = 1 называется согласованным в смысле Добрушнна, если для 

любых А,Аб£, ЛПА = 0

«ЛиЛ« - «‘И’ 1£А- (8)
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Перепишем (8) в эквивалентном виде

влил<’) = О«(։)(<’лил)л(’)- (»>
Теорема 4. Система <2 = {Сл, Л € £}, <3л(0) > 0, ф»(0) = 1 вероятностных 

распределений согласована в смысле Добрушина тогда и только тогда, когда 

существует Q֊фyнкция 6 = {0/, 7 6 £} такая, что для любого А е£

<3л(*) = 52(֊1)|’Х/| в/, X С А. (10)
А /Сх

Доказательство. Необходимость. Пусть С) = {дА| А е £}, фА(0) > 0, 

<Э|(0) = 1 - множество вероятностных распределений, согласованное в смысле 

Добрушина. Положим 0А = [Сл(0)]-1> Л 6 £. Имеем

Отсюда получим

0յ=9лYlQ^S).
зсг

Следовательно

£(-1)|«\'| е, = (?А £(-1)^1 £ <?Л(я) = 0АдА(т), 
/с» /Сх ас/

и мы получим (10).

Достаточность. Пусть существует ^-функция в = {0/, 7 6 £} такая, что имеет

место (10). Согласно определению, С)д(х) > 0, С?|(0) = 1. Далее имеем

։СЛ л хСАГСх А /сл х:/СхСЛ 

т.е. система (10) - множество вероятностных распределений. Проверим его 

согласованность в смысле Добрушина. Сначала заметим, что <?л(0) = т~, Л 6 £.
0Л

Далее

«лил« = ГТ П-1)՛’''1 • £ л-
лил /Сх 1,лил

Теорема 4 доказана.
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Замечание 1. Если О = {0/, 7 £ 8} - ^-функция, то

/А) =/* = $££, /еД 
I »А J

- Р-функция с параметрическим множеством Л £ 8. Вероятностные распределе

ния для соответствующих случайных полей имеют вид

р)А)(л) = (Р^ЛпДл), хС1,

Это - случайное поле в конечном объеме А.

Замечание 2. Поскольку множество всех Р-функпий компактно, то можно 

выбрать сходящуюся последовательность Р-функций /(А*) —♦/ (при к —♦ оо), где 

А* | 22”, к —+ оо - некоторая возрастающая последовательность подмножеств. 

Случайное поле с Р-функцией / называется предельным для случайных полей в 

конечных объемах.

§5. О-ФУНКЦИИ С ГРАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ и 

УСЛОВНЫЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ДЛЯ СЛУЧАЙНЫХ ПОЛЕЙ

Пусть Р = {Рд, Л Е £} - случайное поле. Согласно хорошо известной теореме 

мартингальной сходимости для любых Л 6 8, х С А, х С Ж* \ А существует 

предел
_ Р ~(х II

<ЭХ(х)=_1пп А^А> А П.Н., (11)
аг®֊\а Га(։л)

где х~ = х П А. Для каждого Л 6 8 величина (11) определяет некоторое вероят

ностное распределение, называемое условным распределением на А с граничным 

условием х С 22” \ Л (см. [6], [7]). Семейство условных распределений, зависящих 

от А £ 8 и граничных условий х

0={<Й> Ае£, ХСГ\А} (11’)

называется условным распределением случайного поля Р.
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Определение 5. Система вероятностных распределений (11’) называется со

гласованной в смысле Добрушина, если для любых Л, А Е £, АП Л = 0 и любых 

л С А, у С А, ж С Я* \ (Аи А)

и »)-«•(•) (12)

Определение 6. Функция 0(х) = {0^*, J Е £}, 0% = 1, х С И”, х/. = хП(22*'\7) 

называется Q-фyнкцueй с граничным условием х, если для любого х Е £

53(-1)|^| > о.
/С» ։'

Любая функция Н(х) = {Я^”, 1 € £}, Я| = 1, х С И" с неотрицательными 

значениями называется Н-функцией с граничным условием х.

Теорема 5. Функция 0(х) = {(Р/՞, 7 е £}, 0^ = 1, х С И” является (^-функцией 

с граничным условием х тогда и только тогда, когда существует Н-функция 

Н(х) такая, что для любого Ле £

Я" = V Н?°.
/ел

Определение 7. Система 0 = {0(х), х С ЗИ"} ^-функций, зависящих от 
• ■ ’ ՛

граничных условий, называется согласованной, если соответствующая система 

Я = {Я(х), х С 22*'} Я-функций обладает следующим свойством : для любых 

71, 7а е £ и х С Я*'

Ъ)° = я^(',1и'’а)'я^1иН(',1и7з)°

Теорема 6. Система условных распределений (IV) согласована в смысле Добру

шина тогда и только тогда, когда существует согласованная система Q-фyнкций 

0 = {0(х), х С 22"} такая, что

’Л /Сг
*

Доказательства теорем 5,6 аналогичны доказательствам теорем 2,4. Послед

ние соответствуют случаю пустых граничных условий.
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§6 . Q-ФУНКЦИИ ДЛЯ ГИББСОВСКИХ СЛУЧАЙНЫХ ПОЛЕЙ 

Измеримую функцию Ф, определенную на £, назовем потенциалом, если

sup 52 1ф(7)1 < °°- (13)

Потенциальная энергия конфигурации х С A, A G £ с граничным условием 

х С 22* \ А определяется по формуле

^(«)= £ Еф('ид 
•^Сх/сг

Q-функции с граничным условием х С Z5* для гиббсовских случайных полей 

имеют вид
22(х)=(ж*А' = £ехр[-С^«(х)], AG Л.

I «СА )
Соответствующими гиббсовскими условными распределениями являются 

СГ (х) = (я^/'ехр [֊^‘(г)] , х С А.

Всякий элемент закрытой выпуклой оболочки множества предельных гиббсов

ских распределений называтеся гиббсовским случайным полем (см. [7], [8]). От- 

метимтакже, что всякая Н-система, соответствующая гиббсовскому случайному 

полю, имеет вид

{tff=exp[-tfr($)], se£, хсж*\£}.

§7 . НЕГИББСОВСКИЕ СЛУЧАЙНЫЕ ПОЛЯ

Ниже мы построим некоторые негиббсовские случайные поля.
I

Предложение 1. Пусть 0 = {0J, J G £,х С 22* \ <7} - согласованная система 

Q-функций я Н — {Hj, J G £, х С Ж* \ J} - соответствующая система 

неотрицательных функций (Н-система). Пусть функция R(x), z С Ж* такая, что 

Я(х1) = Я(хг), если xi = хз до конечного числа точек решетки. Тогда система 

ял = {(я»л(г), Je£, хсж*\/}

определяет некоторую соласованную 9-систему Q-функций, которую обозначим

.. | -,И-

Доказательство. Для любых Ji, Jj G £ их С Ж* \ {Л U Jj} можем написать 

(я^.)'։т=(яу,яЙ,Л)ВД =
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= (ЯГ.)ВД (яГ)4” = (яТ.)ад (я^֊)'”“Л) •
Предложение 2. Пусть 6 = {5/, J € £, х С И* \ 7} ֊ гиббсовская система 

(^-функций. Тогда соответствующая 9 я - негиббсовская система (^-функций.

Доказательство. Поскольку 9 - гиббсовская, то соответствующая Н система

имеет вид

Н= {ехр [-У*(х)], х С Л, ։СГ\А, Л € £} .

Следовательно

Ня = {ехр [-СГГ(։)Я(®)] , х С А, ։СЕ'\А, Ае£}.

Согласно предложению 1 Ня определяет некоторую 9я, которая согласована и, 

следовательно, в свою очередь, определяет случайное поле. Покажем, что это 

случайное поле негиббсовское, т.е. нет такого потенциала Ф, что

падя(й) = £ £ Ф(7и7). (14)
•7Сг»#7сг

Предположим, что обратное утверждение верно, т.е. имеет место (14). Для х = 0 

имеем

|ф(0)+ £ Ф(/)|Я(Й) = Ф(0)+ £ ад.
\ / »#/сг

Следовательно, если х = 0, то Ф(0)Я(0) = Ф(0) и если х = {<}, то Г ■

[Ф(0)+Ф(*)]Я(<) = Ф(0)+Ф(*), [Ф(0)+Ф(*)]Я(0) = Ф(0)+Ф(<), Ф(*)]Я(0) = Ф(*).

Аналогичным образом находим, что Ф(7)Я(0) = Ф(4) ддя любого 7 Е £. Поэтому

Ях(л)Я(ё) = Я։(х)Д(0) или Д(л) = Я(0).

Однако последнее соотношение неверно, если х бесконечно.

Теперь покажем, что случайное поле примера 3 негиббсовское. Условные 

вероятности имеют вид

05(л)=р1х1(й)(1֊р(й))1А1-|«1։ ։сА> Ле£,
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где
_ 1®1р(г)= lira. 7—֊ п.н. 

IAIT00 |А|

Запишем QX(z) в виде

Поэтому нормирующим фактором будет Яд(х) — (1 — p(z))՜^, а потенциальной 

энергией будет

Согласно предложению 2, эта потенциальная энергия не порождает гиббсовского 

случайного поля в классическом смысле.

ABSTRACT. The inclusion-exclusion approach towards construction of 
random fields on the v-dimensional integer lattice is described. Compari
son with classical Gibbs description is presented.
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