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В статье мы описываем класс случайных полей, для которых норми
рованные суммы компонент образуют обратные мартингалы, ассоции
рованные с последовательностями возрастающих конечных множеств. 
При дополнительных ограничениях мы устанавливаем предельное по- 
ирдририр этих нормированных сумм, Результаты применяются к гибб
совским случайным полям.

§0. ВВЕДЕНИЕ

В работе [1] Й. С. Чоу установил усиленный закон больших чисел (УЗБЧ) для од

номерных мартингал-разностей с конечным моментом порядка 2г (г > 1). Этот 

результат явился обобщением УЗБЧ, который получили К. Л. Чанг и Ю. В. Про

хоров (см. [3] и [11]) для последовательностей независимых случайных величин. 

Настоящая работа описывает класс случайных полей, для которых нормирован

ные суммы компонент образуют обратные мартингалы, ассоциированные с по

следовательностями конечных множеств. Изучается предельное поведение этих 

нормированных сумм, в частности, мы доказываем УЗБЧ. Результаты применя

ются к гиббсовским случайным полям.

§1. УСЛОВНО ПЕРЕСТАНОВОЧНЫЕ СЛУЧАЙНЫЕ ПОЛЯ

Пусть - ^֊мерная (<1 > 1) целочисленная решетка и те - семейство всех ее 

конечных подмножеств :

ТО՜ = {V : V С 22^, |У| < оо}

(здесь и далее | ■ | означает число точек множества). Пусть {И,}п>о - после

довательность возрастающих конечных подмножеств (п.в.к.п.) 7ЬЛ : Уп ете, 

Ц» С 1,1+1, я — 0,1,....
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Определение 1. Случайный процесс Уу, V Е^РУ назовем обратным мартинга

лом, ассоциированным с п.в.к.п. {Уп }п>о, если для любого п = 0,1,...

Е(Уу. / У^։, У^„...) = Уу.+։, п.н. (1.1)

Приведем примеры обратных мартингалов.

Пример 1. Пусть г) - случайная величина с Е |^| < оо и пусть .Ту, V 

- семейство а-алгебр такое, что Ту Э Т~ при V С V, V, V € XV. Случайный 

процесс Уу = Е(г? / Ту) является обратным мартингалом относительно любой 

п.в.к.п. {К}п>о- В частности, можно взять Ту = <?(&, 4 £ ТЬЛ \ V), V где 

&, 4 Е 7ЬЛ, - некоторое случайное поле.

Пример 2. Пусть {Уп}п>о - п.в.к.п. и Д; = V) \ Т$-1, у — 1,2...... Предположим,

что в случайном поле С 7ЪЛ с Е& = 0, 4 6 22 случайные величины 

независимы при 4 С Ду, в £ Д*, 1 / к. Тогда случайный процесс Уу =

V ЕУУ является обратным мартингалом относительно п.в.к.п. {И,}п>о-

Пример 3. Пусть случайное поле &, 4 £ 22“* с Е |£,| < оо удовлетворяет условию 

Е(6 /^, 4ЕЯ։,\{«}) = 0 п.н.

Тогда случайный процесс Уу = У^ V £У¥ является обратным мартинга- 

лом относительно любой п.в.к.п.

Пример 4. Пусть 22* = и, 7}, 7} Г) 71 = 0, у / к, и пусть &, 4 £ Ж* - случайное 

поле, для которого Уу = У^ &, V. С 7} - обратный мартингал относительно 
<6Т,\У

любой П.В.К.П. {И,}п>о, Уп С7},п= 1,2, ...для любого фиксированного у = 1,2,... 

. Если Уу и У~ независимы при V С 7} и V С 71, у / к, то случайный процесс 

Уу = У2 6, V Е ''V является обратным мартингалам относительно любой 

П.В.К.П.

Пример 5. Пусть случайное поле 4 Е 22 2 с Е |&| < оо удовлетворяет условию

Е(€(к,0 / —€(к-1,О>€(4+1,о) = 0 п.н.

при любых к, I Е 221 и €(к,Г)> £({л) независимы при I у. Тогда случайный процесс 

Уу = У^ V € является обратным мартингалом относительно любой 
<6Ж։\У

п.в.к.п.
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Определение 2. Случайное поле X 6 7ЬЛ с Е|&| < оо назовем условно пере

становочным (по отношению к суммированию) относительно п.в.х.п. {Ц,)п>о1 

если для любых п = 0,1,... и в, X £ И,

е(6/ 53 13 €«.•••) =Е(б/53€“՛ 13 <«••••] (12)
\ нбУ. иСУ^+1 / \ «ек. «6У.+1 /

Случайное поле &, X € 7ЬЛ назовем условно перестановочным, если оно условно 

перестановочно относительно любой п.в.к.п.

Предложение 1. Предположим, что случайное поле X £ НА условно переста

новочно относительно п.в.к.п. {Ц,}п>о- Тогда случайный процесс Уу = у— УЧ<» 

V £ образует обратный мартингал, ассоциированный с п.в.к.п. {Уп}п>о-

Доказательство. Обозначим Тп = п(Уу.,Уу.+։,...). Из условной перестановоч

ности для любых п = 1,2,... и 8,1 £ К

Е(6/^п) = Е(6/^п) п.н. (1.3)

Поскольку И։ С Уп+11 ТО из (2.1)

Е(Уу./^„+1) = Е ( £ {„ / 7„+1 ) = |^| 53 Е(& / *к+1) =
V п|иек. / |К"'«еУ.

= Гу-- Г 53 Е(&» /^п+1) = Е | тр-- г 53 £“ / ^п+1 I - 1"+1’
1 П+11 116У.+1 \1 п+11 и6У.+х /

и поэтому имеем (1.2). Предложение 1 доказано.

Пусть X С И1 — измеримое множество с с-алгеброй А борелевских под

множеств и конечной мерой р(Х) > 0. Предположим, что для любого X £ Ж* 

измеримое пространство (Х«,Л1,р4) является копией пространства (Х,А,р) и 

для любого V £ W

Ху = Ау = ду =

где ® - символ картезианского произведения и X^ = 9,А^ = 9. Предположим, что 

Ру , V € W - последовательная система конечномерных плотностей относительно 

Ду, V £ W, т.е. для любого V £ W /Хру(х) <1р(х) = 1 и если V С V, то

У Ру(*> ®) йДу\у(։) = Ри(։), * 6 Ху.
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Пусть для любого t G 2Zd

[ |*|Pt(®) <Н®) < (1.4)
Jx

Определение 3. Будем говорить, что последовательная система конечномерных 

плотностей ру, V 6 W, обладающая свойством (1.4), является инвариантной 

относительно спиновых инверсий, если для любых s,t Е V и х Е Ху

pv(x)=py(x), (1.5)

где х Е Ху, хи — хи при u Е V \ {в,4} и х, = х«, = х,.

Теорема 1. Если случайное поле fa, t Е 7Ld обладает инвариантными отно

сительно спиновых инверсий конечномерными плотностями ру, V Е W, то оно 

условно перестановочно.

Доказательство. Сначала покажем, что для любых V £ W и a,t £ V

E(6/Sv) = Efe/Sv) п.н., (1.6)

где Sy = &, V Е W. Условные математические ожидания в (1.6) существуют,

поскольку согласно (1.4) Е|&| < оо, t £ 7Ld. Перепишем (1.6) в эквивалентной 

форме :
[ £,IAdPr= [ ЬЩРг (1.7)

Jn Jn
для любого А Е t(Sv') С Т. Здесь 1А - индикатор множества А. Для проверки 

(1.7) достаточно показать, что

/ <Я?Т= I 1^>Т
Jn v ' ՛ Jn v' ՛

и поэтому . ; _ ,

для любого В Е ^(Ш.1). Заменяя х, на х^ и а:« на х, в правой части (1.8) и 

используя симметрию ^хи и Ду (г) = ПиеуД(®и) относительно хи, и 6 V, 

можем переписать (1.8) в виде

/ I У? I [РуЧ1) “ Ру(®)] ^Ру(») = О, \и^ )
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где х 6 Ху ; хи = «и при « е V \ {в,о И х, = ХЬХ1 = х,. Согласно (1.5) 

последнее равенство выполняется для любого В Е Врй.1). Следовательно, для 

соответствующего случайного поля имеет место (1.6).

Пусть теперь {Уп}п>1 - произвольная п.в.к.п. Из (1.6) получим

Е(6/5у.) = Е(6/5и.) п.н. «,* Е К, п = 1,2,...

Аналогично можно показать, что для любых в, 1 € Уп и I, п = 1,2,...

Е(6/5у.,5^։,...,5у.+,) = Е(6/5и.,5^+։,...,5у.+1) п.н. (1.9)

Переходя к пределу под символом условного математического ожидания (см. [6]), 

получим

Е(С,/5у.,5у>+1,...) = ^(.^/Зу^Зу^,...) п.н.

Теорема 1 доказана.

Теорема 2. Если случайное поле &, 1 Е обладает инвариантами относи

тельно спиновых инверсий конечномерными плотностями ру, V Е то случай

ное поле ф(&)> I Е ТЬЛ условно перестановочно для любой интегрируемой на X 

функции ф.

Замечание 1. Случайное поле ф(&), I Е 7ЬЛ в теореме 2 условно переста

новочно относительно обоих суммирований $2^(6) и 526- Это означает, что 

случайный процесс Уу = —֊ У2<^(&), V Е^РУ является обратным мартингал 

лом в смысле определения 2 и в классическом смысле (относительно е-полей 

= °'(52ибУ. £“> 22иеК.+1 £«> ••■))•

§2. АСИМПТОТИЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ

Ниже мы будем исследовать асимптотическое поведение нормированных сумм 

компонент случайного поля, образующего обратный мартингал. В частности, 
• ■»

мы получаем достаточные условия для конечномерных плотностей, при которых 

выполняется УЗБЧ.

Будем говорить, что для случайного поля 6, < £ Ж“*, Е£< = 0 имеет место 

УЗБЧ относительно п.в.к.п. {К»}п>о> если п.н.

(1К»|)-1 $2 6 -» 0, прип-*оо.
«ек.
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Будем говорить, что для случайного поля &, Е$ = 0, * Е ТЬЛ имеет место УЗБЧ, 

если для 1 Е 7ЬЛ УЗБЧ имеет место относительно любой п.в.клг.

Следующая теорема следует из предложения 1, теоремы 1 и из хорошо 

известной теоремы о сходимости обратных мартингалов (см. [6], [7]). Обозначим

°оо — Р) °՜ | УЗ I УЗ (и։ | • 

п=1 уиеУ. и£У»+1 /

Теорема 3. Предположим, что случайное поле ^,1 Е обладает инварианты- 

ми относительно спиновых инверсий конечномерными плотностями. Тогда для 

любойо П.В.К.П. {К}п>о имеет место сходимость

(1И»|)՜1 УЗ & Е(€о/^оо), при П֊^ ОО
<ЕУ.

п.н. и в Ъ1.

Теорема 4. Пусть случайное поле &, < Е 22 обладает инвариантымн отно

сительно спиновых инверсий конечномерными плотностями. Тогда для любой 

п.в.к.п. {Уп}п>о я любой интегрируемой функции ф имеет место сходимость
ч * А֊'

(|К|)-1 УЗ №) -♦ Е(^(^0)/п’оо), при П-» оо
<ЕУ.

п.н. и в смысле I»1.

Доказательство. Сходимость нормированных сумм (|К|)-1Ф(&) следу

ет из предложения 1, теоремы 2 и из теоремы о сходимости обратных мартин- 

глаов. Согласно замечанию 1, значение предела равно Е(<£(£о)/<Тоо)-

Далее нам понадобятся следующие определения, введенные в [8], [9].

Будем говорить, что случайный процесс 5у> V £W образует мартингал, 

ассоциированный с п.в..п. {К}п>о։ если для любого п = 1,2,...

Е(^У»/^Уо> —> <8у._х) = п.н. (2.1)

Случайное поле 1 Е ИЛ с Е|&| < оо называтеся маршингал-разностмым 

случайным полем относительно п.в.к.п. {К}п>о> если для любых а Е К \ К-1> 

п= 1,2,...

Е(6/£и, и Е К-1) = Е€. п.н. (2.2)
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Если гпучайное поле мартингал-раз постно относительно любой п.в.к.п., то оно 

называется мартингм-разностным случайным полем. Нетрудно видеть ([9], 

[10]), что если €<» * € - мартингал-разностное случайное поле относитель

но некоторой п.в.к.п., то случайный процесс Sv = v eW образует

мартингал, ассоциированный с той же п.в.к.п.

Пусть теперь X С Ж1 - множество, симметричное относительно нуля (т.е. 

если х G X, то — х G X) и д - симметричная относительно нуля мерз (это 

означает, что д(У) = д(-У), где -У = {-х : х G У}, У G Л). Рассмотрим 

систему согласованных конечномерных плотностей pv, V G W, удовлетворяющих 

условию
sup / х7р((х) dp < оо, 7 > 2. (2.3)

tcae' Jx
Предположим, что pv, V GW четные. Это означает, что для любых V GW, 

х G Xv и 0 = (0i,..., 0|у|) таких, что 0,- G {-1; 1},» = 1,..., |У|

Ри(«7)=Ру(»)» хв = >0|У|®<|И) С-XV. (2.4)

Теорема 5. Если случайное поле &, t G 2Zd имеет четные конечномерные 

плотности pv, V GW, удовлетворяющие (2.3), то&, t G 7Ld подчиняется УЗБЧ 

относительно любых п.в.к.п. {Vn }п>о таких, что |ДП| < Ап‘ ;А>О,О<0<1; 

A„ = Vn\V„_i,n = l,2.......

Доказательство. При доказательстве существенно используется представление 

мартингал-разностного случайного поля четными плотностями ([9], [10]) и вы- 

шеотмеченная теорема Чоу ([1]). Из условия (2.4) следует мартигал-разностное 

свойство для случайного поля, соответствующего системе конечномерных плот

ностей pv, V GW. Следовательно, Sv = образует мартингал,

ассоциированный с произвольной п.в.к.п. Согласно теореме Чоу, для одномерно

го мартингала S = {Sn} имеет место УЗБЧ, если

EIV < °« (2.5)

И

f.E]Sn-Sn_i^
2^ ---- < °°> г £L i2-6)
п=1
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Проверим условия (2.5) и (2.6) для мартингала 5уж = £21еуж & с г — у/2. Из 

условия (2.3) следует существование Е|5уж|7. Из неравенств Буркхолдера (см. 

[2]) и Минковского имеем

(
/ \ т/2\ х^7 / . \ 1/а

е(Ее<?) <а(Е(еда/7) <
меУ. / / меи. /

/ /, ч»М1/։
<АТ|УП|1/2 [ аир ( / х'р^х) «^(х)) ) <ОО,

\1ЕЖ* ХУХ / /

где Ау > 0 - некоторая константа. Это означает, что Е|5у-Ж|7 < оо. Для

последовательности {5у.} условие (2.6) можно проверить аналогично :

(Е|5и.-5у._1|7)1/7 =

где Ву > 0 - константа. Таким образом

Е|5у. ֊ 5у._х |7 < Щ |ДП|7/’ < С7п7^2, С7 = А^’В7

и, тем самым, условие (2.6) выполняется. Теорема 5 доказана.

Теорема 5 представляет УЗБЧ относительно п.в.к.п., имеющей особую 

структуру. Тем не менее мы можем привести условия для конечномерных плот

ностей, при наличии которых УЗБЧ выполняется для любой п.в.к.п.

Теорема 6. Пусть конечномерные плотности случайного поля I Е 22* 

являются четными и инвариантны относительно спиновых инверсий. Тогда 

УЗБЧ имеет место относительно произвольной п.в.х.п.

Доказательство. Доказательство теоремы 6 является следствием теорем 1, 3 и 

5. Условие (2.4) обеспечивает УЗБЧ для случайного поля относительно п.B-x.il, 

имеющей особую структуру теоремы 5. Из условия (1.5) следует сходимость (п.н. 

и в смысле Ь1) нормированных сумм

(1И.1)՜1 Е $ ЗД/^оо), прип-юо,
*ЕИ.

где {Уп}п>о - произвольная п.в.кл. Из единственности предела следует, что это 

случайное поле должно быть нулем. Теорема 6 доказана.
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§3. ГИББСОВСКИЕ СЛУЧАЙНЫЕ ПОЛЯ

И ОБРАТНЫЕ МАРТИНГАЛЫ

В этом параграфе мы приведем условия на потенциал Ф, при которых соответ

ствующее гиббсовское случайное поле образует обратный мартингал. Ситема 

ф = {Фу, V GW} измеримых функций, каждая из которых определена в соот

ветствующем пространстве (Ху,Ау,/1у), называется яотехчшмож. Норма по

тенциала Ф определяется по формуле

||Ф||= вир ^2 вир{|Ф/(х)| : х 6 X/}.

Для V потенциальную энергию определим как

иу(х) = Щх,), х=(хъ *€У)еХу, ху = (х1։ <€/), 7 С V.

• • > *, ՛
Потенциальная энергия конечна, если, например, условие ||Ф|| < оо выполнено. 

Вероятностное распределение Су на (Ху,Ау), абсолютно непрерывное относи

тельно меры ру с плотностью

п* М - ехр[-Цу(х)] гС у пМ) /^ехр[-СГу(х)]^у(х)' ХЕХу (31)

называться распределением Гиббса в V, соответствующим потенциалу Ф. Слу

чайное поле 6, I 6 2йа называется гиббсовсхим случайным полем (ГСП), если 

его конечномерные распределения Ру являются пределами распределений Гиббса 

в конечных множествах, т.е. существует п.в.к.п. {7т}т>х, ит7т = Я<։, такая, 

что равномерно по А 6 Ау

Ру(А) = тНт (С/т)у(А), (3.2)

где (б/)у(А) = СУДА ® Хду), V С Г.

Будем говорить, что потенциал Ф инвариантен относительно спиновых 

инверсий, если для любых V 6՜^ е V и х Е Ху

Фу(х) = Фу(х), (3.3)

где х £ Ху ; хи = хи, при и Е V \ {в,*}, и х, = х։, х< = х,.
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Предложение 2. Пусть потенциал Ф с конечной нормой инвариантен относи

тельно спиновых инверсий. Если для любых в, 4 Е 7ЪЛ и х,у Е X, я Е Ххл

52 [ф{«}иу(х>։у)-ф{.}иу(у,։у)] = 52 *0-фЮиу(1Му)],
ус®Л{».«} уся։'\{«,<}

(3-4)
то для соответствующего ГСП 4 £ И1*, процесс Уу = Л 5>, V Е5¥, 

является обратным мартингалом, ассоциированным с произвольной п.в.к.п.

Доказательство. Существование ГСП следует из свойства финитности нормы 

потенциала (см., например, [4], [5]). Покажем, что конечномерные гиббсовские 

плотности обладают свойством (1.5). Поскольку плотности ру, V Е՝՝^ гиббсов

ские, то существует п.в.к.п. {7т}т>1> и/т = И** такая, что

ру(х) = Нт (?*_)у(х) ш—*оо

для любых V 6 W и х £ Ху. Пусть х Е Ху такое, что хч — хи для и Е У\{к,4}, 

а х, = х1։ XI = х, для любых фиксированных точек ։,4 £ V, ։/4и х£ Ху. 

Тогда

ру(х) - ру(х) = Нт [(д*.)у(։) - (д*т)у(х)] = (3.5)
771—♦ ОО

ехр{-У7т(х, я)}[1 - ехр{-Р>_(х, я) + 17уж(х, я)}] ф1у,\у(я)
“т-оо ехр{-У>.(х)}

Согласно (3.3) при достаточно больших тп, для которых Гт Э V, имеем

~ и^{х, я) = 52 [ф{П{.)}иу(ху\{,}։ ху) - Ф{к\{.}}иу(։у\{»), «/)]֊

- 12 [ф{ПО}}иу(ху\{1},ху)-Ф{у\О}}иу(хи\О},ху)]. (3.6)

Положив ] = 7 и {У \ {в,4}} и 5~= (ху\{։д}։ яу) в правой части (3.6), получим

(։. *) ֊ (х, я) = 5^ [ф{,}и?<х>, 5>) ֊ ф{։}иу<««> >у)]~
7с/-\{«,0

“ 52 ^{<}иу(а!>’ гу) ~ ${<}иу(Х‘։ Жу)Ь
/СЛД{«,О

Поэтому из (3.4)

1пп ([7ут (х, я) — 17ут(х, я)) = 0. 
т—*оо
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Отсюда, в силу (3.5), следует (1.5). Для завершения доказательства предложения 

2 остается применить предложение 1 и теорему 1.

С помощью предложения 2 можно построить ГСП, образующие обратные 

мяртингалы. Следующая теорема обобщает предыдущую.

Теорема 7. Пусть потенциал Ф с конечной нормой инвариантен относительно 

спиновых инверсий и удовлетворяет условию (3.4). Тогда случайный процесс 

Yv = — ^(6)> V՜ G является обратным мартингалом, ассоциированным
1^1 tev

с произвольной п.в.к.п. для любой функции ф, интегрируемой на X.

Доказательство непосредственно следует из предложения 1, теоремы 2 и пред

ложения 2.

Скажем, что потенциал Ф четный, если для любых V G W, х Е X и 

0 = (01։ ...,0|у|) такой, что 9i € {—1; 1}, » = 1,..., |У|, имеем

$v(®j) = $v(*)> = (0i®tn—»0|v|®t|VI) GXv. (3.7)

Теорема 8. Если Ф - четный потенциал, то соответствующее ГСП удовлетво

ряет УЗБЧ относительно п.в.к.п. {К}п>о> Для которой |ДП| < Ап1; А > О, 

О < 6 < 1; △„ = Vn \ V„_1։ п = 1,2,....

Теорема 9. Если потенциал Ф является четным и инвариантным относительно 

спиновых инверсий, то для соответствующего ГСП имеет место УЗБЧ относи

тельно любой п.в.кл.

Для доказательства теорем 8 и 9 достаточно заметить, что из условия (3.7) 

следует свойство (2.4) для гиббсовских плотностей, и последовательно применить 

теоремы 5, 6 и предложение 2.

Автор выражает благодарность Б.С. Нахапетяну и С.К. Погосяну за ценные 

советы и обсуждения.

ABSTRACT. In the paper we discribe a class of random fields, for which 
the normalized sums of components form reverse martingales asssocciated 
with sequences of increasing finite sets. Under additional restrictions we 
establish the limiting behavior of these normalized sums. The results are 
applied to the Gibbs random fields.
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