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1. Пусть ^-измеримое множесто, д(£) - его лебегова мера. Обозначим через £2(£?) пространство интегрируемых с квадратом на Е функций, и пусть || • ||в - норма в £2(2£).
Определение 1. Ортонормальная на [а, 6] система функций {^>п(х)} называется полной на измеримом множестве Е С [а, Ь], р(Е) > 0, если для любой /(х) € 6 Ьг(Е) из равенств 

Е
х)<рп(х) йх = О, п = 1,2,... (1)

следует, что /(х) = 0 почти всюду на Е.

Определение 2. Ортонормальная на [а, Ь] система функций {^п(х)} называется полной по рядам из £2 на измеримом множестве Е С [а, 6], д(£) > 0, если для любой /(х) 6 Ь2(£) найдется сходящийся в метрике || ■ ряд
£Х<+оо> (2)

п=1 пкоторый сходится к /(х) в метрике Ь2(Е).
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Определение 3. Ортонормальная на [а, 6] система функций {^п(։)} называется почти полной по рядам из Ь?, если для любого £ > 0 существует измеримое множество Е С [а, 6], р(Е) > Ь — а — е, на котором она полна по рядам из £2.
Известно (см. [1], стр. 120), что существует ортонормальная на [0,1] система, которая полна на любом интервале [0,1 — б], 6 > 0, но не является полной по рядам из £2 на [0,1 — 5].Пусть Р1,—,Рг -первые д простые числа, и пусть п, = П В работе [2] В. Я. Козлов доказал, что если из тригонометрической системы {1, сов(2япх), з!п(2япх)} удалить функции соз(2яп,а;), зш^тгца;), ։ = 1,2,..., то оставшаяся система будет полной (в смысле определения 1) на каждом измеримом множестве 
Е С [0,1], р(Е) < 1. Нам неизвестно, следует ли из полноты подсистемы тригонометрической системы на множестве Е ее полнота по рядам из Ь? на том же множестве Е.В работе [3] показано, что ряд важных свойств полных в Е,з[а, Ь] ортонормиро- ванных систем {фп(г)} остается в силе и для тех подсистем, которые полны в смысле определений 2 и 3.В настоящей заметке показывается, что некоторые системы, полученные из системы {зш(2япг)} после удаления из нее бесконечного числа функций, являются полными по рядам из £2 на любом множестве [0,я]\(а, Ь), (а, 6) С [0, яг], Ь — а < я. 
2. Верна следующая
Теорема. Для каждой возрастающей последовательности натуральных чисел таких, что 1пп8ир(*п+1 - кп) = +оо, (3)п—*оосистема {зш = {атпг}“_1\{зт2։,1}"_1 полиапо рядам из £2 на любом

множестве [0,я] \ (а, Ь), (а,Ь) С [0,я], Ь - а < я, т. е. для любого интервала (а, 6) С [0, я], 0 < Ь — а < я и для любой функции /(г) е Ь2([0, я]) существует
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сходящийся в £2([0,тг]) ряд

ООУ^а,- ШМ| У2а?<+°°> (4)։=1 •
сумма которого совпадает с /(х) почти всюду на множестве [0, тг] \ [а, 6].
Доказательство. Сперва докажем, что система {з1ппх}“=1\{в!п2*х}£1п полнапо рядам из Ь? на множестве [2~п тг, тг]. Пусть /(х) 6 Лт([0, тг]). Положим

, , ч _ Г /(*)> если х е [тг/2, тг] . .1 (/(тг —х), если ®С[0,х/2].
Пусть ан - коэффициенты Фурье /1(х) относительно системы {вш(Ах)}^1. Так как /1(я) четна относительно точки тг/2 и вш(2пх), п > 1 нечетны относительно /1тг/2, то имеем ан = 0 для всех к = 2П, п = 1,2....... Таким образом, рядоо а*1 вш кх сходится к /(х) в метрике Ь? на множестве [тг/2, тг] и при этом 4=1Е а41 < +°°> а2"1 = о, П = 1,2,....
4=1Далее, положим

{
/(х) -/1 (®)> если х е [тг/4,тг/2]/(тг/2 - х) - Л (тг/2 - х), если х Е [0, тг/4] (6)О, если хе[тг/2,тг].Легко видеть, что /з(х) четна на [0, тг/2] относительно точки тг/4, а функции в!п 2*х, к > 2, нечетны. Поэтому, если ац - коэффициенты Фурье функции /а(х), то а*2 = 0 при к = 2”, п > 2.Пусть Ькз = а*! + “42- Из определения 041,042 следует, что Ъц = 0 для всех

к = 2П, п > 2 и 52 б« < +оо. С другой стороны, согласно (5) и (6) имеем 4 /1(х) + Л(х) = /(®), х е [тг/4, тг]. (7)
Из определения коэффициентов 041,042, 642 и (7) следует, что в метрике Дг([О, тг]) имеет место равенство

ООУ2 642 вт кх =4=1 /(х),/1(®) + /2(х), если гб[т/4, тг] если хб[0,т/4]. (8)



О подсистемах тригонометрической системы ... 97Пусть для натурального п > 2 определены функции /((х) е £2([0, х]), 1 < ։ < п-1 такие, что Fn-1(®) = £ /<(։) = /(«), х G [^?, т] , (9)1=1а коэффициенты Фурье а*,՜ этих функций удовлетворяют условиям
< 4-оо, аз« = О, j > i, 1<»<п-1. (10)

кПоложим
f(z) - Fn-i{x),/п(г) = ' “Fn՜1 (г՞֊’ ®)’
о,

еслиеслиесли
—1 12" ’ 2п—1] (И)

Заметим, что функция /п(®) четная на [О, T21 п] относительно т2 п, а функции sin2*x, k > 2”, нечетны. Поэтому, обозначив через акп коэффициенты Фурье функции fn(x), получим]Га?п<4-оо, а2>п = 0> 3>п. 
кПоложим 2 Г*

Ъкп = - 4- /п(г)) 8П1А:гйг, к > 1.* УоИз индукционных предположений (10) и из (12), (13) следует, что п
Ькп = 23®«> = о, 1 > п, 22 61П < +оо.։=1 кИз (9) и (11) следует, чтоГп_1(х)4-/п(®) = /(х), ®е[^’>,г]

(12)
(13)
(14)
(15)

“ [ Л®).
2^Ъкп sinkx = <
*=i I Л»-11

если х Gесли х G (16)и 
в метрике £2([0,х]). Следовательно, ряд в левой части (16) сходится в метрике£2([0,х]) и его сумма совпадает с /(х) на интервале [т2֊п,тг]. Таким образом, для любого п > 1 и для любой /(х) Е £2([0,х]) мы построили ряд (16), который сходится в метрике £2([0, к]) и сумма которого совпадает с /(х) на множестве [2-пх,х].
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Замечание 1. Используя вышеприведенные расуждения, легко проверить, что система {8ш(пх)}“=1 \ {аш(2^х)}^п также полна по рядам из £2 на всех множествах вида
М\[Ц^.£]. (И)

Пусть 0 < а < г/8. Пользуясь (З)выберем натуральное и такое, что
Я-2М+1 < а, (18)

где у = (kv+i - fc„)/2 и [7] означает целую часть числа 7. Положим [7] - 1 = т. Заметим, что
k„+i - (fc„ + m) > 2. (19)

Рассмотрим интервалы
Aj = [(» - 1) 1г2-(*»+от), ix2-(fc֊+m)j , 1 < i < 2*-, (20)

полученные разбиением интервала [0, ir2-m] на 2*р равные части.Пусть f(x) G Ьз([0, х]). Как было установлено выше, существует сходящийся в метрике Ь2([0,%]) ряд
ОО57 it sinfcx, Ьщ-= 0, j > т (21)4=1такой, что

ОО57 ^4 sinkx = /(х), х € [к 2-го, и].4=1Пусть F(x) -сумма ряда (21) в метрике Д2([0, х]), т. е. bt -коэффициенты Фурье функции F(x). Согласно (19) имеем k„+i > т. Поэтому из (21) следует 62*. = 0, 
п > и + 1.Докажем, что существуют действительные числа с,-, 1 < ։ < 2tu такие, что кусочно постоянная функция

Г ci, если х € Ai, 1 < i < 2**(0, если хЕ[л-2-т,т]



О подсистемах тригонометрической системы ... 99удовлетворяет условию2 2 Г- / р(х) 8ш(*х) dx =-----/ ^(х) яп(Лх) dx = -Ьк, 1 < к < 2*-. (23)к у0 т Л ~ ~Для этого достаточно доказать, что следующая система линейных уравнений имеет решение :
С1 / 8ШХ^Х + С2 / 8Ш X б/х + ... + С2*.. / 8Ш X б/х = — — ./△> 2............................................................................................................................................................................ (24)С1 / зш2**'х</х + с2 / sin2k‘'xdx+ ... + с21,п. / 8т2ь,,х<й; = —

•/Д1 -»Да ■'△а*,. 2Покажем, что строки матрицы системы (24)линейно независимы. Пусть Ду, 
1 < j < 2к“ такие, что а** .52 I 8Ш]х dx — 0, 1 < » < 2*"- (25)5=1Пологая х0 = 0, х, = гк2~(к,,+т\ 1 < » < 2км уравнения (25) можно переписать в
виде

а‘*-57 -r-(co8jx։- - cos jxf-i) = 0, l<։<2t>'. (26)5=1 JОбозначим 2*u 2*w
= 52 cos^> C° = 525=1 3 j=i 3Полином T(x) - четный. Следовательно, из (26) следует, что Т(х) принимает значение со в точках ±х,-, 0 < t < 2*и, лежащих на [—т, яг]. Поэтому все числа ctj равны нулю. Таким образом, детерминант системы (24) отличен от нуля и (24) имеет решение. Если с,-, 1 < i < 2к“ -решение системы (24), то функция р(л), определенная (22), удовлетворяет (23). Положим

ак = — у։(х) sin(Ajx)dx, к > 1. (27)я՜ JoЕсли j > kv+i, то в силу (19) имеем j — (kv + m) > 2. Поэтому
J sinVx dx = -2-> (cos (։ir2’-(fcl'+m)) - cos ((» - l)7r2J-(i*'+m))) = 0. (28)
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аг> = - 5? с. / з1п2^х<Й! = 0, ] > £«+1. (29)Я* 1=1

Пологая 2ф(х) = Р{х) + ^(х), с* = — / Ф(х) зш!;х։/х, (30)я՜ Уоиз (21) и (22) получаем
Ф(х) = /(х), (31)

В силу (30) и (23) имеем с* = 0, 1 < к < 2к". С другой стороны, в силу (28)са*. = 0, п > и + 1. Следовательно
с2«. =0, п=1,2,... (32)

Из (18) и (19) следует, что [а,т] С [я-2“т,1г]. Из (30)—(32) вытекает, что рядОО •сь зш Ах, с2ь. = 0, п = 1,2, ...1=1сходится в метрике Е2([0, тг]) и на [а, т] его сумма совпадает с /(х). Легко видеть (см. замечание 1), что в наших рассуждениях вместо интервала (0, а) можно взять любой интервал (а, 6) С (0, к), Ь — а < тг и построить сходящийся в метрике Е2([0, тг]) ряд, сумма которого совпадает с /(х) на [0, к] \ (а, 6). Теорема доказана.
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