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В настоящей работе путем подходящего выбора последовательностей 
векторов Л = (Л1,...,Лт), р = (р1..... рт) определяется линейный метод
суммирования, равномерно суммирующий кубические и сферические 
средние частных сумм рядов Фурье функции / еС(Тт).. Дается оценка 
сверху отклонения этих частных сумм от /(х) в терминах модуля 
непрерывности Аналогичные результаты доказываютая для
пространств Ьч(Тт), 1 < ? < оо.

§1. ВВЕДЕНИЕВведем следующие обозначения :К.՞* - m-мерное вещественное евклидово пространство; х = (xi, ...,xm), t == ~ элементы пространства IRm ; п = (ni,...,nm) £ IRm обозначаетвекторы с целочисленными координатами; Тт = [—х, х)т - т-кратное декартово* . •*> 1 •произведение интервала [—г, х); п-х = щхг+.-.+ПтХт ~ скалярное произведение в Ш.т векторов п и х; N = (Ni,77m) - вектор с натуральными координата­ми ;С(Тт) - класс 2х-периодических по каждой переменной, непрерывных на Тт функций /(х); Lg(Tm) - класс 2х-периодических по каждой переменной, инте­грируемых на Тт в степени q (1 < q < оо) функций /(х); ||/||оо и ||/||д - нормы в пространствах С(Тт) и Lq(Tm) соответственно.Для заданного 5 = 6j > 0, 1 < j < т, обозначим через ы(/;й) имодули непрерывности вС(Тт) и Lq(Tm), соответственно :
w(/;5)= sup |/(xi+ Ai,...,xm + Am)-f(xi,...,xm)|,



Об одном линейном методе суммирования ... 61о/’)(/;$) = sup ||/(xi + /»i,...,a:m + Äm)-/(xi,...lxm) ։. 1$>$тРяд Фурье функции f Е Li(Tm) пишется в виде£>1П1 = £ ... £ Cn։...„mein”‘...ei"’-»’-l (1.1)
п m=—ОО nm=-ooгде

Сй’-Сп‘ "п" - (2^ХтЛг)е ,ПГ<^՜

- коэффициенты Фурье.Для заданного натурального вектора N обозначим через SjrfJ, х) прямоугольные частные суммы ряда (1.1) :
SMx)= £ Сйвйгг= £ ... £ . (1.3)

|n|<|JV| ni=-Wi nm=-NmЗдесь и ниже запись |п| < |JV| и |п| > |ЛГ| означают |nj| < |JVj| и |п;-1 > |7V,-1 для всех 1 < j < т, соответственно.В частности, если N = где N - натуральное число, то кубическиечастные суммы S-^-(f,x') будем обозначать через S/y(/,x).Пусть р = (pi,...,Pm)։ Л = (Ai........hm), где pj - натуральные числа, hj > О,1 < j < пг и
Pi > 2> Pjhj < х, 1 < j < rn. (1.4)

Положим △(р, Ä) = [-P1Ä1.P1Ä1] X ... X [-PmÄm.PmAm] , (1-5)£'einj4՛ с1-6)
л! л 1 \ /4 j J /\ пу= —ОО х J J ' j

л?(г) = Пд&)^)- М
;=iгде У)7 означает отсутствие в сумме члена с п;- = 0.



H. A. T ал ал ян62Известно (см. [1], р. 364), что функция R^\xj) обладает следующими свойства­
ми :

> °- XÎ 6 НъЛ.рЛ]. (1-8)
Rh/4xi) = °> xi е \ [-Pihi<Pjhi]- (1-9)

Следовательно, согласно (1.5) и (1.7) имеем
4Ю(*)>°. геА(₽,л) и я^(х) = о, хеТга\Д(р,Л). (1.10)

Из (1.6) — (1-10) получим
Г R$\xi) dxj = [”lhl R^4Xj) dXj = 1, 1 < j < m, (1.11) 
J—к J-Pjhj

[ R^>\x)dx= [ R^(x)dx=l. (1-12)
JTm h Jb&,h)Обозначив через ан֊ = On։...nm коэффициенты Фурье функции 7?^(x), из (1.6) и 

(1.7) будем иметь
jTn ,=1 \ n,nj /где в правой части (1.13) сомножители с nj = 0 считаются равным 1.Рассмотрим интегральные средние

Ф?)(/,®)=/ f(x-t)R^^dt= [ f(x-ï)I&®£, (1.14)
F^f^=f ^f,x-ï)R^(t)(rt= [ _S^/,x-t)^(ï)Æ (1.15) 

1 JT„ П Jbfoh) ПЗаметим, что вторые равенства в (1.14) и (1.15) следуют из (1.10).В дальнейшем при N = (N, вместо F^L(f,x) будем использовать обозна­
чениеИз (1.13) следует, что ряд Фурье функции R^(t) сходится абсолютно и равно­мерно. Поэтому, в силу (1-14) имеем



Об одном линейном методе суммирования ... 63Правая часть (1.16) является рядом Фурье функции Ф^(/,х), который сходится абсолютно и равномерно, так как р,- > 2.Аналогично имеем

Из (1.10), (1.12), (1.14), (1-15) и теоремы о среднем значении интеграла от непрерывной функции получаем
= №+№), е(х) = (6(®),...,ыг)) 6 Д(Р,Л), (1.18)

^(/> «) = ® + ч(®))> ^(®) = М®)« •••> Чш(®)) е △(₽, Л). (1.19)
В настоящей работе путем подходящего выбора последовательностей векто­ров Л = (Ai,...,Am)> Р = (Р1,— >Рт) мы определяем линейный метод суммирова­ния, равномерно суммирующий кубические и сферические средние частных сумм рядов Фурье функций f GC(Tm).. Мы приводим оценку сверху отклонения этих частных сумм от /(г) в терминах модуля непрерывности ш(/;5). Аналогичные результаты доказываютая также для пространств Lg(Tm), 1 < q < оо.

§2 . ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯПусть М = {1, ...,т}, и пусть В -подмножество М такое, что В / 0 и В М. Элементы множества В в возрастающем порядке обозначим через jv(B), 1 < и < < |В|, где |В| - число элементов В. Через jv{Be) обозначим также в возрастаю­щем порядке, элементы множества Ве = М \ В. Для В С М положим
։(5) — (г;’1(в)> •••> ®л'|в|(-В))> ®(М) — (®1,..., zm) (2.1)

и а(п(В),Л(В),р(В)) = П лев sin(njftj) 
nihi



Н. А. Тал ал ян64 рг /мд(^>(в)Лмд)у,|>(в) J-JA пк(д)л^(д) / (2.2)
В этих обозначениях, для любого В/М имеем

= a(n(B),h(B),p(B)) • a(n(Be),h(Be),p(Be)).

Для В С М и Ьп = &П1...пт, будем обозначать
Е_ Е_ *=

|n(B«)|<W(B«)|n(B)|>N(B)= Е Е 12 - Е
Пл(В«)<^л(В") nj|eo|(B»)<Afj|B<։|(B") ni։(B)>WJl(B) ni|B|CB)<W5|B|(B)

(2.3)

(2.4)
Нетрудно убедиться, что из (1.16) и (1.17) следует

Ф®(/Л)-ф։) = 52_а(п,Л,р)с;ге‘"г+|Hl>w+ Е Е_ Е а(п,Л,р)спеЙГг, (2-5)
ДСМ |n(B-)|<X(jB«)|n(B)|>W(B)где сумма £) распространяется на все непустые подмножества В С М, В / М. 

всмСначала мы докажем две леммы. Обозначим
^(М) = 8иР{Ы : 1»1 >^}> £jv(B)=eup{|cn: |nj|>^-,jGB}. (2.6)

Лемма 1. Для всех f Е L(Tm), N, Л ир, удовлетворяющих условию (1.4), имеет 
место неравенство

1|ф?(/.г) -< 52_|а(п,л,р)1|сп|+ |и|>*+ Е Е Е 1“(".л,р)|ы< (2.7)Дем |„(в°)|<лг(в°) |п(в)|>лг(в)2™։_ П m +1)
< Z £N(M) + у՝ 2|В| £_ JEB-_______Д [лр N^՜1 (Pj - 1)] SCM П ^Г՜1 (Р> - Х)]



Об одном линейном методе суммирования ... 65Доказательство. Первое неравенство в (2.7) немедленно следует из (2.5), по­этому нам нужно проверить только второе неравенство. Из (2.2), (2.3) и (2.6) следует
Е Е |°(п-Л՛ ₽)11^1 ^(в)х 

|п(В«)|<Х(В«)|п(В)|>ЛГ(В)
(2-8)

X Е_ 52- 1<ад,Л(В),р(В))|-|о(п(Ве),Л(В'=),р(В'))|. 

|П(В")|<^В<=)|п(В)|>Х(В) •Очевидно

Поэтому

|а(п(Ве),Л(В'),р(Ве))| = П

УеВ°

|а(п(В),Л(В),р(В))|=ПУ ев
зт(пуАу)"УАУ8Н1(пуЛу) ПуЛу

Р_>

Рл

<1, (2-9)

1 11 ।
“ уЦ I”/ Д \П1ЛВ)К1^В) ■ (210)

52_ 1°(">Л,Р)| < 52_ |а(п(В),Л(В),р(В))| < 
|п(В)|>7У(В) |Н(В)|>ЛГ(В) 1*1 1< у ... у п___ -___"Л(в^։(в, ",1в1(в^1в1(в)-1 (2-11)

Для всех Л > 0, р > 1 и для натурального ТУ имеем
п₽ЛР - ЛР7УР-։(р- 1)' (2-12)Е

Применяя эту оценку поочередно к каждой сумме правой части (2.11), получим
1

А^?-1(ру-1)՜Е_
|п(в)|>;у(в)

|в(п, Л,р)| < 2|в| И Уев (2-13)
Из (2.9) и (2.13) следует

Е Е 1а(п>А>р)Нсй-1 < 
|п(В<’)|<]У(В<։) |Й(В)|>77(В)

2|в| ®Ж(В) П (2^- +1) I П ^^-1(ру -1)уев- \.ев (2-14)
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Аналогично получаем52 |а(п,Л,р)||с„| < 2|м|е/7(М) т • (215)
ри>^ П^Г՜1^֊1)

7 = 1Лемма 1 доказана.
Лемма 2. Если Кир- натуральные числа, удовлетворяющие условию (1.4), то 
для всех /(х) бС(Тт) и /(х) Е Ьч(.Тт) имеют место, соответственно, неравенства

||/(х) - Ф^(/,г)|| =Г^Р, 1Я®) - Ф^(/>®)1 < "(ЛР1Л1....... РтЛт), (2.16)а\^/(г)-Ф<Я(/>г)|^ <
< ш(?)(/;Р1Л1,...>ртЛт). (2.17)

Доказательство. Неравенство (2.16) следует из (1.Е), (1-18) и из определе­ния модуля непрерывности у(/;б). Докажем, что неравенство (2.17) следует из свойств (1.10), (1.12) и (1.14) функции Ф^(/,г). Применяя обобщенное неравен­
ство Минковского получаем||/(х)-Ф^(/,х)||,=

< / /?^)(1)а;(’\/;р1Л1>...,ртЛго)«Я = ш(’>(/;р1Л1,...,ртЛт).7д(₽,л) лЛемма 2 доказана.
§3 . ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМПусть 0 > т, и пусть Т9-^(},х) обозначают функции, полученные,соответственно, из Ф^(/,г) и ^х^(/1®)> когда в них полагается

К=(ев/И1,...,ев/Мт), р = ([1пМ].........рп^]), (3.1)



Об одном линейном методе суммирования ... 67где [а] -целая часть числа а. Условимся считать, что
С(Тт) = Ьж{Тт), ||/||оо = 11/11 = тах|/(г)|, а/”>(/;5) = ы(/:б)

и 1/д — 0 при 9 = оо.
Теорема 1. Пусть /(х) € Ьч(Тт), 1 < 9 < оо, в > т. Тогда для всех П, 
удовлетворяющих условиям 1пМ > 2 и е8 1п Щ/Щ < тг, 1 < ] < т, имеет место

неравенство

е8 1пМ е81п Мт \Мт ) 2те8тп (2х)т^
+ £/У(ЛГ) "т

Пм/^ОпМ-г)

2|В|е«|Я| (2я֊)т/? П (2М + 1)
. V Е— ______________ 3—________

всм П^՜1^^՜2)
(3-2)

Доказательство. Из леммы 2 следует, что для всех 9, 1 < 9 < оо имеет место
№) -гв,„(/.*)Н։ < №) ֊ 0^(/.*)Н, + 11«а,„(/.*) -гв,„(М)||։ <

< шы Г/; + ||<эв1У(/,х) - тв։м х)||։. (3.3)
Для оценки второго слагаемого в правой части (3.3), мы применяем лемму 1 с векторами Лир, определенными в (3.1). Подставляя эти значения Л и р из (3.1) в (2.7), вычисляя || • ||? нормы обеих частей этого неравенства и используя следующие неравенства :

___________________ 1________________________ е8т 
т / 6 \ Р°_________________________________ ~ 171 ’П(тг) мГ^-1([1пМу]֊1) Пм^ОпМ֊2)

1=11П(лг) мГп^1-1([1аМ,]֊1) уев ՝
е«|в|

Уев



Н. А. Талалян68получаем (3.2). Теорема 1 доказана.
Положим

2тевт(21Г)т/։
“(*- д, Г/) = ЕЛГ(М) уут(»֊1) (1пЛГ _ 2)т +2|В|ев|В|(2я.)т/? (2Л +

+ ь £*(В) ДГ1В|(в-1)(1п#-2)1В|
ВС.М

2те»т 2|В1е«|В1(2// + 1)т-|В|
- р/т(е-1) (1п ТУ - 2)т + ТУ^К’-1) (1пТУ — 2)1В1 ’

где 9 >т, Ы -натуральное число, е/^м) = Ср/(М} и е*(В) = е77(В) ПРИ(см. (2.6)).Пологая ТУ = (ТУ,..., ТУ) в формулировке теоремы 1, получаем следующий резуль­тат.
Теорема 2. Пусть 9 > т и N ~ натуральное число такие, что 1п ТУ > 2, ев 1п ТУ/ТУ < к. Тогда для любой функции /(х) £ Ьд(Тт), 1 < д < оо имеет место неравенство

||/(х) - ад/, ®)||, < ^(,) (/; ........+ °(9, д, М), (3.5) 
где Тв>я(/, х) = Тв р,(/, х) при Щ = N,l<j <т.

Теперь рассмотрим сферические частные суммы ряда (1.1)
Я>0.

NR = (NR։...,NR),

(3.6)

а(п,А,ТУл) = ПТ=1 8ш(п,е*/ТУд)\ рп 
тчс9/Мц )

(3.7)
(3-8)

Ав>д(/,х)= а(п, б, ТУд)спе|П®. 1|н11<н (3-9)
Коэффициенты а(п, ТУд), ||п|| < R определяют линейный метод суммированиясферических частных сумм (3.6). Так как т-мерный куб [—ТУд, Ии\т содержится



Об одном линейном методе суммирования ... 69в т-мерном шаре радиуса Я, то в силу (1.16) с N = 7УЛ и (3.8), (3.9), имеем
||(г^я(/,х)-Лв1Л(/,г)||< £ |а(п,₽Лл)||с?г|+

|И1>*я

+ Е Е Е 1*(млЛ)1Ы- (з.ю)
ВСМ |п(Д-=)|<ЛГв(В<=)|п(В)|>2Уя(В)

Теорема 3. Пусть 9 > т и = [Я/^/т] такие, что 1п ЛГЛ > 2, - < ж.
К/ у/тп

Тогда для любой функции /(г) 6 £,(Тт), 1 < д < оо имеет место неравенство||/(х)֊Л91Д(У,?)||։<< ш(?) (/; е8 1п И/\/гп е8 ЫЯ/у'тп 
И/у/т— 1 ’ ’ П/у/тп— 1 4-а(0,д,ЛГл). (3-11)

Доказательство. Из (3.7) и леммы 2 следует
е8 1п R/у/гп е8 1п R/у/т\
R/^/тn — 1 1 ՛"’ R|y/rn — 1 / (3.12)

С другой стороны, повторяя доказательство теоремы 2 с N = Ыд и учитывая (3.10), получаем
||А9>л(/, х) - СЗе^х)^ < а(0, д, /Уд). (3.13)

Из (3.12) и (3.13) следует (3.11). Теорема 3 доказана.
Используя подходящие замены переменных Xj в формуле коэффициентов Фурье, легко проверить, что для любого непустого подмножества В С М, В ф М и для любого натурального числа Ы имеет место неравенство

Зд(»> ... £)•(։«)-"'՛•

В условиях теорем 2 и 3 справедливы, соответствено, следующие оценки :
е91п/У к е91п(ЯД/т) тг
~ГГ~ > Й’ Я/7^-1 > Мд'

Поэтому из теорем 2 и 3 вытекают
(3-14)
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Следствие 1. Пусть 0 > и», и пусть У -натуральное число такие, что 1п N > 2, 
ев 1п < ■к. Тогда для всех /(я) € 1<։(Тт), 1 < 9 < °° имеет место неравенство

( 1 „Л (<л (е e*lnN е*1пУ
||/(я) - T9։N(f,x)\\, < J __...... ___

Следствие 2. Пусть 0 > т, и пусть ЛАЛ = [Л/у/т} такие, что 1п./Ул > 2, 
ев 1п И/у/гп < * Тогда для всех /(я) 6 Л,(Тт), 1 < д < оо имеет место 

Л/у/гпнеравенство||/(я)-Ав1Л(/,я)||,<
г(,Ай1й [R/ Л и?) Л. е’1пЯМй ев1пЯ/\/гп\
< (։ + ։«’. (ЯЛ/ЯЧ); яд^.!... д/7й_։ ) ■

Из (3.4) следует, что величины /3(0, У) и /3(0, [ЯД/т]) не зависят от функции/(я) и для всех 0 > тп стремятся к нулю, при /V —♦ оо или Я —»оо. При этом чем больше 0 тем быстрее они сходятся к нулю.
ABSTRACT. In the present paper by means of an appropriate choice 
of sequences of vectors h = (Aj,...,hm), p = (pi,...,pm) we define a linear 
summation method which sums the cubic and spherical means of partial 
sums of the Fourier series of f G C(Tm) uniformly. We give an estimate 
from above for the deviation of these partial sums from /(z) in terms of 
the modulus of continuity u(f;6). We also prove similar results for the 
spaces Ls(Tm), 1 < q < co.
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