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В работе рассматриваются аддитивные функции двоичных кубов. До­казано, что если функция распределения мажоранты двоичных про­изводных отношений удовлетворяет некоторому необходимому усло­вию и почти всюду существует двоичная производная, то аддитивную функцию можно восстановить по ее производной. Указан процесс вос­становления. Полученные результаты применены к рядам Хаара.

Сегменты вида [тп2՜*, (т + 1) 2՜*], т £ 25 назовем двоичными ранга к и их совокупность обозначим через к £ 25. Через П4 обозначим совокупность -мерных кубов ранга к, т. е.
пл (л * Г”»1 ”*1 + 11 Гта тп^ + Х] 11 х ... х [^, —р т1,...,тл £ .

Пусть П4 = функция определенная на П4, называется аддитивнойфункцией двоичных кубов, если для любых 1,1г........1п £ П4, удовлетворяющих
I = и.”=1 Л и Л П 7^ = 0 при ։ / 3, где I -внутренность I, имеет местоФ(/) = £ф(4 ։=1Для точек х = (®1,...։Е<1) € Ш-4 с двоично-иррациональными координатами г,-, определим производную Ф'(г) и мажоранту Ф*(г) производной следующимобразом : Ф'(г) г $(Л)= Пт

гбЛЕП* д(7*)
Ф*(х)= аир 1^1. гб/ЕП* НУ1)Здесь и ниже д - мера Лебега.



8 Г. Г. ГеворкянТеорема 1. Пусть Ф - аддитивная функция двоичных кубов и /0 Е Если
Нт шГ А • р{х Е 1п: Ф*(х) > А} = О А—>+оо (1)

и Ф'(х) = 0 почти всюду (п. в.) на 10, то Ф(/) = 0 для всех I 6 Я* и I С 1о-

Теорема 2. Пусть Ф - аддитивная функция двоичных кубов и 1о € П“*. Если 
выполняется условие (1) и п.в. на 10, Ф'(я) = /(®) 6 (1о), то для всех I Е Яа,

I с /о имеет место Ф(Т) = [ Кх)(1х. Л (2)
Теорема 2 следует из теоремы 1, так как из Ф1(7) = /(х)<1х, I Е ЯЛ, I С 10следует, что (см. [1], стр. 38 - 41)

^Кт^ А • р{х Е /о: Ф1(«)>А} = 0. (3)
Поэтому по теореме Лебега о дифференцировании интегралов в Ш՛1 Ф'х(г) = /(х) п. в.. Следовательно аддитивная функция двоичных кубов Ф1(А) - Ф(Д) = 0 и имеет место (2).Теорема 1 является частным случаем более общей теоремы 3.
Теорема 3. Пусть Ф - аддитивная функция двоичных кубов и 1о С П*. Если 
для некоторой последовательности Ат | +оо

Пт Ат • р{х Е 1о: Ф’(х) > Ат} = ОТП—»00
и п. в. существует Ф'(х), то для всех I 6 и I С 1о 

Ф(1) = Пт / [Ф'(х)]А (1Х, (4)
где У’(г).О, если |9?(х)| < А если |^(х)| > А.



О единственности аддитивных функции ... 9Напомним, что функция д(х) называется А-интегрируемой на множестве С, если
д{хеС7: |<7(х)|>А} = о(А֊1)

и существует предел
Нт / [$(х)]Л (1х = (А) / д(х) <1х. 

л—оо

Из теоремы 3 немедленно вытекает следующее утверждение.
Теорема 4. Пусть Ф -аддитивная функция двоичных кубов и Е О'*. Если

Нт А-д{гЕ/о: Ф*(х)>А} = 0 
А—>+оо

и Ф'(х) = /(х) п. в. на 1о, то для всех I Е и I С 1о имеет место

Ф(1) = (А) [ /(х)ах. (5)
■1։

Доказательство Теоремы 3. Очевидно, что достаточно доказать теорему в случае I = 10. Разделим куб 1о на 2кЛ равных двоичных кубов △,-*),» = 1,2,2кЛ и положим
ф(д(*И »(*)М®) = когда хЕД . (6)

Тогда п. в. существует предел
Нт Ф*(х) = Ф'(х) = /(х) (7)

л—»ОО

И Нт Ага ■ д{х Е 10: вир |Фк(х)| > Ат} = 0. 
т—оо кПусть е - произвольное положительное число и £ < 2~Л ■ д(1о). Тогда для достаточно больших тп

Ат • р(-Ет) < £, где £т = {хЕ/0: Ф‘(х) > Ат} (8)



10 Г. Г. Геворкяни при фиксированном т для достаточно больших к £ 
ц{хе!0- |Ф*(։)-Ф'(®)1>е} < т—• 

лт
(9)

Пусть к пт фиксированы и выполняются (8) и (9). Построим последователь­ность функций Фр(г), 1 < Р < к следующим образом. Положим Ф1(г) = Ф1(х). Функция Ф1(г) на кубах объема 2~л ■ д(/о) принимает постоянные значения по модулю не больше чем Хт. Пусть Д - один из кубов постоянства функции Ф1(х). Разделим Д на 2а равных кубов Д1,..., Д2<. Если на всех Д,-, » = 1,2* модуль функции Ф2(х) не превосходит Ат, то на Д положим Ф2(х) = Ф2(х) и кубы Д,- назовем кубами первого класса для Ф2(х). В противном случае Ф2(х) = Ф1(х) на Д и куб Д назовем кубом второго класса для Ф2(х). Пусть построена функция Фр(х). Построим функцию Фр+х(х) следующим образом. Кубы второго класса функции Фр(х) остаются кубами второго класса для функции Фр+1(х) и на них положим Фр+1(х) = Фр(я). Если Д -куб первого класса для Фр(х), то разделим Д на 2Л равных кубов Д1,..., Д2*. Если на всех Д,-, » = 1,.... 2Л модуль функции Фр+1(х) не превосходит Ат, то положим Фр+։(х) = Фр+1(х) на Д и кубы Д< на­зовем кубами первого класса для Фр+1(х). В противном случае куб Д назовем кубом второго класса для Фр+1(х) и на Д положим Фр+1(х) = Фр(х). Итак, функ­ция Фд(х) принимает постоянные значения на двоичных кубах Д1,..., Д? (вообще говоря, разных рангов) и
Ф։(х) = Ф(Д.) когда х 6 Д։-. (Ю)

Очевидно, что
|ф*(®)| < Ат (11)

Положим
Г1 = {»: Д, ֊ куб первого класса) и Г2 = {»: Д< - куб второго класса).



О единственности аддитивных функций ... 11Заметим, что если А,- -куб второго класса, то по меньшей мере на 2-а порцииА,- имеем Ф* (х) > Ат. Поэтому
Ет С □ А,- и р ( □ А,-] < 2“ ц(Ет). (12)

>ЕГз мбГа /Положим
Га = {»еГх: |ФА(х) - Ф'(х)| < е, когда х е А,}, Г4 = Г1\Г3. (13)

Поскольку Фк(х) = Фь(х) на и,-еГ։ △»> то из (8) следует, что
лбГ<

1тЯсно, что (см. (8) и (10))

.=1 (14)М(А.)
е.

Далее, учитывая, что △« С То \ Ет (см. (12)), получаем (см. также (13),(11), (8) и (14))

< £р(Т0) + 2АтМ < ЕД(То) + 2Ат
(15)

Из (9), (14) и (15) следуетФ(То)֊ / [Ф'(о:)]Ате 7/о dx <Е(р(То) + 3 + 2<'+1).
Теорема 3 доказана.



12 Г. Г. ГеворкянЗамечание 1. Любую аддитивную функцию двоичных кубов Ф можно аддитив­но продолжить на семейство двоичных параллелепипедов следующим образом.Для_ Гп31ТП1 + 11 [mj ny +1 11 d • •
1 — 2*7>~2*7 х...х и I — Ip е П , /рГ1/р< — 0, р ф р,

J рположим Ф(7) = У2Ф(/р)- Очевидно, что в теоремах 3 и 4 соотношения (4) и (5) рбудут выполняться для любого двоичного параллелепипеда.
Замечание 2. Легко видеть, что последовательность функций Фь(г), определя­емая (6), является регулярным мартингалом. Поэтому из условия supt |Фь(®)| < < +оо п. в. следует существование lim Ф*(г) (см. [2] или [3], стр. 242). Следо- к—*оовательно, существование производной в теоремах 1 - 4 (а в теоремах 5 - 8 п. в. сходимость ряда) не является дополнительным условием.Пусть {Xn(։)}^=i -ортонормированная система Хаара. Тогда любой ряд по кратной системе Хаара

52 ОпХп(*)= 52 ani-..n*Xn1(®l)...Xng(Xd) (16)
n6N* ’=1.*порождает аддитивную функцию двоичных кубов по формуле

Ф(А) = lim N—*оо если △ £ nd, (17)
где запись п < N означает, что max {п.} ~ !<«<<» < N. Предел в правой части (17)существует для всех △ € П*, так как для достаточно больших N = 1У(Д)

/ anXn(s) dx — 0, когда max {n,} > N.

Для всех х с двоично-иррациональными координатами из (17) следует
$'(z)= lim 52 а^^х)> и $‘(®) = sup 52 «nXn(®) • 

14—»ОО лг * *
n<N N n<NИспользуя это и применяя теорему 3, получаем следующую теорему.

(18)



О единственности аддитивных функций ... 13Теорема 5. Пусть кубические суммы кратного ряда Хаара (16) п. в. сходятся 
к /(х) и для некоторой последовательности Хт Т +оо выполняется

Jim Хтр{х е [0, l]d: Ф*(х) > Am} = 0. m—*оо
Тогда для всех n= (r»i,тм)

[/(®)Хп(г)]Ат 
т-°° 7(0,1]*

dx,
где AJJ, — Ат • ||х?г||оо-
Доказательство. Фиксируем некоторое n Е Nd. Функция Xn(z) принимает значения ±||хп||оо на двоичных параллелепипедах Д1, ...,Д2^, авне U,-=1 равна нулю. Для двоичного куба I С Д,, положим

Ф,(7)= lim / Xn(x) в1хг(х) dx, /V—»ОО /г _—*
k<N

» = l,...,2d. (19)
Ясно, что функция Ф,(х) является аддитивной функцией двоичных кубов

Ф<(х)= lim 52 акХ&)Хг&) = f(x)xn(x) п. в. и (20) 
/V—*оо

k<Nlim Хтр{х Е Д;: Ф‘(х) > ||х5г||оо • Ат) = 0. (21)
ТП—*ооВ силу теоремы 3 и замечания 1, из (20) и (21) следует

Ф,•(△<)= lim [ [/(х)хй(х)]а1г dx, i = 12d. (22)m-,0° "Складывая соотношения (24) и учитывая аддитивность интеграла, получаем (см.также (19))

Теорема 5 доказана.Из теоремы 5 немедленно следуют теоремы 6 и 7.



14 Г. Г. ГеворкянТеорема 6. Если кубические суммы ряда 52 ОпхН1) п- в сходятся к /(х) я
Нт Ад <

А—»оо
вир /V 52 аи-Хй-Сх) (23)хе [0,1]“:

то все функции /(х) Хп», п € И“ А-интегрируемы и

ап- = (А) [ /(х) Хп(х) Лх, п Е Ы“.Лод)"
Теорема 7. Если кубические суммы ряда 52 апХ?г{г) п. в. сходятся к инте- 
грируемой по Лебегу функции /(х) и

ПтшГА • р{х € [0,1]“: Ф*(х) > А} = 0, 
А—♦+оо

(24)
то ряд $2 ОпХп(®) является рядом Фурье-Хаара функции /(х),. т. е. не и*

°п /(х)хн(х)<1х, пЕИ“. (25)
Ясно, что условие (23) сильнее, чем (24). Но тем не менее теорема 7 не следует

ООиз теоремы 6. Можно построить ряд 52 апХп(։), который удовлетворяет (23) и п=1п. в. сходится к некоторой функции /(х), но не выполняется (25). (Предельная функция может оказаться не интегрируемой по Лебегу, см. [4].) Сопоставляя соотношения (3), (17), (18) с теоремой 7, получаем следующий результат.
Теорема 8. Ряд 52 °пХп(г) будет рядом Фурье некоторой интегрируемой по 
Лебегу функции /(х) тогда и только тогда, когда выполняется (24) и

1нп V ОпХ^х) = /(х) п. в. на [0,1]“. /¥—♦00
Теперь рассмотрим ряды Хаара одной переменной.ООЛемма. Для рядов Хаара 52 “пХп(®) следующие условия эквивалентны : п=1

1нп
А-»+оо

А ■ р X Е [0,1]: аир ы52<»пХп(®) п=1 И (26)



О единственности аддитивных функций ... 15

I1/։Пт А • д х Е [0,1]: = 0. (27)
Доказательство. Пусть выполняется (27). Ясно, что множество

Г оо 1/2 (28)
является объединением двоичных сегментов и (см. [5], стр. 104 - 105) 

-11/252 «пХп(®) < Л.
_{п}£Вдгде {п} -носитель функции Хп(®)- Очевидно, что лг >

(29)
՛ х Е [0,1]: (30)С х Е [0,1]: вир л

{•)еядИзвестно, что система Хаара является системой типа (2.2) (см. [5], стр. 83).Следовательно
д х Е [0,1]: вир Е 

«:з1

апХп(*) 252 °пХп(г) <1х < 
»=1

{»}СВд

(31)

Ял = < Х6[О,1]:

где с -абсолютная постоянная. Положим
^=Ье[0,1]: А Г“ 11/2 А2* < 52апХп(*) < 2*тт ’л=1 -I * = 1,2,... (32)

Из (29) и (32) имеем[ 52 в^Хп(«)<*«= / 52 °пХп(*И* + 52 / 12 °пХп(։)^< ֊7° {п}(2Вх 4=1 {п}£Ех< А2д(£а) + £ / £ °пХп(®) Лх < 4=1 ',Е1 п=1
<>’Иа) + Е^5Я(^)-4=1 (33)



16 Г. Г. ГеворкянИз (30), (31) и (33) следует
вир 12апХп(г) п=1

< Ар(Ед) + сАд(Еа) + 4с^2 
4=1 2

(34)

Очевидно, что при фиксированном к, [А 2 * р(£^)] = 0 (ср. с (27) и (32)). Поэтому (26) следует из (34), (27) и (28).Теперь пусть выполняется (26). Положим
вдв{«е[о,1]: (35)

Множество Вх можно представить в виде ВА = 1т> где 1т - двоичныйсегмент ранга кт, 1т П 1т, = 0 при т т!. Если - двоичный сегментранга кт - 1, содержащий 1т, то
Гт^Вх. (36)

Для множества
(37)ГЛимеем д(ВА) < 2д(ВА) и

52опХп(։)= £2 впХп(х), когда х $ В'х. (38)
п=1 , •=>

Из (35) — (38) получаем
вир 12 апХп(х) 

п=1{•)ев;
когда х $ В*х (39)

вир Л 12 апХп(г) 
{-Ив;

для всех х. (40)

А х е [0,1]: > А <

< А

л



О единственности аддитивных функции ... 17Очевидно, что
(41)

и

р х:

Обозначая
Вх,к = х е [0,1]: А

<8иР

из (39) — (42) получаем ОО

1 1/213 а„Хп(.х)
.{п}Щ

< Л [ °пХп(®)<*®- л Уо (42)

12апХп(г) 

п=1
* = 1,2.......

з1/2А ■ д х Е [0,1]:
1 у Л Г \ а<4Ад(Ва) + т12 / аир ^а^х) 6х < (43)

п=1

4=1Так как для каждого к, 1пп [А 2~к д(Ва,*)] = 0, из (43) получим (27). Лемма 
А—*+оодоказана.

Теорема 9. Пусть выполнено условие (26). Тогда для любой ограниченнойОО
последовательности {еп}, п = 1,2,... ряд £ ^пОпХп(х) является рядом Фурье- 

п=1

Хаара в смысле А-интегрирования.

Доказательство. В силу леммы из (26) следует (27). Поэтому для любой ограниченной последовательности {еп} имеем
1пп А ■ д х е [0,1]:

4; л

1/2 (44)



18 Г. Г. ГеворкянОпять применяя лемму, из (44) получаем 
( Ы 1ип А-д ։6[ОД]: аир V еп ап хп(х) А- + оо [ П=1Остается применить теорему 6. Теорема 9 доказана.Условию (26) удовлетворяют ряды Фурье-Хаара всех интегрируемых по Лебегуфункций. Поэтому, полагая еп = 0 или 1, получаем седствие теоремы 9.ООСледствие (Л. А. Балашов [6]) Пусть апХп(х) является рядом Фурье- 

П=1Хаара некоторой интегрируемой по Лебегу функции /(х). Тогда всякий ряд 
0°52 епОпХп(®)> где еп = 0 или 1, сходится п. в. к некоторой Л֊интегрируемой 

п=1функции д(х) и является ее рядом Фурье в смысле /-интегрирования.
В связи с полученными результатами возникает следующий вопрос : Пустьфункция /(х) /-интегрируема на любом двоичном сегменте [п>2՜4, (т+ 1) 2՜*]и ^2 Пт> Хп(х) - ее ряд Фурье-Хаара в смысле /-интегрирования, т. е. п=1~

Оп = (А) / Дх) Хп(х) Лх, 7» = 1,2,...
* ООБудет ли в этом случае ряд 52 «п Хп(®) удовлетворять условию (26) ? Ниже мы п=1покажем, что ответ отрицательный.Пусть функция <р(х) определена на [—1,1] и монотонно убывающая на [0,1]. Крометого

1-1
/ <р(х) (1х = +оо, Пт А • д{х £ [0,1]: <р(х) > А} = 0, и у>(-х) = -Дх). УО Л-»оо

(45)Очевидно, что у>(х) /-интегрируема на [—1,1] и существуют неотрицательныечисла Х1 > ... > Хк > хь+1 > ... с условиями (см. (45))
Хк < 2՜4՜2 и к< [ р(х) Лх < к +1. (46)

•/։*+!Пусть Д(х) = <р(х)хв1,(х), где Хс4(х) -характеристическая функция множества
Ок = [-®4,-®ц-1]и[хц.11х*]. Положим £к = 2-* + 2՜*-1 И Дх) = 52 Л(х֊6)- 

4=1



О единственности аддитивных фу наций ... 19Нетрудно видеть, что /(г) и <р(х) равноизмеримы и /(г) А- интегрируема на любом сегменте [а, 6] С [0,1]. Более того, /(г) интегрируема по Лебегу на [е, 1], 
е > 0. ООПусть 52 ап Хп(я) - ряд Фурье-Хаара функции /(х) в смысле А-интегрирования п=1и X Е [2՜* 4- 2~*+1]. Тогда (см. (49))

аир /(х)Фе > £2Ь+1. (47)
Учитывая, что д([2՜* + 2՜*՜*՜1]) = 2՜*՜1, из (47) получаем

д х £ [0,1]:НггйпГА • 
А—»4-00

аир
п=1

> А > 0.
ООСледовательно, для ряда У) а„ Хп(х) не выполнено (26). 

п=1Напомним (см. [7], [8]), что функция /(ж) называется ДА-интегрируемой (рав­номерно А-интегрируемой) на [0,1], если последовательность
Гп(х) = / [7(*)]ПЛ, п=1,2,... (48)7осходится равномерно.Оказывается, что даже {7А-интегрируемость функции /(х) не обеспечивает выполнение (26). Для того, чтобы убедиться в этом, достаточно в предыдущем примере функции /*(г), к = 1,2,... из отрезка [—14,14] продолжить с периодом ОО2х4 и положить Ф4(®) = /к(к3х)хО1.(х) и /(х) = 52 Ф4(® - &)• 

к=1Покажем, что из условия (26) не следует иА-интегрируемость предельной функ- ООции ряда У) апХп(х).
п=1Нетрудно убедиться, что если Е* | 0 и 2* < п* < 2*+1, то

п»,+։Пусть числа £4 и т, выбраны так, чтобы £1 > ... > £4 > ... > 0 и 52 £4 > ».
։-1Положим х,- = +2“’/3, где & = 52 2~; > и выберем П4 так, чтобы х, 6 {714} для 1=1
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к е [пч +1. пч+1]-Ясно- что

(49)
Пусть /(®) - поточечный предел ряда 52 £* 2^аХп*(®)- Тогда /(г) ограничена на любом отрезке [0,1 - е], Е > 0 и, как видно из (49)

Jim / [№)]n«fc>-.
>-ОО J{. 6 (50)

Из (48) следует, что функции (47) не являются равномерно ограниченными.Следовательно, функции Fn(x) не могут равномерно сходиться. Значит функция /(г) не является UА-интегрируемой. В заключение отметим, что вопросы, близкие к рассмотренным здесь, были исследованы в работах [9-16].
ABSTRACT. The paper studies additive functions of dyadic cubes. It is proved, if the distribution function of majorant of dyadic derivative ratio satisfies to some necessary condition and almost everywhere there exists dyadic derivative, then the additive function may be restored by its derivative. The process of restoration is indicated. The receiving results to Haar series are applied.
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