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В статье исследуются вопросы единственности целых функций, име­
ющих лакунарные степенные ряды и ограниченных на угле Жордана 
переменного раствора. Найдены новые достаточные условия на лаку­
ны, сводящие любую ограниченную на угле Жордана функцию к по­
стоянной.

§0. ВВЕДЕНИЕПусть С} - подпоследовательность натуральных чисел, Е(С}) - множество всех целых функций, имеющих лакунарные степенные ряды
ОО/(*) = £ А*”» /п=0, при в£«□{()}. (1)

п=0Рассмотрим простой угол Жордана из конечной комплексной плоскости С :
△ = {։: |аг8«|<»(И)}.

Функция в является положительной, непрерывной и невозрастающей на полуоси [0,+оо) и 0(а) —♦ 0 при и —» +оо. В этой статье мы изучаем такие условия на подпоследовательность и угол Жордана △, при которых произвольная ограниченная на △ функция из Е(<2) является постоянной. Такого типа вопросы единственности целых функций берут начало от известных работ Г. Полна [1] и А. Макинтайра [2]. Помимо самостоятельного интереса эти вопросы имеют
Исследование, описанное в этой публикации, оказалось возможным 
благодаря поддержке второго автора Грантом № МУКООО из Меж­
дународного Научного Фонда.



О единственности целых функций ... 59интересные связи с вопросами аппроксимации лакунарными полиномами. В настоящей работе получены новые результаты о единственности, обобщающие и усиливающие имевшиеся ранее в [3].Статья состоит из двух частей : в §1 приведены вспомогательные утвержде­ния, а в §2 - основные результаты.
§1. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯВведем сперва некоторые обозначения. Для множества е С С обозначим через ё замыкание е в С. Положим П = {я : Йе я > 0} и обозначим через Я(П) множество всех голоморфных на П функций. Для а 6 С и г > 0

Дг(а) = {я: |я-а|<т}, Бг = Дг(0).
Пусть / - медленно изменяющаяся функция на полуоси [0, оо), т.е. I положительна и непрерывна на [0, оо), дифференцируема на (0, оо) и/'«) — 0, при * -> +оо. (2)
Тогда функция является уточненным порядком при порядке один в смысле Валирона. Из Леммы 9 главы 1 работы [4] следует, что функция

^(г, О') = Йе я — <Й — я2 я я = ге‘®Л ,
равномерно по 6, |01 < тг/2, удовлетворяет условию

0)Пт ----- л---- - ■-- 5»-*+оо г/(г)(соз 0 + 0 зш 0)
= 1. (3)

Предположим дополнительно, что / ограничена и удовлетворяет условию
при г (4)

Рассмотрим функцию
д(я) - ехр -я2 Л , я 6 П. (5)

Очевидно, что д Е Я(П) и не имеет нулей. Из (3) следует, что равномерно по 0, |0| < х/2, Нт кц|д(гей,)|-|-гГ(г) соз0 _ х —+оо г/(г)(сО8 0 + 63Ш0) (6)
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Ап+1 - Ап > 6 > 0 для некоторого 8 > 0, п = 1,2,... (7)

Положим
ад=Пттл;ехрЫ՛ ’еп- (8) 

п=1Из условия (7) (см. [5], стр. 159) следует, что Л е Я(П), имеет нули только на последовательности {Ап}” и удовлетворяет оценкам
1о81Л(я)| < (2Я(|г|) + С1) Ее х, при ։ £ П, (9)

ОО1ой|Л(я)| > (2Я(|я|) + С2) Ее г, при я е П \ и О4/3(п), (10)
п=1где Я(г) = 52 А՜1 и постоянные О], С2 зависят только от 8.

Л.<г

Лемма 1. Пусть {Ап}“ - последовательность положительных чисел, удовле­

творяющая (7). Для того чтобы существовала нетривиальная функция из Я(П) 
нулевого экспоненциального типам имеющая нули на последовательности {Ап}”, 
необходимо и достаточно выполнение условия

Пт Щ = о. (П)
г—+00 1О£Г

Доказательство. Необходимость. Пусть существует функция <р с требуемыми свойствами. По формуле Т. Карлемана для полукруга П А £>г имеемХ֊՝ ( 1 А„\ 1 Г 1ог|р(й)р(-й)|£,(а7 - 5 2? ------- П?------- + *
1 гг/24----- / к^|^(ге'в)|со8 0 <10 + 0(1), приг—►+оо. (12)

ят У-т/ЗПоскольку <р нулевого экспоненциального типа на П, то легко видеть, что интегралы в правой части (12) являются величинами порядка о(^г) при г —♦—» +оо. Из (7) следует, что левая часть (12) не меньше величины Я(г) + 0(1) при г —» +оо. Следовательно, из (12) вытекает (11).Достаточность. Для построения требуемой функции <р рассмотрим два воз­можных случая. Если функция Я ограничена, достаточно положить
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tp(z') = h(z)g(z) exp(-Cz), z G П, (13)
где К - функция (8), д - функция, соответствующая по (5) подлежащей выбору функции I, С > 0 - достаточно большое число, зависящее только от 6. С целью выбора функции I положим/х Г » при I > 40 = тах(А1,е),

Е\ / } — °I® > при<б[0,*о)и пусть £1(г) = 8ир{е(4) : I > г} при г 6 (0,оо). Ясно, что Е1(г) положительна, не возрастает и £1 (г) > е(г) на [0, оо). Кроме того, из (11) следует, что Е1 ограничена сверху и Е1 (г) —» 0 при г —» +оо. Рассмотрим функцию/Т. > при г > е,е*(г) = )^/« ‘ -Л • при г € [0, е).Она положительна, непрерывна и не возрастает на [0,оо). Из невозрастания Е1 имеем £1(г) < £*(г) < £1(г/е)> при г > е. (14)
Положим теперь 1(г) = у— [ —т՜^ Л \ ■ при г > еlogrJi t log2 ги продолжим / на [0, е) с сохранением положительности, убывания и дифференци­руемости. Определенная функция I, очевидно, положительна и дифференцируемана [0, оо) с отрицательной производной. Из невозрастания е* имеем

/ —-р- dt > £*(г) log г, при г > 1.JJ *Откуда легко следует, что / удовлетворяет условию (2) := _ 1 + 2e*(r)logar — 1/(г) log г 2 iog։ г e-^fldt + log г при г —» +оо.
Далее, из невозрастания e*,ei, из (14) и £i(r) > е(г), получим

1(г) > 2£*(г) > 2£1(г)> при г > е
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Г(г)= [ / Л + 2Е1(г)(к^г֊1) >
Л 4 Л ‘ 71 1> 2£(г)Нг + О(1) = 2ТУ(г) + О(1), при г -» +оо. (15)Итак, I удовлетворяет условию (4). Отметим, что функция г/(г) возрастает к бесконечности на (е2,оо). Применяя правило Лопиталя и учитывая (14) найдем

Нт /(г) = 2 Нт е*(г) = 0. Г—♦+<» г—*+ооТаким образом, выбор функции I осуществлен вполне корректно и следовательно, из (6), (9) и (15) вытекает, что формула (13) задает требуемую функцию. Лемма 1 доказала.В следующей лемме оцениваются коэффициенты степенного ряда произволь­ной функции из £'(<Э), если - достаточно редкая последовательность.Лемма 2. Пусть △ = {г : |а^я| < в(|я|)} - простой угол Жордана с

положительной, непрерывной и невозрастающей на [0, +оо) функцией в такой, 
что 0(и) —» 0 при и —♦ +оо, С) - подпоследовательность натуральных чисел, 
удовлетворяющая условию (11). Тогда для произвольной функции / Е Е(&) 
имеют место оценки : для любого г > 0 и каждых в > 1, д > 1

1Л.1Г?П < С,птМ(/-,зг)У(г-,в,д), при п = 1,2,..., (16)
где {*оо > ч1, / ехр[и(тгд/(и) - 0(вг))] 1 “ I, 7о I +и° )

М(/; г) = тах {|/(к)| : я € △ П 57},
/ - функция, соответствующая С} по Лемме 1, если функция М неограничена, и

1 = 0, если М ограничена, С > 0 - постоянная, не зависящая от г и п.Доказательство. Зафиксируем натуральное число п и определим
фп(*) = (1 )4 М*)й(*) ехр(-С1я) 6 Я(П), я 6 П,

где д соответствует по формуле (5) функции I, кп соответствует по формуле (8)последовательности ф\{дп} и С1 > 0 - постоянная, не зависящая от г и п. Из (9), 



О единственности целых функций ... 63(10) и рассуждений, использованных в доказательстве достаточной части Леммы 1, легко следует, что Фп является нулевого экспоненциального типа на Л, имеет нули только на последовательности Q U {0} \ {?п} и для каждого q > 1
|Фп(«)| < у^|4-ехр[д| Im г| |arg«|/(|3|)], при z е П, (17)

1ф"М1 - (] J2|z|j4 ехР(-С2 R* *). при z & П \ (J Р1/3(Ь), (18)
где Ся > 0 - постоянная, не зависящая от я и п. Поскольку Фп нулевого экспоненциального типа на П, то по классической теореме Е. Линделефа (см. [6], стр. 216 или [7], стр. 340) степенной ряд

^=£фя(*)А |я|<1, (19)
4=0определяет функцию дп, голоморфную в С \ [1,оо). Рассмотрим адамаровскую композицию ([6], стр. 37) функций f и дп :

ОО

*(*;/, $п) = 1>Фп(*)Л *ес.

4=0С одной стороны, для произвольного г > 0
h(r,f,gn)=f,.W'. (20)

С другой стороны
f(t)9n(r/t^, (21)

Z7TI Jy zгде 7 - произвольная окружность с центром в нуле и радиусом больше г, Ind7(0) = 1. Для подходящей деформации контура 7 возьмем з > 1 и рассмотрим контур Г = Fi U Г2 U Гз, Indr(0) = 1, где
Г1 = {t: |t| = sr, | argt| < 0(sr)},

Г2 = {t: ֊ < |t| < sr, | argt| = 0(sr)} ,
Гз = {t : |t| = ֊, 0(sr) < | argt| < ir]֊, а e (0,1).



64 Э. В. Габриелян, В. А. МартиросянПоскольку f- целая функция и gn(r/t) голоморфна при I еС\[0,г], то контур у в формуле (21) можем заменить на Г. При таком выборе контура интегрирования из (20), (21) для произвольного г > 0 имеем
IÄ« I l$n(«n)|r։“ < С3гЛГ(/; sr) max{|ffn(r/t)|: t G Г}, (22)

где Сз > 0 - постоянная, не зависящая от г и п.Для оценки функции дп нам понадобится формула Л ин делефа (см. [6], стр. 216) :
= dT' (ВД

где log w = log |w| + i Arg w, Argw - однозначная ветвь аргумента с 0 < Arg w < < 2%. Совершая в (23) замену переменной т = tu и учитывая неравенство
|ехр(—2яи) - 1| > С^՜1 exp(tr(|u| — и)), иЕ (—оо,оо),

где С4 > 0 - абсолютная постоянная, получим : при |ir— Arg w| < тг
lffn(w)| < С4 f |Фп(«и)1 exP[lul(I* - Arg w| - к)] du = 

00

/■оо

= C4 (|Фп(ш)| + l$n(-»u)|)exp[u(|ir - Arg w| — %)] du. (24) 
JoПерейдем к оценке |ffn(r/i)| при t G Г. Предположим сперва, что t G Г2 иГз- Для 

w = r/t выберем Arg w = — argi при argt < 0 и Arg w = тг - argt при argt > 0. Тогда из (24) найдем
Iffn(r/t)| < С4 / (|ФП(tu)| + |ФП(—tu)|) exp[-u0(sr)] du, t G Г2 U Г3. (25)

JoДля t G Г1 имеем |w| = |r/t| < s՜1, так что из (19) и (17) найдем
lffn(r/t)| < С5> при t G Г1, (26)

где С5 > 0 ֊ постоянная, не зависящая отг,4 и п. Из (18), (22), (25) и (26) очевидно следует (16). Лемма 2 доказана.



О единственности целых функций ... 65Замечание 1. В предположениях Леммы 2, если функция неограничена, то
», ?) < С։ ехр 9(зг)Г я՜« /. для г > О,

где I՜1 - обратная к функции I, С\ > 1 - постоянная, не зависящая от г.Замечание легко следует из (16), так как функция I убывает к нулю и непрерывна на [0, оо), а функция г/(г) возрастает на [е2, оо).Для выпуклой на полуоси [0, оо) функции гр, удовлетворяющей условию^>(г) ֊> +оо, при г —> Ч-оо, (27)
положим т^,(г) = шах{г< — : I > 0}, г > 0. (28)
Хорошо известно (см. [8], стр. 7), что функция т\р сама является выпуклой

при г —» +оо
и ф(г) = тах{Н — (1): < > 0}, г > 0.
Дж. Андерсон и К. Бинмор получили в [9] результат, который мы формулируем в приспособленной для наших целей форме.
Теорема А. Произвольная трансцендентная функция / £ лля которой

I/?» 1г?п < ехр(ф(1ой г)), г > 1, п = 1,2,...,
где ф - выпуклая функция на [0, оо), удовлетворяющая (27), и постоянная С > 1 не зависит от п и т, является неограниченной на [0, оо) тогда и только тогда,

когда

Пт 
г-»+оо

ОД - К1Т*(Г) (29)
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§2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Теорема 1. Пусть △, <2, а, д и V - те же, что в Лемме 2. Тогда произвольная 
ограниченная на Д функция из Е(О) является постоянной, если существует 
выпуклая на [0, оо) функция ф, удовлетворящая (27), (29) и условию

ф(г) >т + 1о&У(ег;з,д), г > 0. (30)
Доказательство. Пусть / - произвольная ограниченная на △ трансцендентная функция из Е(С)). Оценим коэффициенты ряда Маклорена этой функции. Применяя Лемму 2, из (16), (30) и из ограниченности / на Д получим, что при 
г > 1

< с՝ ехр(^(108г)), п = 1,2,где постоянная С > 0 не зависит от п и г. Из Теоремы А следует, что / является многочленом. Теорема доказана.
Замечание 2. В Теореме 1 условие (29) следует из условияНт 77(г) — ^ф 1(т) = —оо,г—»+оо . 2 (31)
где ф՜1 - обратная к функции ф.Подставляя в (28) 4 = ^-1(г) имеем т^(г) > г^-1(г) — г для г > 0, так что (31) влечет (29).
Предложение 1. Пусть Д - угол Жордана из Леммы 2, ($ - подпоследова­

тельность натуральных чисел с ограниченной функцией 14. Тогда применима 
Теорема 1.

Доказательство. Из ограниченности IV следует ограниченность функции /(т;а, д) для г > 0. Поэтому можем применить Теорему 1, положив в ней, например, ф(г) = г2 + С\, где С\ > 0 - достаточно большая постоянная.
Предложение 2. Пусть Д - угол Жордана из Леммы 2, <2 - подпоследова­

тельность натуральных чисел, с неограниченной функцией 14, удовлетворяющей 
следующим условиям а) и Ь) :

°) (32)
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где I - медленно изменяющаяся и убывающая к нулю на [0, оо) функция, удовле­

творяющая (4), а функция /(г) log г - вогнутая на [0,оо) и --------- » +оо прицг) log г г -»+оо ;
Ь) существуют постоянные а > 1, g > 1, Ci G (0,2) и Сз такие, что

v-1(r) > г + 0(зег)/-1 [ Яе ) 4- Сз, при г > 0, (33)
где I՜1, v՜1 - обратные к функциям 1(т) и р(г) = CV(r) logr соответственно.

Тогда применима Теорема 1.

Доказательство. Поскольку функция N неограничена, то из (32) следует, что Z(r) log г -» +оо при г —♦ 4-оо. Из вогнутости функции /(r) logr на [0,4-оо) следует, что она возрастает к бесконечности на [0,4-оо). Замечая еще, что функция г/logr возрастает к бесконечности на [е,4-оо), получим, что функция г/(г) также возрастает к бесконечности на [е, 4-оо). Следовательно, в Леммах 1,2 гможем выбрать I как в (32). Из условия 77-77--------- » 4-оо при г —» 4-оо следует/(г) log г(27). Из (32) и Замечания 2 следует (29), а из (33) и Замечания 1 следует (30). Теперь можем применить Теорему 1. Доказательство завершено.
Следствие. Пусть подпоследовательность Q натуральных чисел и угол Жор­дана △ удовлетворяют одному из условий :

1) lim г—lim ^(rjexp^) >0, P > 0; ' r^+oo logloglogr ip՝2> ^ад?1>0՛s>0;—- AT(r) ziy+d-/»-1)’ /2су/д ~+oo (10gr)W ^\l) < X J '0(r)(logr)^-1 > С, при r > e, P > 1, C > 0.
Тогда произвольная ограниченная на △ функция из E(Q) является постоянной. Следствие легко вытекает из Предложений 1 и 2 соответственно ограниченности и неограниченности функции N.Отметим, что Теорема 1 обобщает и усиливает имевшиеся ранее результаты о единственности из работы [3], в которых вместо функции Ы использовалась 



68 Э. В. Габриелян, В. А. Мартиросянфункция п(г) : п(г) - число членов последовательности Q, не превосходящих числа г. В [3] имеются также некоторые результаты о точности Теоремы 1.Теорема 1 легко обобщается на случай целых векторно-значных функций. Пусть X - комплексное пространство Фреше, т. е. локально выпуклое (комплекс­ное) топологическое пространство, топология которого задается полной и инва­риантной метрикой (см. [10], [11]). Пусть E(Q,X) - множество всех голоморфных отображений из С в X, имеющих лакунарные степенные ряды вида (1) с коэф­фициентами из X.Теорема 2. Для любого комплексного пространства. Фреше X справедлива 
Теорема 1, если в ней множество E(Q) заменить на E(Q, X).
Доказательство. Пусть f 6 E(Q, X) их*- произвольный линейный непре­рывный функционал над X. Тогда целая функция х*(/) принадлежит E(Q) и удовлетворяет Теореме 1. Поэтому имеем x’(/(z)) = х*(/(0)) для всех z 6 С. Поскольку линейные непрерывные функционалы над X разделяют точки про­странства X, то получим, что /(л) = /(0) для всех z ЕС. Теорема доказана.
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