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Пусть функция /(х) принадлежит пространству /,2(-оо, оо), а /(х) - ее преобра

зование Фурье :
7(х) = -А= Г €-•«*/(*) л.

>/2я У-ОО
Обозначим через С А дополнение борелева множества А С (—оо, оо). В статье М.

Бенсдикса [1] доказано следующее. Пусть существуют два множества А и В, для 

которых имеем

/(х) = 0 п.в. на С А и /(х) = 0 п.в. на СВ.

Тогда из условий тп(А) < оо и т(В) < оо следует, что /(х) = 0 п.в. на (-оо, +оо). 

Первые результаты в этом направлении получены А. Бердингом в [3]. В данной 

статье получены новые результаты в этом направлении.

1°. Сначала мы приводим новое представление для преобразования Фурье. 

Обозначим через Т оператор

Т: Т2(—оо,оо) —» Т2([—я, я] х [—я, я]),

действующий по формуле

(Т/)(х,у)= £ / 

п=—оо

X ЛГ-—= + пУ2я
л/2я ,

Заметим, что
(2^ £ £1Р7)(։’**»=



Теоремы единственности для преображования Фурье 87

Мы также рассматриваем оператор

5 : £2([-я-,1г] х [-%,»]) ֊» 12([-т,т] х [-я-,*]),

действующий по формуле

(5Г)(г, у) = ехр (Ц») Е(у, -х).

Теорема 1. Для любого /(х) £ £2(—оо, +оо) Т/ = ЗТ/.

Доказательство. Достаточно доказать утверждение теоремы для гладких 

функций /(х) и /(х).

Учитывая хорошо известную формулу из [2]

П = —ОО

можем написать

оо сю
,—Нап _ 2х. \

--- 1П2 + пя . 
а---------- )

Полагая а = у2х, я =

+ пл/2тг I е-՜"» = й“+‘Э-
Эту формулу можно переписать в виде

(Г/)(г>у) =ехр (:^)(Т/)(у,-х).

Теорема 1 доказана.

Теорема 2. Пусть множество Е С (—оо, +оо) удовлетворяет следующему усло

вию : если точка х принадлежит множеству Е, товсе точки х+п\/2к։ п = ±1,... 

тоже принадлежат множеству Е. Тогда из условия

/(х) = /(х) = 0 п.в. на СЕ следует /(х) = 0 п.в. на (-оо, +оо)
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тогда и только тогда, когда т(Е) = 0.

Доказательство. Достаточно доказать, что если т(Е') > 0, то существует не

тривиальная функция из £2(—оо,+оо), которая вместе со свом преобразованием 

Фурье почти всюду обращается в нуль на множестве СЕ. Заметим, что мно

жество Г = Е П [—1г, т] имеет положительную меру. Обозначим через ЛГ(х,у) 

характеристическую функцию множества Г х Е. Функция

/(х) = (Т֊1ЯГ)(х)

удовлетворяет требованиям теоремы.

2°. В данном параграфе мы обобщаем равенство Парсеваля, позволяющее 

получить новые результаты относительно первоначальной проблемы Берлинга. 

Обозначим

£«= и £п+а)’ 0<а<\Ц-
П=- ОО ’

Теорема 3. Если /(х) 6 Б2(-оо,+оо) и

/(х) = 0 п.в. на СЕа, при некотором а = п = 2,3,

то для того же числа а

п^а

Доказательство. Хорошо известно, что если /(г) Е £2(—а, а) и /(х) = 0 п.в. 

вне (—а, а), то
|7(֊»)|’=֊£ №)!■*■

Так как преобразование Фурье функции /(х)е“’г‘ равно /(х + <), то

п=—оо

Следовательно

Е
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Пусть /(х) и д(х) - непрерывные функции, обращающиеся в нуль вне интервалов

(-п — а, —п + а) и (-т— а, -т+ а) соответственно, где т / п. Имеем ՝ а * а / ՝ ог а *
г ___ 1 г / <■£։»+<։ \ / г^т+а___  \
/ /(х)д(х№ =г~ [ <1х =

Уе„ зЕа \jxn-a ) \1^т-а )

= ^/Е (/° Я-п+ 4)е-։(гп+‘>л) (/“ д(֊т + в)е''<5-+-)^ =

= 2֊/ Г /(֊п + е,д(-т + 8)( [ е^т-п')+-1^х\
"Г ./-а./-а а О \3 Еа /

Далее имеем

. 2sin(%(m - n) + a(s — t)) / л Д
= 4а~V-----Л t ~ У 6(-(m-n)-2ak + s-t) ,п(т - п) + а(з — t) а J

где 6 - дельта функция. Так как - натуральное число, то в последней сумме 

при з,1 Е (—а, а) ненулевой вклад дает слагаемое, соответсвующее индексу

к=^т-П^
Следовательно

[ е.»(5(т֊п)+-‘)£/г = ֊ ”)_+ °(Д ֊^))Д(а _ ,) = о,
1г(т — п) + а(а — <)

так как т / п. Поэтому
/ = 0.

JEa

Отсюда непосредственно следует наша теорема.

Из теории преобразования Фурье в £г(—оо,+оо) известно ([4]), что существуют 

четыре подпространства собственных функций, соответствующие собственным 

значениям 1,— 1,—։ оператора Фурье. Ниже доказывается теорема единственно

сти в подпространстве собственных функций для оператора Фурье, отвечающем 

собственному значению 1. Аналогичные утверждения имеют место и для подпро

странств, отвечающих собственным значениям ։, —1, —
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Теорема 4. Пусть функция /(х) 6 ЬзС-оо.+оо) совпадает со своим преобразо

ванием Фурье. Пусть
ОО __ _____

Е = и (^>/2’гп + а> к'УЪяп + 6), 
*=-оо

где п > 2 - натуральное число, и

О < 6 - а <

Если /(х) = 0 п.в. на СЕа, то /(х) = 0 п.в. на (-оо, оо).

Доказательство. Пусть а = Обозначим Еа(1) = {х +4; I € Еа}. При 

р = [^/л] имеет место включение

Е С Г = Еа(а + а) и Еа(а + За) и • • • и Еа(а + а + 2а(р - 1)).

Пусть функция /(х) принадлежит пространству £а(—оо, оо) и обращается в нуль 

п.в. на СЕ. Для ] = 0,1,... ,р - 1 определим

( /(х), при х е Еа(а + а + 2а»
I 0, при х £ £а(а +а +2а».

р-1
Ясно, что /(х) = 22 »(®)- В силу теоремы 2

1=0

В случае р > 2 имеет место строгое неравенство являющееся следствием линей

ной независимости функций »(х),У = 0,.. .,р — 1.

Условие /(х) = /(х) можно написать в виде

я») = / е-^։/(1)(П + ֊[ е-“7(»<Й, хбк 
У2я- ,]сг

Так как /(х) = 0 п.в. на СЕ, то

г \1/2 / У 1 У \х/2/ |/(х)|2^х = / |-2= / е-*70)Л|2йх <
г / Мг V 2”՜ / О г \х^2'№)!’*) •

Следовательно, /(х) = 0 п.в. на Е.
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Следствие. Пусть /(х) 6 7,2(—оо,+оо) и

ОО ___
Е = □ (ку/2тт — а, ку/2пп + а), 

к=—оо

где п > 2, 0 < а < Если Я®) = /(х) = 0 п.в. на СЕа, то /(х) = 0 п.в.

на (—сю, сю).

Доказательство. Всякую функцию /(х) £ Ь^—оо, +оо) можно представить в 

виде

я«)=Еж®). 
1=1

где
Ж®) = | (Я®) + /(®) + Я՜®) + 7о(х)} > 

Ж®) = | (Я®) ~ »/(։) ֊ Я՜®) + *Л(®)) , 

/з(®) = | (/(х) ֊ 7(х) + Я֊«) - /о(х)) , 

Ж®) = (Я®) + *Я®) - Я-®) - ‘Ж®)) •

Здесь /о(®) = Я՜®)- Заметим, что все функции Л(х) обращаются в нуль вне 

множества Е. Получаем

/1(®) = Я(®). Л(») = »/։(«)> Ж®) = ֊Ж®)> /4(®) =-i/4(®)-

Из теоремы 4 следует, что Л(х) = 0 п. в. на (—оо, +оо). Следовательно, /(®) = О

п. в. на (-оо,+оо).
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