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В работе рассматривается оператор типа РИ* (г) 3 — (РИ(г) г(г, А)), где 
1П(г) - (2п х 2п)-матрица-функция, РИ* - матрица, сопряженная с РИ, 
3 - (2п х 2п)-матрица такая, что 3* = —3 = З՜1. Важное понятие ак
селеранты матрицы-функции было предложено М. Г. Крейном, ко
торый дал необходимые и достаточные условия для того, чтобы ма
тричная мера была спектральной мерой акселе ранты. Основной ре
зультат выглядит так : для любой акселеранты существуют опера
тор РИ* (г) 3 — (РИ(г)т(г, А)) и начальное самосопряженное условие, при 
которых множество спектральных функций совпадает с множеством 
спектральных мер акселеранты.

1. Пусть Я(<), I Е (—277, 277) - эрмитовая суммируемая (п х п)-матричная функ

ция (м-функция) такая, что = Я(-1); Н Е 277). Она определя

ет в пространстве 277) ограниченный самосопряженный оператор

(Н/)(«)= / Я(*-•)/(•) 4».
Зо

Рассмотрим м-функцию П(0, связанную с Н(1) равенством

П(0 = -Ь|Д- [\г-з)Н(з)<1В, П(<) = П*(—4); ։е (-277, 277), (1) 
* Зо

где 1п — единичная (п х п)-матрица.

Это равносильно тому, что П(4) имеет абсолютно непрерывную производную 

в интервалах (-277,0), (0,277) и П'(±0) = ТйЛ։, П"(4) = -#(*) почти всюду.Л
Для этих м-функций эквивалентны следующие два условия :

1) оператор 1+ Н неотрицателен, т.е.

/ Л*Ж*)# + / / /(4)Я(4-а)р(з)^Л>0, д еЬ’х1(0,277);
Зо Зо Зо
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2) ядро К{1,з) = П(1 -в}- П(<) - П’(в) неотрицательно определенное :

Г(ОК(м)/(»)^л>о. /еСпхЯо.глг].

Это следует из равенства

Г(1)К(1,8)/(з)<18<11
М [ЗИ м
/ /(*)»(*)<*+ / /
о 1о ./о

д*(1)Н(1—8)з(в)«/д(й,

где
дЩ = / /(«)

м-функция Я(/) называется акселерантой, если выполнено условие 1).

Условие 2) выполняется тогда и только тогда, когда функция П(4) допускает 

представление (см. [1])

П(։) = -, + ^+/+”(е«.-1 “) Ж
*/—оо \

-оо < А < оо, (2)

где а, Р > 0 - (п х п)- эрмитовы матрицы и Е(А) - неубывающая матричная мера 

на Ш.1 удовлтворяющая условию

+“ (К(А) 
.«> 1 + А» (3)

Отсюда ясно, что справедливо также представление

ММ; — / д--------------
7—оо л

Следовательно

( ^*(0^)^+ / / д* (I) Н(։ — в) д(з) <1в =
о Уо .1о

д(1) А <Е(А)

Матричная мера Е(А) называется спектральной мерой акселеранты Я(4).

Следующее утверждение принадлежит М. Г. Крейну [1].
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Утверждение 1. Матричная мера Е(А), удовлетворяющая условию (3), явля

ется спектральной мерой некоторой акселеранты тогда и только тогда, когда 

м-функция П(1), определенная равенством (2), допускает представление (1). При 

этом акселерангой является функция H(t) = — П"(Х).

В работе [2] было показано, что м-функция H(t) является акселерангой тогда 

и только тогда, когда существует Я-матричная функция ։F(z), допускающая 

представление

r2N
Я(я) = 1+2 H(t)е”‘Л + e2itn Ф(я), z е С+, 

Jo

где Ф(г) - голоморфная в верхней полуплоскости м-функция, допускающая 

внутри угла |тг/2 - argz| < тг/2 - е, € > 0 оценку |Ф(г)| = 0(|и|) при |х| -» оо. 

При этом в предствлении Я-функции *F(z)

/+°° / 1 д \ 
—---------------- ) dE(A), -оо < А < оо

\А + я А2 4-1/

матричная мера Е(А) является спектральной мерой акселеранты H(t).

В [2] было дано описание м-функций F(z), а следовательно и спектральных 

мер акселеранты Я(<), в виде дробно-линейного преобразования м-функций из 

Я^П(С+). Матрица этого преобрзования определяется с помощью ядер s)

операторов I + Н± :

r2N

Jo

r2NB*N[t,s) + / ^N(t,U}H±(u-S)du = H±(t-S), 
Jo

где H+(i) = H(t), a H~(i) так называемая дуальная акселеранта, однозначно 

определяющаяся акселерангой H(t).

2. С акселерангой связаны различные классы канонических дифференциальных 

уравнений и операторов. Рассмотрим каноническое уравнение

У(г)х(г,А) = Аг(г,А), 0 < г < 2V, J* = -J = J֊1, (4) 
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где _ у*(г), V 6 ^лгХ2х(0, р) (р < Ю ” эрмитовый локально-суммируемый 

потенциал. Уравнению (4) мы ставим в соответствие локально-суммируемую ак- 

селеранту, множество спектральных мер которой совпадает с множеством спек

тральных функций оператора, порожденного дифференциальным уравнением (4) 

(см. [3]).

В [4] и [5] заданной акселеранте ставятся в соответствие два различные канониче

ские уравнения. В [4] таким является каноническое уравнение с гамильтонианом 

7^а) = ая(г).2!(Г1А) (5)

Однако в [5], по-видимому, рассмотрено более адекватное дифференциальное 

уравнение

И^*(г) 7у-(1У(г)аг(г, А)) = Ах(г,А), УИ*(г)ЛУ(г) = 7; 0 < г < Я. (6) аг

Уравнение (6) является промежуточным относительно (4) и (5), в том смысле, 

что при Я(г) = 7 Р7(г) IV* (г) 7 уравнение (5) сводится к (б). В свою очередь, 

уравнение (6) при абсолютно непрерывном 1У(г) сводится к уравнению (4).

Уравнение вида (6) характеризуется тем свойством, что матричное решение 

и (г, А) этого уравнения удовлетворяет тождеству

֊ (£Г(г. д) 7 и (г. А)) = (А - д) и-(г,р) и(г, А). (7)

Обратно, любая м-функция и (г, А), удовлетворяющая тождеству (7), является 

матричным решением уравнения (6) цри 1У(г) = II*(г, 0) 7.

Пусть задана акселеранта Я(*), 1 е (-2Я.2Я). Перейдем к построению м- 

функции и (г, А), удовлетворяющей тождеству (7). В его основу положен следую

щий результат работы [5].

Пусть задана м-функция Г 6 £^хп(0,оо), порождающая по формуле

(Г/)(*) = Г(< + а) /(а) <18, } & £’х,(0, оо).
֊/о

сжимающий ганкелев оператор Г (||Г|| < 1) в пространстве £’х/(0,оо). Опреде

лим (2п х 2п)-матрицу-функцию К(т,1) из уравнения

КЧГ<'\- / 0 Г*(< + а) _Л 1Г(* + «) 0 ^(г,а)7а_
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О Г*(Х + г)
Г(Х4-г) О О < г < I < оо. (8)

Тогда м-функция

г оо
и(г, А) = и0(г, Л) + / К(г,1)и0(1,Х)<Н, ио(г, А) = ехр (—А Л)

удовлетворяет тождеству (7).

Положим Г2г(Х) = Г(2г + X), (0 < X < оо) и через ЛТяг(Л> я) = Я2г(з,Х) обозначим 

резольвентное ядро оператора I — Г^, где ганкелев оператор Г^. порожден 

(2п х 2п)-матрицей-функцией

О 
.ад)

ад) 
о

Таким образом

Я2г(Х, в) - Г ад + и) *3г(и, в) <1и = Г£(Х + а), 

։'°оо (9)
Я2г(Х,з)- [ АГ2г(Х, и) Г£.(и + з)«Хи = Г£.(Х + а).

1о

Легко видеть, что м-функция АГ(г,Х) из (8) представляется в виде К(т,1) = 

= Кгг(0, X — г), г < X < оо. Отсюда для м-функции (7(г, А) получаем

Я(г,А) = (7+ /0°А'2г(0>Х)[7о(Х1А)Й>) и0(т,А). (10)

В частности, если м-функция Г(Х) 2//--финитна (Г(Х) = 0 при X > 2?/), то имеем 

л27У—2г—1 
к2г(о,х)- / к2г(о,х)ад+х)^ = г^г(х), 

Уо

(
г2ЛГ-2г \

1+ #2г(0,Х)С/о(М)Л ^о(г,А), 0 < г < Я.
./0 /

3. В этом пункте мы докажем утверждения об акселерантах из LnXՈ(—2N,2N).

Утверждение 2. Формулы (11) и (14) устанавливают взаимно однозначное 

соответствие между множеством м-фушщий Г € Ь},хп(0,2Я), порождающих 

сжимающие ганкелевы операторы и множеством пар дуальных акселерант Я± 6 

е^хп(-2Я,2Я).

Доказательство. Пусть Г 6 £пХп(0,2Я) - м-функция, удовлетворяющая на

шим предположениям. Следуя работе [2], построим м-функцию С(Х) = Г(2Я—X),
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(О < I < 2Я) И рассмотрим операторы Сгг, действующие в пространствах 

£*х/(0,2г) по ФоРмУле
(Саг/)(<)= [‘с(1֊М>№, О <К 2г <214. 

, УО
Легко проверить соотношение

Г2г = иЗУу_2гСаЛг_аГ| 0<К2т<214, (11)

где иа - оператор "зеркального отражения” в пространстве £*х1(0,а) :

(и./)(*) = /(<*-*)•

Определим теперь м-функции Я±(4)| как решения уравнений Вольтерра 
и

С7(*) + / С^-5)//+(д)^ + Я+(1) = 0. О < < < 2Я, (12+)
Jo

/>։

С(<)+ / С(Х-я)Я-(в)<18-Я-(1) = 0, 0<*<2Я, (12_)
Уо

и введем операторы

(Й£/)(*) = Г Я^-•)/(.) Л. (13)
УО

Теперь соотношения (12±) можно представить в виде

I + 2Н2г = (I ± С2г)-!(1 Ф С2г) = (I ± С2г)(1ф С2г)_1. (14)

Следовательно, вместе с (12±) справедливы также равенства

С(1) + / Я+(«-8)С(8)<18 + Я+(<) = 0> (12')
Уо

С(*) + [ Я-(4 - з) С(з) <1з - Н-Щ = 0. (12'_)
Уо

Продолжив Н±(1) на (—2Я, 0) эрмитовым образом (Я(<) = Я*(-<)), имеем

Пе(1 + 2Н±) = 1+ Н± = (1± С5г)~г(1 - С$г С2г)(1± С^)՜1, 0 < г < Я, 

где оператор Н2г действует по формуле

(Й£/)(<)= /2ГЯ±(4-8)/(в)^> /е£’х,(0,2г); r<N. 
Уо

Отсюда и из (11) следует эквивалентность условий ||Г|| < 1, ||С2//|| < 1 и

I + > 0. Учитывая обратимость приведенных построений приходим к

утверждению.
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Замечание 1. Обозначив в (12+) = Н{1), мы можем решить это уравнение

относительно С(4). Используя С(() в (12_) найдем дуальную акселеранту Н~(4). 

Этот порядок действия можно обратить.

Обозначим через Язг(<,в) = (Я^г(з, г))* резольвентные ядра операторов I + Н±г : 

С2гН%т(1,з) + / Я±(4-и)Я^.(и,в)йи = Я±(*-в), 
рг (15)

Т?£(М) + / В^г(1,и)Н±{и-8)<1и = Н±(1-а), 
л

и выявим связь между м-функциями ЛзР(*։0) и Я^_2г(<, 0). В силу (11) имеем

’I О 

О и2л'_2г
Г1 о
[о и2/у_2г

I
С2лу_2г

^2И-2г
I

так, что в силу (10), Я2г(4,0) можно определить из уравнения

I
С2/у_2г I

Сздт-гг Гх о
] [0 и2;у_2г ад>о) = ‘0

С(4)
С*(2Я-2г-^' 
0

Записав это уравнение в виде

1 1 ~ ^*2.Ы-2т I + С£лг_3г I и2лг-2г
2[1-С2л,_зг —(I—Сзуу-зг)] [I и2/у_2г Я2г(<,0) =

0 С*(2Я —2г —<)
С(<) 0

и применив к обеим частям оператор

^злг-гг 
С2;у_3г

а+с^.з,.)-1
-(1-Сзх-зг)-1

получим
1 + Н+
0

О

1+н-
I и,
I и, *2г(*,0) =

а+с:)֊1^) (1+с:)-^ (?*(«-*)
-(х-с;)֊1^) -(х-с,,)-1^«-«).

где и = 2Я — 2г.

Из (12±) следует, что (I ± С2ц_2г)՜1 = ТЯ4^). Из уравнения (12^)

получаем

С*(2Я - 2г С’(а -1) (Я±(2Я - 2г - <))* <18 ± (Я±(2Я - 2г - *))* = 0.
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Таким образом, (I ± С2^_2г)-1 С*(2Я — 2г 4) — ±(Я±(2Я 2г 4)) . Отсюда

Кзг(*,0) = -֊х

I иауу-Зг (I + Н+) 1

I и2„_3г] [о
о ГЯ+(4) (Я+(2Я -2г-4))’
(I + Я՜ )֊։ Н~ (4) -(Я՜ (2Я - 2г - 4))’

1 ГЛ+(4,О)+Я£(4,О) 
2

Я+(4,и)-Я^(4,и)
Я+ (и - 4, и) + (и - 4, и) и = 2Я - 2г.

Рассмотрим теперь м-функцию и(г, А) = С/(Я - г,-А)[/0(Я,А). Она вместе с 

у (г, А) удовлетворяет тождеству (7) и следовательно является матрицантом не

которого канонического уравнения вида (6). Учитывая выражение (10) и эрми- 

товость ядер К3г(4,з) и я£(4, а), получим

£/(г, А) = Уо(г,А)-

1 Л ГЯ2г(М) + Я^(0.*) Я£(0,2г-4)-Я^(0,2г-4) '
2 Л [Я^г(2г,4)-Я^г(2г,4) Я+(2г, 2г-4) + ^-(2г,2г-4) и<)(г — 4, А) Л.

(16)

Таким образом, приходим к следующему утверждению :

Утверждение 3. Каждая акселеранта Н 6 ЛПХП(-2Я, 2Я) порождает в интер

вале (0, М) каноническое уравнение вида (6) с матрицантом вида (16).

Замечание 2. Как следует из (16), замена акселеранты Я(4) = Я+(4) на 

Я (4) = Я՜(4) (см. замечание 1) приводит Ц(г, А) к Зй(г,Х)] и следовательно, 

м-функцию 1У(г) из (6) приводит к <71У(г) 3.

4. В этом пункте мы описываем связь между спектральными мерами акселеран

ты Я(4) и спектральными функциями операторе, порожденных дифференциаль

ным выражением

(Вх)(г) = РУ*(г)/-^-(Иг(г)г(г)), 0<г<Л.
аг

Пусть В - оператор, определенный этим выражением на многообразии Я- 

финитных вектор-функций х(г) е ^пх,(0, Я) ((РУ(г) х(г))' € 1%пх/(0, Я)), кото

рые в нуле удовлетворяют некоторому самосопряженному граничному условию. 

Известно (см., например, [6]), что такие граничные условия задаются в виде 

Рг(0) = х(0), где Р - ортопроектор в С2п, проектирующий на /-нейтральное
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гипермаксимальное подпространство PC2n (JP + PJ = J). Не умаляя общности 

можо рассмотреть случай, когда

In In'

In In

Рассмотрим уравнение

W(r)J^(^(r)x(r)) - Ах(г, А) = /(г),

где /(г) - ТУ-финитная функция из 2-2ПХ/(0, ТУ). Ясно, что

х(г, А) = й(г, А)/ [” и*{з, А) /(а) dst /(в) = 
■1г [л«

является ТУ-финитным решением этого уравнения. Поэтому г(г,А) будет при

надлежать области определения оператора В тогда и только тогда, когда
JV

/ U* (в, A) f(s) ds. 
о

Таким образом, выражение

rN
= P U*(s,X) f(s)ds =

Jo
Гф(/.а)1
W.A)]

является направляющим функционалом для оператора В (см. [1]). Подставляя 

сюда значение С7*(г, А) из (16) и проведя соответсвующие замены переменных и 

порядка интегрирования, получаем для Ф(/, А) представление

rN 
,*) = eiXt

Jo

rNI e-iA< f2(t} 
о

■N

•N
t,2r) dr dt+

Рассмотрим вольтерровы операторы

(R/)(r)= ГR(r,t)f(t)dt и 
Jo

•N

где
R*(r -f\ _ r^3r(r -t>0) ■R2r(r-i>2r)l 

L4r(r-H,0) 4r(r + *,2r)J ’ r>t

Обозначив E'(r, A) = [e,XrZn, е_,Аг1п], получим следующее представление для 

направляющего функционала Ф(/, А) :

£r(i,A)(I֊R*)/(t)A.
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Пусть теперь £(А) есть спектральная функция оператора В. Используя метод 

направляющих функционалов М. Г. Крейна (см. [1]), получим

[жоГ [дю] ■"=£*•</,» ад
Положив / = (I — R*)՜1 <7 и

при 0<1<Ы
5 1~ ^) ПРИ \ .0з(4). / ’

получим
Ф(/,А)=/ Я*(4,А)Р(4)Л =

ГЫ Г™
= / (в,А1Р1 (<) + е“ШЛ(«)) л = е‘А" / <г‘мд(1) <И.

7о •'О
С другой стороны, (/,/) = ((1+Нд, д), где 1+Н = (I—Н)-1(1—R*)՜1. (2пх2п)-

матричное ядро Я(г,4) оператора Н определяется уравнением

Н(т,1} = R* (г, 4) 4- [ Н(и,1)Я'(г, и) (1и, г> I.

Заметим, что (15) можно преобразовать к виду
Я1(г-4,0)
ХД’Ч-^о)

Я+(г-4,2г)՜
Я}г(г + *, 2г)

Г[Н(и-г) Я(—и —4)1 Гя£(г-и,0) я+(г - и,2г)՜ 
+ уо [Я(и + 4) Я(-и + 4)] [я+(г + и,0) л£(г + и,2г)

_[Я(г —4) Я(—г —4)
Я(г + 4) Я(-г + 4)

=

Отсюда

Я(г,4) = Я(г-4)
Я(г + 4)

Я(-г-4)1
Я(-г + 4)]

и, следовательно, получаем

((1 + Н<7,<7) =

31М
92^) 9з(<)

Я(и —4) Я(—и —4)
Я(и + 4) Я(-и + 4)

<71 (и)
Ыи)

(1и сЙ =

л2^
= (.9>9)+ / з*(4)Я(4 - и)р(и)с<иЛ.

Уо .10
Таким образом, для спектральной функции Е(А) оператора В окончательно 

получаем соотношение

(0> 5) + / / д' (*)Я(4 - и) д(и) <1и<И =
./о .10

,оо / y2^ \*
= / / 0(<)е-шЛ <4£(А)

J—oo \Уо ]
Это соотношение определяет матричную меру акселераты Я(4). Итак справед

ливо 
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Утверждение 4. Множество спектральных функций Е(А) оператора О совпа

дает с множеством спектральных мер соответствующей акселеранты Н(1).

Из утверждений 1 и 2 следует необходимое и достаточное условие для того, чтобы 

матричная мера Е(А) была спектральной функцией оператора В. Если задана 

спектральная функция £(А), то с помощью (16) можно построить матрицант 

I/(г, А) и, следовательно, оператор В.

ABSTRACT. The present paper considers operator of the type W‘(r)Jx 
x(i7(r) z(r, A)), where JV(r) is an (2n x 2n)-matrix-function, W* is the 

ar
matrix adjoint to W, J is a (2n x 2n)—matrix such that J* = — J = J՜1. An 
important concept of an accelerant of a matrix—function was proposed 
by M. G. Krein who gave necessary and sufficient conditions for a matrix 
measure to be a spectral measure of an accelerant. The main result is as fol
lows : For each accelerant there exists an operator W*(r)J -^-(JV(r)z(r, A))

•• • • .and an initial selfadjoint condition for which the set of spectral functions 
coincides with the set of spectral measures of the accelerant.
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