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В работе метод М. Г. Крейна направляющих функционалов применя
ется к изометрическим операторам и к симметрическим операторам с 
неплотной областью определения. Полученные результаты применя
ются к однопарным интегральным операторам. В результате получа
ется спектральное разложение таких операторов, а также устанавли
вается единственность спектральной функции.

ВВЕДЕНИЕ

Метод М. Г. Крейна направляющих функционалов впервые был применен в ра

ботах [1], [2] к симметрическим операторам с плотной областью определения. В 

настоящей работе метод М. Г. Крейна применяется к изометрическим операто

рам, а также к симметрическим операторам с неплотной областью определения. 

Полученные результаты применяются к однопарным интегральным операторам. 

В результате получается спектральное разложение таких операторов, а также 

устанавливается единственность спектральной функции. При вещественных од

нопарных интегральных операторах такое разложение было получено в [3] Л. де 

Бранжем. В случае присутствия исключительных интервалов этот вопрос иссле

довался другим методом в [4].

§1 . МЕТОД НАПРАВЛЯЮЩИХ ФУНКЦИОНАЛОВ

ДЛЯ ИЗОМЕТРИЧЕСКИХ ОПЕРАТОРОВ

Пусть L - комплексное линейное пространство, на котором определено квазис- 

калярное произведение f,g 6 L. Напомним, что квазискалярное произведе

ние удовлетворяет всем условиям скалярного произведения, кроме условия : из 

[/]2 = [Л /] = 0 следует f = 0. Линейный оператор U с областью определения
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2>(Я) С Ь называется изометрическим, если

[Я/, ид] = [/, г], для всех/, д е Т>(и).

Линейный функционал Ф(-,£) 0, |£| = 1, £ / 1, определенный на Ь, называется 

направляющим функционалом для оператора [7, если для любого / £ Ь функция 

Ф(/, аналитична на окружности |£| = 1, кроме, быть может, точки £ = 1, и 

уравнение

иф-С/ = д

при любом |£|=1,£/1ир£/, имеет решение тогда и только тогда, когда 

Ф(5,О = 0.

Пусть Ьо = {/ 6 Ь : [/, /] = 0} и Ь/£о ~ фактор-пространство со скалярным 

произведением [/,$] = [/,£?], /, д € Ь/Ьо, ф £ /, д 6 д. Ясно, что й : Я/ = Я/, 

/ £ = {/ : / € 2>(Я)} есть оператор (изометрический) в Ь/Ьо- Пусть Н

есть пополнение Ь/Ьо а и - замыкание оператора &. Пусть

Я1 = {/£Я: Я/ = /}, Но = нен1. (1)

Подпространство Но инвариантно относительно и, так как из д £ Но П 1?(Я) 

следует, что [/, Яд] = [Я/, Ед] = [/, д] = 0 для всех / Е Следовательно, 

Нд £ Но- Пусть Я|я° - часть оператора 77 в Но- Очевидно, что

(2-Йк)^°> *5 6 Яо, 5 #0.

Как показано в [5], оператор Я|Яо имеет такое унитарное расширение Я1 (воз

можно определенное на некотором Я Э Яо), что Яхд / д при д £ Я. Следователь

но, унитарное расширение Я = Я|Я1 © Ях оператора Я удовлетворяет условию

{дЕН: Нд = д} = Н1.

Пусть Ех, 4 £ [0,2тг] - разложение единицы оператора Я. Из сказанного выше 

следует, что

Рцг — Е+о — Ео + Е2г — Е2г-о,

где Рц1 - оператор ортогонального проектирования Я на Я1.



34 В. А. Яврян, А. В. Яврян

Теорема 1. Существует неубывающая функция т(1) (0 < X < 2т) такая, что для 

любого / £ Ь
[Л2 = Л՜0 |Ф(/, е“)|а<*т(*) + [РЯ։/]2. (2)

7+0

Функция т(*) называется спектральной функцией оператора и.

Доказательство в основном повторяет ход рассуждений М. Г. Крейна в 

случае симметрического оператора с плотной областью определения. Сначала 

докажем две леммы.

Лемма 1. Если Ф(р, Со) = 0, д Е Ь, Со = е,<0,10 Е (0,2т), то существует / Е Щи) 

такой, что

9(քՀ) = *(д, С)/(С ֊ Со), С = е“, է Շ (0,2т).

Доказательство. Достаточно взять / равным решению уравнения

Սք-հօք = ց.

Лемма 2. Для любого промежутка [а, 0] с (0,2т) существует а € Ь такой, что 

Ф(и, С) 0 для всех С = е,։, I Е [а, 0].

Доказательство. Пусть Ф(/о, С) 0- Тогда Ф(/о, С) = 0 не более чем в конечном 

числе точек ( = Сь к = 1,п. Последовательно применив лемму 1 к этим точкам, 

мы придем к искомому элементу и.

Доказательство теоремы 1. Пусть А = [а,/3] С (0,2т). В силу леммы 2 

существует элемент и Е Ь такой, что Ф(и, С) 0 при всех С = е։‘, I € М- 

Пусть д Е Ь и

/■‘ У1 ФГо е*՜1!= / ЛЕгд - / ) ■’ ' <1Ети, I Е А,
Ло 7аоФ(и.е)

где ао - некоторая точка из А.

Покажем, что у»'(<о) = 0 для всех /о 6 А. Имеем — <р(1о) = 71 + 7з, где

71 = ЛЕгд - Г с!Еги,
Ло Ф(и,е։‘»)Ло

7 _/7ф(5.«,‘°) ф(^в<г)ЪР„
Ло КФСи.е“0) Ф(и,е։г)У
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По условию уравнение

и/-е^/=д- Ф(з,е‘‘°) 
Ф(и, е**®) (3)и

имеет решение / = /1о. Применив к обеим частям (3) оператор Е1 — Е10, получим

[Л]’ = К֊С«’|’«/[^Л0,Л0] 
«о+О

= (4-40)2о(1), 4—*4о-

Так как Ф(-,£) аналитична, то

[Л]2 = (4֊40)2о(1), 4-»40.

Следовательно у>(4) - <р(10) = (4 - 40)2о(1) при 4 -» 40, т.е. р'(40) = 0 для всех 

4о € А. Так как <р(ао) = 0, то для всех 4 Е А имеем р(4) = 0. Это означает, что

ЕЩд = /д ЖЯЛЕги' 9еЬ>^е^И-

Отсюда следует, что для любого д 6 Ь

[Я(Д)<7]2= [ |Ф(д, е,т)|2 йтд(4), (4)
7д

где
_ (1[Е։и, и]

Д^՜ |Ф(и,е*‘)|2՜ (5)

Подставив в (4) д = Ы1 видим, что с4тд(4), определенное формулой (5) не зависит 

от выбора элемента г»1 6 Ь, при котором Ф(и1,е‘*) / 0 для всех 4 6 А. 

Следовательно, взяв последовательность интервалов Дп = [ап, /?п]> Дп С Ап+1> 

стремящуюся к (0,2л՜), мы можем при любом 4 6 (0,2л) определить т(4) = тдя(4), 

4 £ Ап так, чтобы

№-О)֊Я(+О)р|2= Л °|Ф(р,е*‘)|2<4т(4), 
7+0

что равносильно (2). Теорема 1 доказана.

Замечание. Равнство (2) можно расширить на все функции } £ Н следующим 

образом. Для любого / Е Н выбираем /п Е Ь так, что /п —» /. Тогда из (2) 

следует, что последовательность Ф(/П>е’‘) имеет предел в Д2(0,2л), который 

снова обозначим через Ф(/, е1*). Ясно, что он не зависит от /. Тогда (2) будет 

выполняться для всех / Е Н.
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§2 . МЕТОД НАПРАВЛЯЮЩИХ ФУНКЦИОНАЛОВ

ДЛЯ СИММЕТРИЧЕСКИХ ОПЕРАТОРОВ

В этом параграфе метод направляющих функционалов изометрических операто

ров применяется к симметрическому оператору, возможно, с неплотной областью 

определения.

Пусть А - симметрический оператор с областью определения Д(А) С Ь :

[А/, <?] = [/, Ад] /,дС1>(А).

Пусть и - преобразование Кэли оператора А :

Д = (А-Ц)(А + »7)-1.

Ясно, что 1/ - изометрический оператор. Имеем

{/еЯ: У/ = /} = {/еЯ: / = Ар»$, 9£2?(А), д = о} .

Заметим, что если О(А) не плотна в Я, то необязательно, чтобы й был преобра

зованием Кэли некоторого оператора в Я.

Найдем Я1. Пусть й/ = /, т.е. существует дп 6 Д(А) такая, что

(А + И)дп -» /, (А - И]дп ֊> /.

Отсюда следует, что д^ -* 0 и Адп —» /. Таким образом

Я1 = {/ 6 Я : 35п е Р(А), д^ ֊> 0, А?п - . (б)

Пусть Ф(/, А), / £ Ь, А е (—оо, сю) есть направляющий функционал для 

оператора А,т.е. Ф(-,А) 0, для любого / € Ь функция Ф(/, А) аналитична на 

А Е (-оо, оо) и уравнение А/ - А/ = д при любом д € Ь и А £ (-оо, оо) имеет 

решение в том и только том случае, когда Ф(д, А) = 0. Легко проверить, что

*(/.<) = К1 = 1. С/1

будет направляющим функционалом для и. Применяя теорему 1 и взяв сг(А) = 

= т(2я — 2 агс1ап А), получим следующее утверждение для оператора А.
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Теорема 2. Существует неубывающая функция <т(Х), А 6 (—оо, сю) такая, что 

для любого / € Ь
И’ = Г |Ф(/,А)|2^(А) + [РЯ։/]2,

7 — ОО

где Ну определяется равенством (6).

В частности (см. замечание)

[/]а= /” |Ф(/,А)|2^(А), /6ЯО. (7)
7-00

Пусть N С Н - максимальное подпространство, ортогональное 2>(А). Если 

/ £ Н1, то существует дп 6 Р(А) такая, что —♦ 0, Адп —» /, п -♦ оо. Для 

д € Р(А) имеем [у, А<?п] = [Ад,дп]. Переходя к пределу, получаем [£,/] = 0, т.е. 

/ 6 Я. Таким образом, Ну С IV.

В частности, если 2?(А) плотно в Я, то (7) справедливо в Я. Это утвер

ждение впервые установлено М.Г. Крейном (см. [1], [2]). Для симметрического 

линейного отношения (7) было установлено Г. Лангером и Б.Тексториусом в [6]. 

В специальном случае оператора А, нами рассматриваемого, из результатов [б] 

следует, что (7) имеет место в 2)(А)°, где

Т>(А)° = {/еН: Э/п € ®(А), А - /}.

Заметим, что, вообще говоря, 1?(А)0 есть правильная часть Яо.

В §3 нам понадобится теорема 1 в следующей форме.

Теорема 2'. Пусть Ф(/, А), / 6 Ь, А 6 (—оо, оо) - аналитическая функция такая, 

что Ф(-, А) 0, и уравнение (I — А А)/ = д имеет решение в том и только том 

случае, когда Ф(д, А) = 0. Тогда существует такая неубывающая функция ст(А), 

что
[/]’ = Г |Ф(/։А)|’^(А) + [Ря։/]2, /ед, (8)

7—оо

где

Н1 = {/ : 3/п Е Т>(А), /п -> /, А/п -* О} .

Доказательство. Достаточно применить теорему 1 к изометрическому опера

тору и = —(А + Я)(А - Я)՜1.
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В частности, для / € Но = Н © Н\ равенство (8) принимает вид 

[/]’= Г |ф(/, А)|аМА).
7 —оо

§3. ОДНОПАРНЫЕ КОМПЛЕКСНЫЕ

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ

Пусть и V ~ комплексные функции, принадлежащие £2(0,6) при 0 < Ъ < оо.

Рассмотрим интегральный оператор А в Т2(0,оо), порожденный ядром 

у(х)^(а), х < в,
•Р(^(х), Х>8,

и определенный на тех финитных функциях / Е £2(0, оо), которые удовлетворяют 

условию

/(х)р(х) <1х = 0. (10)

В случае конечного интервала интегральные операторы с ядрами (9) рассматри

вались в [7] Гантмахером и Крейном и назывались однопарными интегральными 

операторами.

Легко проверить, что оператор А симметричен. Если Е £2(0, оо), то его 

область определения неплотна, и как будет показано, в этом случае А не имеет 

замыкания.

Для получения спектрального разложения оператора А применим теорему 

2'. Найдем подпространство Н\, соответствующее оператору А. Нам понадо

бится следующее определение. Следуя [3], интервал (а,Р) мы будем называть 

исключительным, если функции <р(х) и ‘ф(х') линейно зависимы в этом интер

вале с вещественными коэффициентами. Интервал (а,Р) назовем максимально 

исключительным, если он не содержится ни в одном другом исключительном 

интервале.

Как и прежде, через 2>(А) обозначим область определения оператора А. 

Таким образом

(А/)(г) = <р(х) / ^(в)/(в) + ^(х) [ р(в)/(з)дв= [ У(г,з)/(з) <1з,
дх дО дх

} Е Д(А), где

У{х, а) = ^(х)^(в) - <р{з)^х).
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Мы предполагаем, что

1) <р(х) ^Ов интервале вида (0,£), Р > 0;

2) тез{г : <р(х) = 0, ^(г) = 0} = 0 ;

3) интервал вида (а, оо) не есть исключительный.

Пусть {(а4> Рк)} ~ множество всех максимальных исключительных интервалов.

Теорема 3. Подпространство Н\ совпадает с множеством функций /, принад

лежащих £2(0, оо) и удовлетворяющих условиям

f(x) = 0 почти всюду на F = (0, оо) \ [J(at, (Ц)
к

/ /(s)V'(fi) ds= /(s)^(s) da = 0. (12)
J a։, J ah

Доказательство. Пусть / Е Н\. Тогда существует /п Е Д(А), А» —* / и
' : < '«

А/п —♦ 0. Имеем

(■А»)(®) = -¥’(«) / ^(з)г(д) + ^(г) / ^(в)з(а) (й+ 
70 70

/•оо_____
+4>(х) / ^(з)<?(з) ds, д Е 2>(А). 

./о

Следовательно, если Л/п —► 0, то при всех Ь < оо

гЬ fX _____ fX_____ />ОО _____
/ <р(х) / ^(s)/n(s)ds-^(z) / <p(s)fn(s)ds — <р(х') / V(s)/n(s)
'о Jo Jo Jo

2
ds dx —» 0.

(13)

Легко проверить, что оператор

(И/)(®) = [‘v(x,s)f(8)ds 
Jo

ограничен (даже класса Гильберта^Шмидта) в £2(0,6), Ь < оо. Следовательно в 

£2(0,6)
р(г) / ^(з)/п(в) с/з-^(®) / ¥>(з)/п(з)

Jo Jo
рх_____  1>х_____

֊» Р(®) / ^(в)/(в) d8 - ф(х) / ¥>(з)/(а) d8.
Jo Jo

Так как р(г) 0, х 6 (0,6), то из (13) следует существование предела 

г+оо
1пп / ,6(з)/п(«) ds = -с.
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Таким образом,

| *>(«)/(«) Ля 
о (И)

почти всюду в (0, со). Полагая

ф(®) = с+/ 1р(в)/(в) <1в, Ф(®)=/ р(я)/(з) <1в, 
Уо ֊/о

в силу (14) мы можем паписать

Ф'(х)У(х) = Ф'(х)Ф(г).

(15)

(16)

а) Пусть Ф(®о) /Ои (а>^) ~ максимальный интервал, содержащий точку го и 

Ф(г) / 0 при х 6 (а,0).

Тогда (а,0) - исключительный интервал. Ясно, что Ф(а) = 0. Рассмотрим 

дифференциальное уравнение

Ф(г)։/' = Ф'(х)у, а <х< 0 (17)

с условием, что

Пт у(х) существует и конечен. (18)

Очевидно, что у = Ф(г) есть решение (17) и Ф(а) = 0. Покажем, что общее 

решение (17), (18) есть СФ(х), где С - константа. Пусть

Ф(х) = а(х) 4- й(х), у(х) = У1(х) + ։й(г),

где а, Ь,ух,у2 вещественны. Тогда уравнение (17) перейдет в систему

а(®М + Ъ{х)^2 - а'(г)У1 + Ъ'(х)у2, 
ь(х)у{ ~ а(г)։4 = ~Ь'(Х)У1 + а'(х)У2- (19)

Функции ух = а(х) и у2 = Ь(х) - частное решение (19). Так как Ф(х) / 0, 

х е (а, 0), то, без ограничения общности, можем считать, что а(г) 0, х Е (а, 0). 

Чтобы найти общее решение (19), введем новые функции и г2 :

У1 = а(х)гх, у2 = Ь(х)гх + к2.
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Тогда система (19) перейдет в систему

Г (а2(х) + Ъ2(хУ)г{ +Ь(х)я^ = Ь'(х)х2,
( —а(г)«2 = а'(г)л2.

Отсюда легко находим 21 и 22. Подставляя эти решения в (19), получаем общее 

решение системы (19) : 

։/1(г) = а(г)(с1А(х) + с2), у2(г) = 6(г)(с1Л(г) + с2) + С1 
а(г)’

где

Л(х) = Г + 6(<)а'(4)
а2(*)(а’(*) +&»(<)) Л, (20)

и 6 > О, С1, с2 - вещественные постоянные. Предположим, что

У1(з) = Ую + о(1), й(®) =Узо + о(1), при х -» а.

В силу (20) имеем
,, ч Ую + о(1)С1Л(г) =----- . . , при х —♦ а,

а(®)

И

, ч С1 + о(1)
ВД = —/,<•> ПРИ *-»“• а(г)

Следовательно, С1 = 0. Таким образом, у(х) = с2Ф(®). Так как Ф(г) - решение 

(17), (18), то Ф(х) = с2Ф(г), х 6 (а,£). Учитывая (14), получаем <р(х) = с2^(г), 

х Е (а,Р), т.е. интервал (а,/?) - исключительный.

Ь) Пусть Ф(хо) ф 0 и (а, Р) - максимальный интервал, содержащий хд и Ф(г) / 0 

при х Е (а,Р). Тогда (а, Р) снова исключительный интервал. Сначала докажем, 

что Ф(а) = 0. Действительно, если а / 0, то из Ф(а) 0 следует, что (а,£) - не 

максимальный. Пусть а = 0 и Ф(0) / 0, Рассмотрим уравнение (17) с Ф вместо 

Ф. Так как Ф(г) - решение уравнения (17) и Ф(0) = 0, то Ф(г) = 0 при х Е (0, /?). 

С учетом (14) получаем у>(г) = 0 для х £ (0, /9), что противоречит условию 1). 

Следовательно Ф(а) = 0. Повторяя рассуждения а) с заменой Ф на Ф, заключаем, 

что ^(г) = С!^(г) при х е (а, р), т.е. (а,£) - исключительный интервал.

Пусть (а,Р) - максимальный исключительный интервал. Так как функции и 

V» не могут обращатсья тождественно в нуль на одном и том же интервале и 

Р < оо, то из а) и б) получаем

Ф(а) = Ф(р) = Ф(«) = Ф(^) = 0-
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Отсюда следует, что
ГР ___ гР ___
I /(а)¥’(я) 4а = у /(в)^(в) 4з - 0.

Пусть х 6 Г. Тогда из а) и б) следует, что

[ /(я)^(д) 4з = с - / /(а)^(д) 4з = 0.
Уо 4о

Осюда следует, что /(®)у>(г) = /(х)^(®) = 0 почти всюду на Г. Учитывая 

условие 2), получим, что /(г) = 0 почти всюду на Р. Таким образом, мы 

доказали, что из / £ Н1 следуют условия (И) и (12).

Докажем обратное. Пусть / удовлетворяет условиям (11) и (12). Покажем, 

что / £ Н\. Сначала покажем, что / удовлетворяет уравнению (14) и с = 0. 

Пусть х принадлежит некоторому исключительному интервалу (а,/?). Тогда

(0,х)= и (а4,/?Ои(°’х)и(^П(0,х))-

Следовательно

-У’(г) / ^(а)/(в) 4з + 1р(х) [ ^з)/(з)4з =
7о Уо

ж гР*___  гР*___= 52 +^(®) / ?(«)/(«) лз -
р„<х '/а*

-р(т) / ^(в)/(в) 4з + 1р(х) [ <р(з}/(8) <18 = 0.
•/а

Если же г Е то

(0,х)= □ (а*,Л)и(Рп(0,®)),
Ръ<*

и, как и выше, (14) легко проверяется. Так как интервал вида (а, +оо) по предпо

ложению не является исключительным, то существует последовательность точек 

хп, которые не принадлежат никакому исключительному интервлу и хп —» +оо. 

Возьмем
, , г _ Г /(®)> при х < ®П,

10, в противном случае.
Легко проверить, что /п удовлетворяет условиям (12), /п £ Т>{А) и

А}п = -<р(х} [ ^(«)/п(») 4з + ^(®) / Йя)/п(а) = 0.
4о 4о

Таким образом, / £ Этим завершается доказательство теоремы 3.
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Замечание. Из хода доказательства теоремы 3 видно, что Н\ совпадает с 

множеством решений уравнения (14). Видно также, что если некоторая функция 

/ 6 £2(0, оо) удовлетворяет уравнению (14), то с = 0.

Следствие 1. Отсутсвие исключительного интервала необходимо и достаточно 

для существования обратного оператора А՜1 (Л/ / 0 при / / 0).

Следствие 2. Замыкание Я(Л) области значений Я(Л) совпадает с Но = 

= £2(0,оо) © Я1 и состоит из функций д 6 £2(0,оо), которые на интервалах 

(ак,Рк) определяются следующим образом :

, . Г С4Р(®)| если ®€(а*,Л)д[ X) = \
I Скф(х), если <р(х)=0, х Е(,ак,Рк),

где Ск - произвольные комплексные числа.

Доказательство. Пусть д 6 £2(0, оо) 0 Я(Л), т.е.

(Л/,р) = 0, при всех /6Р(Л).

Это означает, что 

^лОО ГОО />ОО сХ___
' д(х) <1х / У(г,з)/(з) <1з = / /(х) <1х / ^(з)У(з, х) с1з = 0 
о Л Уо Уо

для любой функции /, удовлетворяющей условию (10).

Отсюда следует, что существует такая постоянная с = с(р), что

/ У(з, г)^(з) с!з = с<р(х), 
- ./о

что совпадает с (14), т.е. д Е Н\, Это значит что Но С Я(Л). Соотношение 

Я(Л) С Яо очевидно. Мы доказали, что Я(Л) = Яо.

Вторая часть следствия 2 проверяется с помощью теоремы 3.

Обозначим через £ множество финитных функций из £2(0, оо). Оператор А 

переводит 7>(Л) в Ь. Рассмотрим уравнение

/-ЛЛ/ = 5, д Е Ь, Ае(-оо,оо),

которое равносильно уравнению

/(г) - А Г У(х, з)/(з) Рз = д(х), / Е
(21)
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Так как условия / 6 2>(А) и (/, = 0 эквивалентны, то мы можем написать

((/-АИ)“»^) = (<7,('-ад-М =0,

где
(У1/)(Х) = £у(Х,8Щ8)а8.

Учитывая, что У(®,в) = —И(в, х), получаем следующее условие разрешимости 

(21):
Г00Ф(5,А)= / 5(х)^д(х) с<х = 0, 

Jo

где <рх(Х) ~ решение интегрального уравнения

<рх(х) + А / У(г,5)у>д(в) Нз - <р(х).
70

Поэтому <РХ = (I + АУ)՜1^. Таким образом, функционал Ф(-,А) = (-,<рх) есть 

направляющий функционал для А. Применяя теорему 2’ получаем спектральное 

разложение оператора А.

Теорема 4. Существует неубывающая функция сг( А), А £ (-оо, оо) такая, что 

продолжение по непрерывности отображения

и : д ।—> Ф($, А), д £ Ьо = Но П Ь

есть изометрия из Но в £’(—оо,оо). При этом элемент А/, / £ 1>(А) П Но 

переходит в уФ(/, А) £ оо, оо).
А

Пусть Рнх и Ри,, - операторы ортогонального проектирования, соответ

ственно, на Я1 и Яо- Ясно, что при финитном / Рщ/ и Ян0/ тоже финитны 

(хотя они могут быть 6-финитными, в то время, как / была а-финитной, Ь > а). 

Имеем
Р г ГЛ«).

1с4р(г) или М(г), :сб(а*,Дь),

где

d8
<18

<1з
^:т\^з * или у։(з) = 0 на
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С помощью теоремы 3 легко проверяется, что подпространства Нт. и Но приводят 

оператор А, т.е. из / 6 7>(Л) следует, что РЯо/ б 2>(Л), РЯ1/ е 2>(Л) и 

РЯ1Л/ = ЛРЯ1/.

Пусть Ло/ = ЛРЯо/, / е 2>(Л)ПЯ0. Так как {/ € 2>(Л) : Л/ = 0} С Я1 и по 

следствию 2 Я(Л) = Но, то Лд 1 - симметрический оператор с плотной областью 

определения в Но- В дальнейшем предположим, что

[ (Ив)|2 + 1^(в)|2) <18 = 00. (22)
УО

Теорема 5. При условии (22) хотя бы одно из дефектных чисел оператора Ло 

равно нулю.

Доказательство. Найдем (Лц 1)‘. Пусть функция д 6 Но такая, что для любой 

/ 6 Д(Л) существует д* еН0, для которой (Л^՜1/, д) = (/, д*). Другими словами, 

для любой /1 е Но П Р(Л0) имеем (/1, д') = (А/т.,д). Отсюда и учитывая, что 

У(л,з) = —У(з, г), после изменения порядка интегрирования получаем, что, 

существуют такая постоянная с= с(д) и функция /а, ортогональная к Яо, что

д(х) = с<р(х) - / У(х,з)д*(з) <1з + /з(х).
УО

Легко видеть, что /2(г) = 0. Таким образом, д £ ((Л^՜1)*) означает, что

существуют постоянная с = с(д) и функция д*(х) 6 Яо такие, что

д(а;) = с(д)<р(х) - [ У(х, е)д‘(з) <1з, 
уо

и (Ло г)*д = д*. Рассмотрим уравнение

(Ао'Уд - Хд = 0, (23)

которое равносильно уравнению

9* (24)

Отсюда следует, что д*(х) = Хс<рх(х), т.е. д(х) = с<рх(х). Таким образом, 

дефектные числа оператора А^1 не больше 1. Пусть оба дефектных числа равны 

1. Это означает, что <рх(х) 6 £2(0,оо) для всех А, 1тА / 0 и что оператор 
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Ад 1 имеет самосопряженное расширение. Из последнего следует, что уравнение 

(Ао ')*/ - А/ = Я, т.е. уравнение

/’(г) - А Гс^(л) - [ V(х, в)Г (в) с/а) = д(х) 
\ 70 /

для любой функции де Но при некотором с = с(д) имеет решение /* е Ь2 (0, оо).

Отсюда получаем

Г(х)= (/ + АУ)-1д + Ас1<рЛ(х)> (25)

где С1 - произвольная постоянная. Теперь найдем (/ + АУ)՜1. Легко проверить, 

что

Следовательно

(I + АУ)՜1 _ (7 + АУ)՜1 = -А [(., (., рд)^]. (26)

Пусть Сх — С{1 + АС)՜1 - фредгольмова резольвента оператора С. Тогда из (26) 

следует, что

= (27)

Так как ядра Уд(х,а) и (У*)д(х,а) операторов Ух и УА* треугольны (Уд(х, в) = О 

при в > х и (У*)д(х, в) = 0 при в < х), то из (27) следует, что

14(г, а) = у>д(г)^(а) - ^(г^а), х > а. (28)

Подставляя это выражение в (25), получаем

Л(®) = Х®)~А (у>х(х)ф^8) - г1)х(.х)<р^8)^ д(8)/18 + Хс!<рх(х). (29)

Пусть д - финитная функция такая, что д(х') = 0 при х > а и

/ р(г>д(г) 0.

Из (29) и /*,<рх 6 £2(0,оо) следует ^Д 6 £2(0,оо). Итак, у>д,^д 6 £2(0,оо) 

при любом А, 1тА 0. Легко показать, что если <рх,^х,'Рх> £2(0, оо), то 
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Вольтеров оператор Уд, порожденный ядром Уд(г,з) в L2(0, оо) будет вполне не

прерывным (даже класса Гильберта-Шмидта). Так как очевидно, что оператор 

I — А Уд никогда не обращается в нуль, то оператор

Z + АУ = (Z —АУд)՜1

будет ограниченным в Z2(0,oo). Следовательно

Р = АУ)^Д е Z2(0, оо), = (Z + АУ)^Д е Z2(0, оо),

что противоречит условию (22). Теорема 5 доказана.

Легко проверить (см. [4]), что Ф(/, A), f Е L П Но есть направляющий 

функционал для оператора Aq х. Следовательно, из теоремы 4 и теоремы Крейна 

(утверждающей, что для единственности спектральной функции необходимо и 

достаточно равенство нулю хотя бы одного из дефектных чисел оператора Aq ։) 

получаем

Следствие 3. Спектральная функция <т(А) оператора А единственна.

В частности, если функции <р и вещественны, то дефектные числа опе

ратора А совпадают и их общее значение равно нулю. Следовательно, в этом 

случае оператор Aq 1 самосопряженный ; что было также доказано в [4].

Покажем, что если рд 6 L2(0,oo) и А вещественно, то А будет собствен

ным значением, а <рх - соответствующей собственной функцией оператора 

Aq1. Пусть сначала А = 0, т.е. <р Е 12(0,оо). Так как (А^д,?) = 0 для всех 

д Е ©(Aq1), то из самосопряженности А^1 следует, что ^Aq1^) = 0, откуда 

Aq !<р = 0. Прежде чем перейти к случаю произвольного А, найдем фредгольмову 

резольвенту Ад = A(Z — АА)՜1 оператора А. Так как Af — —V*f для f 6 ©(А), 

то

(Z — AA)-1g = (Z + АУ*)-1д,

т.е. Ахд = (У*)дд, где (д, ру) = 0. Учитывая (26) и (У’)д(г,з) = -(У*)д(х,а), 

получим

/оо______  воо______
Vr(s)g(s) ds + ipx^ / <р^з)д(в') ds
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для тех д, для которых (д, = 0. Таким образом, А> есть однопарный оператор.

Если А вещественно, то Ад симметричен и при этом роль и V играют и

соответственно.

Пусть <рА 6 La(0,oo), 1mA = 0. Тогда по уже доказанному, 0 будет собствен

ным значением, а у>А ~ соответсвующей собственной функцией для замыкания 

оператора
(АаРя0)-1 = Ац1 — А7, те- Ao1v>a = A¥>a.

Заметим, что если <р 6 Д2(0,оо) и выполняется (22), то оператор А не будет 

иметь замыкания. Действительно, из Aq = 0 следует, что существует fn Е

Е Z>(Aq г) такая, что fn —» V и Aq -fn —» 0. Это означает, что при дп = Aq Vn

имеем дп —» 0 и Адп —♦<Р 0.

ABSTRACT. М. G. Krein’s method of directing functionals is applied to 
the isometric operators as well as to the symmetric operators with non- 
dense domain of definition. The results are applied to the one-pair integral 
operators. We obtain their spectral expansions and prove the uniqueness 
of the corresponding spectral functions.
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