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Определяются категории бинаров С7 типа Тис помощью забывающего 
функтора и процедуры вспоминания строятся инъективные функторы 
Т{О,Сг)еР{О,С)т для произвольной категории С и предкатегории О. 
При некоторых ограничениях на тип Т или категорию С эти функторы 
обратимые.

1. а) Рассматривается категория С с конечными произведениями. Это означает, 

что для любых объектов Ао и А1 однозначно определены объект Р = Ао х А\ и 

морфизмы-проекции РроАо и Рр\А1. Эта совокупность называется произведени­

ем Ао и А1, если она удовлетворяет условию универсальности : для каждой пары 

морфизмов ТУшоАо и Р/и^Ах существует единственный морфизм V/ < шо, ^1 > Р 

такой, что < шо, «1 > р{ = ш,- (» = 1,2).

б) Для любого семейства объектов А,-, : = 0,1,...,п и произвольной после­

довательности а = (а1,...,ап) первых п натуральных чисел по индукции мож­

но определить объект Ра и проекции Р“р“А,-, удовлетворяющие аналогичному 

свойству универсальности, которые представляют произведение данного семей­

ства объектов, отвечающее перестановке а. Рассмотрим подпоследовательности 

Р = (&>•••»&) и 7 = (71 >-..,7()> составленные из членов последовательности а, 

соответственно меньших ап и больших ап, с тем же порядком /3,- и 7,-, что и в 

а. Построим произведения (Р^р^А,-, » = 0,1,...,ап — 1), (Р^/А,-, » = ап> —> п) и 

(Р“р^Р^,Р°р“РТ'). Определим

р? _ / если ’ < ап
[р“р/> если ։>°п-
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Согласно свойству универсальности, для любого семейства морфизмов №ш(А( 

(» = 0,1,...,п) существует единственный морфизм 1У < шо> •••, шп >а Ра такой, 

что < ш0> —>«П >а Р? = ։ = 0,1,

Обозначим (/о X /1 X ... X /п)а =< Ро/0|Р1/1> —,Рп/п >а ДЛЯ ПРОИЗВОЛЬНОГО 

семейства морфизмов А{/{В(, » = 0,1,..., п.

в) По свойству универсальности для произвольных двух перестановок а и 

<5 первых п натуральных чисел существует единственный изоморфизм Р°а°Р6, 

удовлетрворяющий равенствам а°р‘ = р“ (ассоциирующий изоморфизм).

г) Пусть А, = А при всех » = 0,1,...,п. Существует единственный изомор­

физм РсЧч> Ра при любой биекции индексов <р, определяемый условиями 4^р“ = 

= р1¥> (переставляющий изоморфизм). В частности, если п = 1, имеем единствен­

ный нетождественный перетсавляющий изоморфизм 4 =< Р1,ро >■

2. а) Пусть (Рр»Л, » = 0,1) - квадрат объекта А. Всякий морфизм РрА 

называется бинарной операцией на А, а пара (Л, д) - бинаром.

б) В конструкции 1.6) положим А,- = А для всех ». Определим РараА 

рекуррентно :

д“ = ((р;/)х(р;^))д.

При п = 2, а может быть (1,2) или (2,1). Соответственно, = (1 х д)д и 

д(2,1) = (д х 1)д, где 1 = 1д - тождественный морфизм объекта А. Операция р 

называется ассоциативной, если

(1 х д)д=а(дх1)д,

где а - соответсвующий ассоциирующий изоморфизм. Это определение уточняет 

определение [1] (см. также [4]).

Из ассоциативности бинарной операции д следует, что а“дг = да при всех пе­

рестановках а и 6 первых п натуральных чисел (свойство обобщенной ассоциа­

тивности).

в) С каждой бинарной операцией д объекта А сопряжена бинарная операция 

д = 4д, где 4 - переставляющий изоморфизм. Бинарная операция, совпадающая 

со своей сопряженной, называется коммутативной.
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г) Морфизм АО В называется постоянным, если иО = уО для произвольных 

морфизмов №иА и №уА.

Объект Р называется финальным или терминальным, если для любого объекта 

А существует единственный морфизм АдАР в объект Г. Все финальные объекты 

категории изоморфны.

Предположим, что категория имеет финальный объект Р. Тогда морфизмы, кото­

рые пропускаются через Р, будут постоянными. Обратно, постоянный морфизм 

Ав В пропускается через финальный объект, если существует морфизм из Р в А. 

Такие морфизмы из Р в А называются точками или элементами объекта А.

д) Постоянный морфизм АОВ называется нейтральным эндоморфизмом опе­

рации д, если

<1,0> д=1=<0,1> д.

Бинарная операция д может иметь не более одного нейтрального эндоморфизма. 

В случае его существования д называется нейтробинарной (или унитарной) 

операцией, а пара (Л,д) - нейтробинаром.

е) В категории с финальным объектом Р нейтральный эндоморфизм в 

бинарной операции д объекта А существует, если существуют нейтральная точка 

Ре А, определяемая условиями

(1хе)д = р1, (ех1)д = Р2.

Нейтральным эндоморфизмом будет композиция в = дАе. Обратно, для нейтро­

бинарной операции д нейтральную точку можно определить равенством е = тв, 

если существует хотя бы одна точка РтА. Таким образом, в категории с фи­

нальным объектом задание нейтральной структуры на бинаре (Л, д) с помощью 

нейтрального эндоморфизма и нейтрального элемента равносильно, если Л имеет 

хотя бы одну точку.

ж) Морфизм Аш А называется обращающим морфизмом нейтробинарной 

операции д, если



Категории бинаров и связанные с ними представления 21

Обращающий морфизм инволюнтен и обладает свойствами

Ош = О, цш = 1 (ш х ш) р.

Ассоциативная нейтробинарная операция р может иметь не более одного обра­

щающего морфизма. Если нейтробинарная операция р обладает единственным 

обращающим морфизмом,то ее будем называть инверсобинарной, а соответству­

ющую пару (А, р) - инверсобинаром.

з) Типом бинара (А, р) - а также операции р - назовем четверку чисел 

Т = (71,Тз, Тз, Т4), где 7} = О или 1 : если для р выполнено условие ассоциатив­

ности, 71 = 1; коммутативности, Тз = 1; нейтробинарности, Тз = 1; инверсоби- 

нарности, Т4 = 1; в остальных случаях 7) = 0. Поскольку Т4 может равняться 

единице только при Тз = 1, получаем 12 различных типов бинаров. Например, 

тип Т = (1,0,1,0) соответствует ассоциативным нейтробинарам или, иначе го­

воря, полугруппам с единицей. Тип Т = (1,1,1,1) соответствует ассоциативно- 

коммутативным инверсобинарам, т.е. абелевым группам.

3. а) Морфизм из бинара (А, р) в бинар (В, р) (бинароморфизм или б-морфизм) 

есть морфизм Аф В основной категории С такой, что (<р X ф)и = ру>.

Если бинарные операции р и и обладают нейтральными морфизмами и , 

будем говорить, что ф является нейтробинароморфизмом (нб-морфизмом), если 

Орф = фОу.

Если р и и обладают к тому же однозначно определенными обращающими 

морфизмами Шр будем говорить, что ф является инверсобинароморфизмом 

(иб-морфизмом), если шцф — фши.

б) Справедливы следующие утверждения.

(1) Для любого бинара (А, р) тождественный морфизм 1л является Ь-морфизмом 

из (А,р) в (А,р). Кроме того 1д есть нб-морфизм (иб-морфизм), если р имеет 

нейтральный (соответственно, обращяющий) морфизм.

(и) Композиция б֊морфизмов (нб-, иб-морфизмов) (А, р)у>(В, р) и (В, Ь')</'(С,«) 

есть Ь-морфизм (соответственно, нб- или иб-морфизм).
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(ш) Нейтральный морфизм Ав А бинара (А, ц) есть нб-морфизм. Кроме того, этот 

морфизм является иб—морфизмом, если д имеет обращающий морфизм.

в) Определим категорию С7 бинаров типа Т (или Т-бинаров), объектами 

которой служат бинары типа Т.՝ а морфизмами б~морфизмы или нб—морфизмы 

(если 7з = 1) и иб֊морфизмы (если = 1). Имеем следующую иерархию этих 

категорий (см. рис. 1) :

рис. 1. Знак с—> означает подкатегорию, а — означает полную под­

категорию.

г) Перечислим следующие свойства категорий бинаров.

(I) Всякий б-морфизм ассоциативных инверсобинаров является иб-морфизмом. 

(и) Мономорфность ( эпиморфность, биморфность) Ар В является достаточным 

условием мономорфности (соотв. эпиморфности, биморфности) бинароморфизма 

(Л, р)р(В, и), а изоморфность АрВ - необходимым и достаточным условием 

изоморфности бинароморфизма р.

(ш) При Тз = 1 С7՞ является категорией с системой нулевых морфизмов (см. [2])

(Л,Д)ВД,Р), вч = рви = в,р,

если для каждой пары объектов Л и В существует морфизм АрВ категории С. 

(1у) Если В ֊ финальный объект категории С, то (В1гВ, ВХрГ) - квадрат объ­

екта В и на В существует единственная бинарная операция 1^, причем (В, 1р) - 

инверсобинар. Он является нулевым (одновременно финальным и кофинальным) 

объектом категории С7 при любом Т.
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(v) Ст - категория с конечными произведениями (напомним, что С - такая же 

категория). Для определения произведения объектов (А, д) и (В, и) в категории 

С7 достаточно наделить произведение А х В объектов А и В в С бинарной 

операцией (д х i/)t = b(p х is), где Ъ - композиция подходящих сочетающих и 

переставляющего изоморфизмов. Заметим, что проекции рд и рв при этом будут 

морфизмами категории С7՞.

4. а) В дальнейших конструкциях некоторые требования в определениях кате­

гории и функтора излишни. Избавившись от них, мы введем более общие понятия 

предкатегории и предфунктора. Для предкатегории мы не будем требовать вы­

полнения условий существования композиции морфизмов (следовательно, ассоци­

ативности композиции), а также тождественных морфизмов. Понятие предфунк­

тора мы получим, отбросив в определении функтора требования на образы ком­

позиции и образы тождественных морфизмов. Таким образом, предфунктор - это 

просто пара отображений для совокупностей объектов и для совокупностей мор­

физмов. Кроме того, мы вынуждены отказаться от требования, чтобы совокуп­

ности объектов и совокупности морфизмов [пред]категории образовывали клас­

сы, чтобы иметь возможность рассматривать [пред]категории [пред]функторов 

из одной [пред]категории в другую ([3]).

б) Пусть С и Т) - произвольные предкатегории. Морфизм ipuip из предфунк­

тора D<pC в предфунктор определяется как система морфизмов

(Х<р) ux (Хф) , X £ ОИ>,

которые при любом морфизме XfY из Т> удовлетворяют условиям

fvUY=uxfii>, если <р и ковариантны,

fv их = иу 1 если ip и контравариантны.

Точно так же определяется морфизм (естественное преобразование) функторов.

в) Предкатегории Pref.(D, С) ковариантных и Pref*(2>, С) контравариантных 

предфункторов из Т> в С определяются, если взять в качестве
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(i) объектов все предфункторы соответствующего типа из V в С,

(ii) морфизмов все морфизмы предфункторов рассматриваемого типа.

Если С - категория, Pref.(2?,C) и Pref*(2>,C) превращаются в категории. 

Если морфизм предфункторов задается системой морфизмов (Х$) vx (Хх), 

X е ОЪТ>, композиция <p(uv)x задается системой морфизмов

Х<р (и«)х Хх = их их (Хх), X е 062?.

Тождественный морфизм <р1у><р определеяется как система тождественных мор­

физмов

xv (iv)x Ху> = (х<р) iXv (х<р), хеоът).

Пусть С и D являются категориями. По аналогии можно построить категории 

Funct,(2?,C) ковариантных и Funct* (2?, С) контравариантных функторов из 2? 

в С. Они являются полными подкатегориями соответственно предкатегорий 

Pref»(2?, С) и Pref* (2?, С).

Далее будем писать С), где под 7 понимается Pref., Pref*, Funct. или Funct*, 

причем последние две возможности реализуются только в случае, когда С и V - 

категории.

г) Финальный объект F предкатегории С определяется точно так же, как 

в случае категории. Каждому финальному объекту F предкатегории С соответ­

ствует финальный объект т = т? предкатегории 7(2?, С) : функтор Т>тС объек­

ту X из 2? сопоставляет Хт = F, а морфизму XfY- тождественный морфизм 

qF = If. Так определяемый предфунктор является функтором в случае, когда 2? 

и С - категории. Он одновременно ковариантен и контравариантен.

Для каждого предфунктора Т><рС систаема морфизмов

(Хр) qXv F, X е OKD

удовлетворяет следующим условиям при всех XfY из 2? :

(9*’)у = f<pQY'P = QXlfi = (?**)х fr - в ковариантном случае,

fv (Qv)x = fv>QX'p = = (?v)y Г ~ в контравариантном случае.
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Следовательно, эта система морфизмов задает морфизм Единственность 

такого морфизма следует из однозначной определенности морфизмов (Х<р) цХч>Р, 

X € ОЪТ>.

д) Если С - категория с конечными произведениями, то существует ассоци­

ированная структура конечного произведения на

Для произвольных объектов 7)<рС и категории Р(Т),'С) определим объект 

Т>{<р х следующим образом. Для любого объекта X предкатегории Т>

Х(у> хф}=Х<рХ Х4>. ՛

Для любого морфизма X/У

= Д, х Д, - в ковариантном случае,

/*’х* _ р> х р!> _ в контравариантном случае.

Если И - категория и у>, гр - функторы, то и <р х V» - функтор. Например, в 

ковариантном случае для произвольных морфизмов X/У и УдХ категории Т) 

имеем

(/<?)^х^ = х = /ч>9ч> * = (,/р х Ла) (,9ч> х 9ф) = /ч>х<]>9ч>х^

и для тождественного морфизма 1х категории 2?

(1х%х0 = (1х)<₽ х (1х)<а = х = 1хч>*хд> = 1х(<рх<1>)-

Аналогичные соотношения выполняются в контравариантном случае. 

Проекции (<р х $)Рч>ч> и (уз х задаются ситемами

(Рм>)х = Рх<р и (р^)х =Рх^> X € ОЬТ).

Для любого морфизма X/У категории они удовлетворяют следующим услови­

ям :

Д»х,А (Ру)у = (р^)х ЛрхчА (р՝а)у = (р^)х ~ в ковариантном случае, 

(р^)х = (р<р)у (р^)х = (р^)у - в контравариантном случае.
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Проверим универсальность (<р х V».Для морфизмов х^Р и Х™1> категории 

/■(Р С) морфизм % < и, V > <р х определяется как система морфизмов

< и, V >х=< >, X 6 ОИ?,

согласованная со всеми морфизмами X/V из Т> :

< и, V >у=< и, V >х - в ковариантном случае,

/х < и, V >х—< и,« >у - в контравариантном случае.

Согласно определению < их, «х >> равенства

< и, V > = и, <и,и> Рф = Ь

эквивалентны, соответственно, системам равенств

< и,« >х (Рч>)х = их’ <и,н>х (р^)х = их, ХеОЪТ).

Единственность морфизма х™ (<Р х ^)> удовлетворяющего равенствам и)рч> = и, 

шр^, = и, иначе говоря системам равенств

У)хРХч> — их, н>хРхф = »х, ХеОЪТ),

следует из единственности =< их,^Х >■

В дальнейшем, если С - категория с конечными произведениями, считаем, что 

^■(Д, С) - категория с индуцированными конечными произведениями.

5. Ковариантный забывающий функтор с из С7 в С

(1) объекту (Л, д) из С7 сопоставляет объект А из С,

(п) морфизму (А, р)д(В, и) сопоставляет морфизм АдВ.

Он индуцирует ковариантные забывающие функторы Ст)о7'(1>, С) пе­

реводящие

(1) объект <р из С7՝) в объект у> = <рс из Т{Т), С),

(и) морфизм из в морфизм из ^(Р.С), задаваемый системой

морфизмов

(Х^)шл-(Х^), ХеОЪТ),

т.е. ше = щ.
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6. а) Пусть С - категория с конечными произведениями, Т> - предкатегория, 

С) - категория с индуцированными конечными произведениями.

Бинарная операция (<р х <р) на объекте Т><рС из У(2?, С) есть система морфиз­

мов

X (<р х <р) Х<р = (Х<р х Х<р) цх**?, X € ОЫ>, 

согласованных с морфизмами X/У из 2?, т.е. удовлетворяющих условиям

Л>х? (Му)у = (Ду)х Л>> в ковариантном случае,

/*’х* {цч>)х = (Ду)у /*’, в контравариантаом случае,

или с учетом того, что Д,Ху = Л> х /у> /*’**’ = Г՞ х /ч>, в эквивалентном виде, 

условиям

(Л> X 4>) (Ду)у = (дФ)х /у, в ковариантном случае,

(/'р х /*) (М(р)х = (л*<₽)у Г՞! в контравариантном случае.

Последние суть условия бинароморфности /у и относительно бинарных опе­

раций цХч> и цу,,,.

На основании вышесказанного можно сделать следующий важный

Вывод. Каждому объекту <р из ^(Р, С°) сопоставляется бинарная операция дф 

объекта = <рс из Т{Т>, С). Следовательно, существует естественное отображе­

ние из ОЫГ(р, С°) в ОЬТ{Т>,С)°, которое отображает в (р.д^) (заметим, что 

О = (0,0,0,0)). Обратное отображение из 06^(27, С)° в О^(Р,С°) определяется 

следующим образом. Для любого элемента (<р,цч>') из ОЪЗ-ф,С)° соответсвую- 

щий элемент <р из ОЬР(Т>, С°) определяется условиями

(1) Х$ = (Х<р, (ду)х) для объектов X из 2>,

(и) = Д, или /* = /*’ для морфизмов Х/У из Т).

б) Ассоциативность бинарной операции д<р, т.е.

(1у х Цч>) Ич> = а (,Ич> х 1^)

означает ассоциативность бинарных операций дхф

(Ьгу х дху) дху = ах<р (их<р х 1ху)дху, X Е ОЬТ>.
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Аналогично коммутативность — Ц<р операции суть коммутативность всех 

РХч> :
1хч>^Хч> = х О6Д.

Поэтому вывод остается верным, если тип 0 заменить произвольным типом Т с 

Т3 = Та = 0.

в) Нейтральный эндоморфизм 9^ операции задается системой эндомор­

физмов категории С

(А» (^)х (Х<р) = (Х<р) 9Хч> (Ху>), X £ ОЬТ>,

согласованных с морфизмами Х/У категории Т) :

/<р9уч> = 9х<р/у>, в ковариантном случае,

= 9уу>Г> в контравариантном случае.

Нейтральный эндоморфизм в,р должен быть постоянным морфизмом категории 

/■(Д.С), т.е. для любых морфизмов три<р и трмр этой категории должно выпол­

няться равенство = ъ9ч>. Другими словами, для произвольных двух систем 

морфизмов

(Х^)их(Х^), (х^х(х<р), хеоьт>,

согласованных с морфизмами X/У категории V :

=их/ч>> !ф^У ~^х/ч>, в ковариантном случае,

Р^их =^уГр> Г^их =пуГр> в контравариантном случае

должны иметь их9Х1р = их9ху>-

Последние условия выполняются, если все 9Хч> - постоянные морфизмы катего­

рии С. Следовательно, в этом случае 9^ - постоянный морфизм. Вопрос о пра­

вильности обратного утверждения “если 9^, - постоянный морфизм категории 

Т(Т>,С), то 9Х։р - постоянные морфизмы категории С для всех X Е ОЬТ)” оста­

ется открытым.
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Условие нейтральности эндоморфизма 0^,

< ^7* > > Му։ “ > Р'^>

эквивалентно условию : для всех X £ ОЬТ>

< Охч> > Рх* = 1ху> =< 9хч>, 1х<р > Рх<р,

т.е. все 6хч> ~ нейтральные морфизмы.

Таким образом, только первое отображение в выводе существует для типов Т с 

Тз=1.

г) Обратное отображение вывода для типа Т с Тз = 1 существует в 

предположении, что С - категория с финальным объектом и все ее объекты имеют 

хотя бы одну точку.

Действительно, если Р - финальный объект категории Сит- соответсвующий 

ему финальный объект категории Р(Т>, С), то условия

(1у X Е<р) Рр — Р1, х 1^) = рз,

определяющие нейтральный элемент те^р бинарной операции эквивалентны 

условиям

(1хм> х еху)РХч> = Р1, х Ххр) рх<р =Р2> ХеОЪТ).

Это означает, что для любого X £ ОЬТ), Рех^Хр - нейтральный элемент 

операции рх<р-

Пусть (р^р^) - объект категории ^(1>,С)Т с Тз = 1. По нейтральному эн­

доморфизму Ор операции рр и произвольной системе точек Рзхр (Хр), где 

X £ ОЬТ), строится нейтральная точка тер операции Рр как система компо­

зиций ех<р = «Хф (0р)х> X Е ОЬТ). Эта система согласована с морфизмами X/У 

из Р, поскольку в ковариантном случае

ЕХ1р/<р = 8Х1р^Х>р/։р = вХ։р/։р^У<р = 8¥>р^У1р — /т^У>р-

Аналогичные равенства верны в контравариантном случае. Согласно 2 е) имеем

Ех<рвхч> = 8х<рвх?()х<р = 8Х<р (№)х>р = вХч>9хч> = ех<р, X £ ОЬТ). 
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Поэтому е = ев. Следовательно, е - нейтральная точка. Согласно 6 г), для любого 

X 6 ОЬТ) точки ехч> “ нейтральные. Следовательно, согласно 2 е), для операции 

цХ1р нейтральны эндоморфизмы 9ху = д^ехр-

д) Обращающий морфизм ух^у^ нейтробинарной операции д^, определяемый 

условием

< 1у,^у > Ду ~ в^ —< сиу, 1у > Ду,

есть система обращающих морфизмов («у)х = шх<р нейтробинарных операций 

= цху> объектов Х<р, X € ОЬТ), согласованных с морфизмами Х/У 

категории V :

мху/? = /уыУу> если <р ковариантно,

Г^Ху = ^Ур/4’, если <р контравариантно.

Поэтому в отображениях вывода тип 0 можно заменить общим типом Т в 

предположении, что для Тз = 1 объекты категории С имеют хотя бы одну точку.

7. а) Условия согласованности морфизма категории ?(Т>, С) с бинарными 

операциями Ду, д^, а также с нейтральными эндоморфизмами 9^,9^, и обрашя- 

ющими эндоморфизмами Ыу, Шф этих операций (в случае их существования) :

(ш X ш) Цф ~ ДуШ, и>9ф = бу Ш, ШЫф = шфги

соотв. эквивалентны условиям согласованности морфизмов (Х<р) wx кате­

гории С с бинарными операциями дху, дх^, их нейтральными 9Хч>, 9Хф и обра- 

щяющими эндоморфизмами шху> ихф (при условии их существования) :

(wx X Шх)ДХ</| = ДХуМХ, У>хвхф = 6xyWX, WxWx^ = ШХуШХ, X е ОЬТ).

Поэтому, если ш - морфизм категории Т(Т), (^), то сопоставляемый ему морфизм 

ше принадлежит категории 7'(2>,С)Т. Обратно, если 7з = 1 и категория С удо­

влетворяет условиям 6 д), то всякий морфизм w категории ?(Т), С)т индуцирует 

морфизм категории F(l), Определяемые таким образом отображения между 

Мог^Р.С7) и Мот5-(®.С)Т взаимно обратны.
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Теорема. Отображения

оъг(т>,ст)эё-* (<?,pv) еоь?(т>,с)т

MortFfV, Ст) Э <pwi> —♦ ($о, pv) wc (ip, p^) 6 MortFfp, С)т

инъективны и определяют ковариантный функтор CT)eJ’(7?,C)T. Этот 

функтор обратим, если (i) Тз =-Т4 = 0 или (И) в категории С существует фи­

нальный объект F и морфизм из F в любой объект С.

Теорему можно обобщить на случай произвольных алгебраических систем над 

категорией С.

ABSTRACT. Categories С7 of binars of the type T are defined. Us­
ing a forgetful functor and a recovery procedure injective functors 
J'(Z)lCT)eJ’(f)1C)T are constructed for arbitrary category C and precatego­
ry D. Under some restrictions on the type T or category C these functors 
become invertible.
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