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Статья обобщает известный результат Мандельбройта о существова­
нии бесконечно дифференцируемой на [0,1] функции у>(х) £ 0, удовле­
творяющей условиям 1) ¥>(п\0) = ^п)(1) = 0 для всех п и 2) |^п)(х)| < 
< (8е)”тп, где {гПп} - заданная последовательность. Условие 1) заме­
нено условием /01 р(п+1)(^) 1п~^ <И = 0, ^"\1) = 0, п = 0,1,2,..., где числа 
О < Цк < п необязательно целые.

если для некоторого а
ОО

§1. ВВЕДЕНИЕ

Для любой последовательности {шп} положительных чисел определим

{пч}) = зир ֊, (1)
п>0

Запишем
[°՞ 1пТ(г, |тп}) <
] т* 

1пГ(г, {шп}) 
----- *— — аг сходится.

тл
Следующая теорема по существу принадлежит Мандельбройту ([1], стр. 24; [2],

стр. 105).

Теорема А. Из сходимости интеграла (2) следует существование функции

0 ։р € С°°(0,1], удовлетворяющей условиям

1) = ^”>(0) = 0, п = 0,1,... (3)

2) |^п+1)(«)| < сЦтп+к, я = 0,1,..., <6 [0,1]. (4)

В настоящей работе мы доказываем ряд утверждений, обобщающих этот ре­

зультат. Сначала заметим, что 1) можно заменить эквивалентным условием
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^(п)(1) = О и I ^п+1\<) *”-к Л = О, к = 0,1,..., п, п = 0,1..... Поэтому возни-
Уо

кает вопрос : какие условия, наложенные на последовательности {д^}, {т„}, где 

мы предполагаем, что

О < Д1 < Д2 < < Мп < •••> М»+1 ~ (5)

/ ^п+1)(*)*п-"‘Л = 0, 
о

(6)

обеспечивают существование функции 0 ф. <р 6 С°°(0,1], удовлетворяющей 

условиям

<р(п>(1) = 0 и

для любых 0 < Д4 < П, п = 0,1, 

|у,("+1)(<)|?<сЛ?1пп+1, *6 [0,1], 0 < 6 < ֊, п = 0,1. (7)

Заметим, что (6) интерпретируется так же в терминах производных дробной 

степени. Подобные задачи рассмотрены в [3] для (0,оо), см. также [4] — [7].

§2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ПОНЯТИЯ И ТЕОРЕМЫ

Выберем р > 1 и положим Мп = тп3₽՜1. Очевидно, тогда

гпп = Т(г,{тп}) = [Т«МП)]1//5, Д = 2д-1 (8) 

и в смысле одновременной сходимости

~1пТ(г,{тп}) 1 Г“1пТ(г,{Мп})
------- --------- ЙГ-^2/ ~г~+173 ' Лг (9)

Определение 1. Последовательность р = {д„}, удовлетворяющая условию (5), 

принадлежит классу А(1/о>), ы > 0, если функция

= С = ' + ЧЬ уе(-оо>оо) (10)

удовлетворяет условиям :

1) при а > 0 

|С(С)1 = |С(а + 1У)|<соее‘», (11)

2) при а < 0 вне кругов + Ш1/1 < 6 <
4

|С«)|<С(5)ее*И, (12)

где числа со > 0 и С1 > 0 не зависят от а и у.
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Определение 2. Скажем, что последовательность ри, удовлетворяющая усло­

вию (5), принадлежит классу А*(1/у), если сходится ряд

Е֊ (13)
Ри

И

аи = ру — ши = 0(р6), 0<5<^, и —» оо. (14)
А!

Теорема 1. А* (1/у) С А(1/ш)՜.

Доказательство. Согласно (13) и (14) сходятся ряд и бесконечное произведение

Ру — ши 
циши 1

ОО у п 
р=1 ՝

— ши
Др

Следовательно для оценки |С(0| мы должны оценить сверху

10(01 =
°° I Л

ПРу + С 
ши + £ 
У=1

< = ст + »у, у е (-00,00).

Начнем со случая ст > 0. Имеем

|ё«)1 = П ру + ст + су 
ши+ сг + {у

СО=п
р=1

(ру + ст)3 - (ши + ст)3 
°р(у)

1/2
< ехр /%, Л 

( 2 5(0-, у) I,1 +

где Оу(у) = (ши + ст)3 + у2, а

Я(о,у) = £ 
р=1

(Др - О>1/)(ру + сир + 2ст) 
Ор(у)

_ о у Р» - М°) , у (Др ~ Ц*)2 МО) /1Кх

срр + ст Оу(у) (ур + ст)3 а„(у)'

Оба ряда справа в (15) сходятся равномерно относительно ст > 0. Следовательно,

ряд 5(ст, у) равномерно сходится. Этим доказано (11) для ст > 0.

Расмотрим случай ст < 0. Представим |С?(ст + ։у)| в виде

где

1<5(ст + »у)| = П(о+*у)֊П(ст + »у)
1 2

П(ст + »у)= П 
1 ыр<—с'а

Ру + СТ + >у 
ши + а + »у с' > 1, 0 < 6 < шт |шр + ст + ։у|,
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П(*+чО = п 
2 шу>- с։а

Ри_+_ст֊Му
ШУ + СТ + »у (16)

и заметим, что

П(а + *») П
I ш1/<—с'а

(с*°՜)2 + у2 \ 
(ст + шу)3 + у3 )

(֊<^)
|ст +ол>| < 2~с-°.

По аналогии с биномальным коэффициентом, с» > 0 не зависит от ст и у. Оценку 

сверху для | ПзС0՜ + *У)1 можно получить тем же путем, что было сделано для 

ст > 0. Теорема 1 доказана.

Теорема 2. Из сходимости интеграла (2) следует существование функции 0

<Ро(х) е С°°(0,1], удовлетворяющей условиям (6) и (7) для любой последова­

тельности {р„} 6 4(1).

Доказательство. Положим

где

ехр^с^^Ч,«)
---------- 7---- - ® 4 “С х > 0, ст > 0, (17)

Ч.К) = П^=ф(֊с
у=1 ’ '

Предполагаем, что N > 0 достаточно большое, а > 0 выбрано так, что

Я,(1.°г) = °-

Рассмотрим функцию

= / = £ ^^(р^р ։ 6(0,1], ст > 0, (18) 

которая удовлетворяет условиям теорем А и 1, ./V > 0 - целое число.

Из (18) следует, что

^”+։|М = ^1։>(п+։)(֊) я,(։,<')<-“-1֊ = »-“-1£у'"+1>(։)г„ (|.<г) л.
(18)

Интегрируя (19) по частям, находим

^п+1)(х) =

= х~п~\н (р^) *’(п+1)(*)|<1=в֊«-п-1/1»’(я+а)Мя,м (р^) *п+1л. (20)



Построение бесконечно дифференцируемой функции с ... 9

где

х \ _ 1 Га+‘°° ехр
Л՝а) 2т» Л-.оо С(С + п + 1) о՜ > О, х е [0,1].

(21)

Из равенств (10) и (21) следует, что д1 „ (р0՜) = 0 ПРИ Д 6 А(1) и 0 < I < х.

х *• 1( Ф;,

Следовательно, после перехода к пределу в (20), получим

^П+1)М = -X-"-1 £?(П+3Ш1 (р<г) Г+1 Л, (22)

где $4”+1)(г) и 91 (р0՜) “ пределы уХп+1) и д1Н соответственно при N —»+оо.

Докажем, что функция ^о(г) из (22) не зависит от п. Интегрируя (18) (п + 2) 

раза по частям, получим

^(®) = (-1)п+2£»»(п+3)(<)^ (р') *П+1Л. (23)

где

(Мм-гЦ]. ')*-*• (“)
Отсюда при N —» +оо следует, что

Й>(*) = (—1)”+։ ^п+2Ч^дп (|,<г) 4П+1 Л. (25)

Следовательно, <ро(х) не зависит от п. Сравнение (22) и (25) показывает, что 

^о"+1\®) = У’о՞* 1\х)1 и поэтому 9?0(я) = <Ро(х) не зависит от п.

Докажем теперь, что <ро(х) - искомая функция теоремы 2. Из (22) получим

Очевидно

4”+1)(г) хп՜^ <1х =

Г1 Г*
= Пт / ^п+։1(<) 4п+1 Л / г՜'“՜1 £1 (г/£, а) Фе.

*-*°+ Л 7«
(26)

и
Л($) = / г-д*-101 (г/^ст) «/г = 

J6
_ 1 Г+€о° ехр (-</<) С(С)<< 
_2™Л-։оо С(С + п + 1)(С + м*)

=_<-М‘11=д ^ = 1^,^-1^,6, а),
(27)

где

1^(4, х, ст) =
х՜^

2тг{ а-1оо £(С + П+ 1)(С + Д*)
(28)
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Имеем /к(*,1,ст) = 0, так как контур интегрирования можно замкнуть в правой 

полуплоскости, где подынтегральная функция стремится к нулю со скоростью 

О(1/К|3) ПРИ С-»00-
Возвращаясь к (26), будем иметь

Л»,* = 1Ш1 ^п+а>(4) Г+14(*, 6. ст) Л.
1 «-»0+

(29)

Так как = 0 при 0 < I < 6, то нижний предел интегралов (29) можно 

заменить на 0, т. е.

Л.4 = 1Ш1 [' <р^+2\1) Г+1 Д (4,5, а) Л.
(30)

Заметим, что

(3.)

где < Р*+1> Д* < п-

С другой стороны, у>(4) удовлетворяет условию (3). Поэтому после подстановки 

(31) в (30), получим

•/п,к = ^Нп1^7^п,4(^։ “О’։)։ (32)

где

яп,4(«,֊^)=*-д‘
Г1 . . 1 /—<'ь+«оо
I ^^*1/
О Х7г» У—аь—|'оо

ехр (-(/() С(С)«Д-С
<Ж + п + 1)(С + Мк)

Так как Ле(-( — ць) = 0> — Р* > 0, то

|5~С-я*| — я» о, при 6 —♦ 0 и |4{| = 4 <7‘, о><п4-1.

Таким образом, 1йщ_о+ Яп,ь(6, -а^ = 0.

Следовательно, функция <ро(в) удовлетворяет условию 1 теоремы 2.

Что касается условия 2, то из (22) (где заменяем ст на — стп) следует неравенство 

|Ро”+1)(®)1 < ®՜”-1 [ |р(п+2)(4)|4п+11^1 (г/*,-стп) | А < сехр (с^тПп+гх՜1, 

(33) 

где 0<6 = п4-1 — стп< 1/2, а константы с > 0, сх > 0 не зависят от х и п.
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Следовательно

|р(оп+1)(г)|х‘ <ch4m„+1, п = 0,1,2,..., хе (0,1]. (34)

Определение 3. Для последовательности {р„}, удовлетворяющей условию (5), 

определим Ф(н, {р„}, (а.оо)) и Ф(и, {pF}, (0,1)) как классы функций a(t) 0, 

непрерывных на (а, оо) или (0,1) соответственно, удовлетворяющих при всех 

х > 0 и 6 > 0 условиям

ЛОО ГОО
/ a(t)t**֊di = 0; р=1,2,..., 0< / |a(t)|tx dt < со(5) ее*х v(x + 6) (35) 

Ja Ja

И

г1 г1/ a(t)r*‘֊dt = 0; м=1,2,..., 0< / |а(*)|ГхЙ < c0(6)e'iXv(x + S). (36) 
Jo Jo

Известная теорема Фукса (см. [2], стр. 130 или [8]) налагает некоторые условия 

на функции u(z), при выполнении которых класс Ф(и, {др}, (0,оо)) не пуст.

В настоящей работе мы устанавливаем аналогичные результаты для классов 

$(«, {Mf}> (1. оо)) и Ф(ю, {д„}, (0,1)).

Определим функцию

v(x) = п(п) = при ж G [я, п+1), п = 0,1..... (37)

Тогда для г > 0 имеем

ra(p-i)x r2(p-i)n
У(г) = sup ——- < sup -y-r- = Vo(r) = [T(r, {m„})](₽ ), (38)

։>0 «W n>0 V(n)

где T(r, {nin}) определено в (1). Так как сходится (9), то

(а)

Итак, все условия теоремы Фукса выполнены, и следовательно, для р > 1 
f I/ 1

Ф(н, <!----- -  > , (0, оо)) не пуст.
(Р- 1J

Теорема 3. Пусть функция v(x) зависит от последовательности {пч}, как в 

(37). Тогда из сходимости (39) следует, что для р > 1 класс Ф(у,{и/(р — 1)}, 

(1,оо)) не пуст.
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Лемма. Предположим, что для функции о(х) > Он числа, ы > 0 класс 

Ф(«, {ы1/},(0, оо)) не пуст. Тогда существует функция «.(х), удовлетворяющая 

условию
V, = и.(х) < С!С; н(х), (40)

где С1 > 0, С2 являются константами, не зависящими от х, для которых класс 

Ф(н., {«։/}, (1,оо)) не пуст.

Доказательство. Сначала докажем утверждение для ш = 1. Согласно теореме

Фукса, существует функция д(1) £ Ф(и, {։/}, (0, оо)), для которой 

дЦЦп&

Следовательно

0, п = 0,1..... (41)

д® (1 + 4)" А = р (”) А = 0.
(42)

Из (42), используя I + 1 = 4' и а(4) = д(1 — 1), получим

( 5(4)(14-4)п <П = [ а(4)4пА = 0. 
о Л

(43)

Из определения класса Ф(п, {у},(0,оо)) получаем

0 < Г |а(4)| е А = Г |$(4)| (4 + 1)’ А < 2х Л |^(4)| А+ 
У1 Уо Уо

|5(4)|4Х(Ц- 1/4)х А < 2х
г 1 гоо
I Ь(*)|Л + / |<7(*)|г® А
о У1

< с2хи(х). (44)

Теперь обратимся к случаю с общим ш. Имеем

[ д(г)гшк<П = О, к = 0,1..... 0 < /’°°|<?(4)|4ХА < п(х). (45)
о Уо

Это означает, что

гоо >00 гоо
0 = / д(1)Гк(И= / д(?'ш)--------1к(Ц= / 51(4)? А, * = 0,1,2,...

Уо Уо ш Уо
(46)

С другой стороны

Г°° , Г°о /1/ы—1 гоо
<*')> |5(*)|?А=/ |5(41/-)^------- 4Х'/"А= / |51(4)|4хА,

Уо Уо ш Зе
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где х = х' /ш. Следовательно

/ 1$1 (*)1 ** Л < х(х>) = «(«х). (47)
70

Согласно этой лемме, из (46) и (47) следует существование функции а, Е

Е Ф(о., {*/},(!, оо)), где и.(х) < с2'и(ыг). Итак, имеем

ЛОО [ОО
/ а.(4)4*Л = 0, 0< / |а«(4)|4։ Л < с2ху(шх). (48)

Л

С помощью замены переменной I = 1'ш, получим

/°°а1(4)4и*£44 = О, 0< / |а։(4)| Iх И < с2®п(г + 1). (49)
71 71

Мы доказали, что если существует функция, удовлетворяющая условиям (46), 

(47), то та же функция удовлетворяет условию (49). А существование функции, 

удовлетворяющей условиям (46), (47) следует из теоремы Фукса.

Последовательность {шд} составляет арифметическую прогрессию, поэтому, обо­

значая О1(4)42ъ' = а(4), можно получить следующую разновидность теоремы 3.

Теорема 4. Из сходимости интеграла. (39) следует существование функции 

О а(4) € С(], оо), которая удовлетворяет условиям

[ а(1՝)1шк <И = О, 0< / |а(4)|4® <44 < сЛ®п(г + ко)> (50) 
71 71

где ко = 2ы, к = —1,0,1,2,..., ш = 1/р — 1.

Из теоремы 4 путем замены 4 = 1/4' получим следующую теорему.

Теорема 5. Из сходимости интеграла (39) следует существование непрерывной 

на (0,1) функция а(4), которая удовлетворяет условиям

Г1 Г1/ а(4) 4՜"* <44 = О, 0< / |а(4)|4“®сЙ < с(ло)2®п(х + /со)> ® > О, (51) 
7о 70

где к = -1,0,1,2,... и ко = 2ш, ш = 1/(р — 1).

Мы докажем разновидность теоремы 5 для класса функций Ф(п, {д„}, (0,1)), где 

{д„} - произвольная последовательность из А(р— 1), р > 1. Рассмотрим функцию

Г1 <44ао(з) = / а(4)^(®/4, ст) —, х 6(0,1], (52)
7- х
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где a(t) удовлетворяет условиям теоремы 5 и

-.ОО

(53)

Метод, применяемый в теореме 2, дает

1

о
x~ß* dx = О, * = 1,2,... (54)

Что касается неравенства (ср. с (51)), мы заменяем нижний предел интеграла в 

(52) на 0, так как д(х/1, сг) = 0 при 0 < I < х. Далее, для -(я + 1) < -стп < -п 

имеем
•Дл хки

g{x/t, "•) = X, “t ТйГ + «(»/<»-<г")
*=-i

и
[ а(*)Г“*Л = 0, k = -1,0,1,..., |fl(z/t,-стп)| < се'1” (z/tf“ . 

Jo

Это значит, что

и Г1а0(х) = / a(t)g(x/t, ст) dl = / a(t)g(x/t, -стп) dt.
Jo Jo

Поэтому, для \х' - стп| < 1/2 имеем

/■1 ։ /-1 Я
/ |ао(х)| z-= dx < с / z՜® +в՞ dx / |a(t)|t_ff" dt < сос"«(стп + 1). 
о Jo Jo

Мы доказали, что 0 a0(t) 6 Ф(п(г + 1), {д„}, (0,1)), где {д„} G А(р - 1),

и = 1,2.....Сформулируем этот результат в виде теоремы.

Теорема 6. Из сходимости (39) следует, что класс Ф(п(г+1), {др}, (0,1)), р > 1, 

{д„} 6 А(р — 1) не пуст.

Теорема 7. Из теорем 2, 6 следует существование функции 0 <р(1) 6 С°°(0,1), 

удовлетворяющей условию (6) и следующей разновидности (7)

|y>(”+1)(t)| х6 < cc?v(n + 2)mn+2 < сс?Мп+а, (55)

։е[0,1], 6 е (0,1/2), я = о,1,...,

где mn, Мп и и(п) определены в (8), (37)

00 = W = {м'} U {р"), {/<} П {р"} = 0,
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{Х,}еЛ(р-1), U'}eA(i), Р>1. (56)

Доказательство. Согласно условию (56), {д*} £ А(р). Рассмотрим функцию 
Z1 

4>0(x/t)a(t)dl. (57)

Из (57) следует, что
^n+1>(x) = jf1 ^n+1\x/t) i֊"՜1 a(i) dt. (58)

Из (57) и (58), после изменения порядка интегрирования, будем иметь
[' р("+։)(х) dx = [' a(t)t~n~l dt [ <p^+1\x/t) xn-^ dx. (59)

Jo Jo Jo
После замены переменной x = tx', получим

[' <p^+1\x/t) dx = tn+1՜^ [' ^n+1)(x) xn՜^ dx.
Jo Jo

Таким образом, из (59) получим 
г1 Г1 Г1 i \/ <P<֊n+1\x)xn-li-dx= / a^t-^dt ^”+1)(z)in-'“dz. (60)

Jo Jo Jo
Так как наша последовательность удовлетворяет условию (56), для д* £ 04}> 

то выполнено условие (54) и для pt £ {р'/} имеем

Из (60) следует условие (6).

Из (58) следует
|^("+1)(^)| < X-6 1 |р<Г+1) (х/1) (|) ‘ Гп~՝+‘ М<)| Л < + 1-6).

Доказательство теоремы 7 завершено.

§3. ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ

Теорема 8. Пусть последовательность {р„} £ А(1), если р = 1, и удовлетворяет 

условию (56), если р > 1. Тогда из сходимости интеграла (9) следует существо­

вание функции 0 >р £ С°°(0,1), которая удовлетворяет условиям (6) и (55).

В самом деле, из сходимости интеграла (9) следует сходимость интегралов (2), 

(39), поэтому справедливы теоремы 2 и 7, а потому и теорема 8.

Доказательство теоремы 8 непосредственно не переносится на случай по­

следовательности {к/р}, р > 1. Однако она справедива и в этом случае, но с 

небольшим изменением доказательства.



16 Г. В. Бадалян

Теорема 9. Из сходимости интеграла (9) следует существование функции 0 £ 

9» 6 С°°(0,1), которая удовлетворяет условиям (6) и (55) для последовательно­

сти рь = к/р, р > 1.

Для построения искомой функции рассматривается функция

Г1 <Й*’0.А,(®) = ]х хе10>1ь (61)

где <р(1) определена в теореме 8

•< уа+«оо
= с“е'*<Чо,м(О‘՜^ (*О>3), (62)

£^n*Ja—ico и

*-*<> ( ы ( с\ г\-1
Ч „Ю = П (1 + (Х)/")«Р(-РСМ П 1 + ֊7 ехр (֊֊) , (63)
” м=1 \»=1 4 Р*' /

где — Р1 < <г < Р1. После трехкратного интегрирорования по частям в (62) со­

вершается переход к пределу при /У —»оо. После этого, повторяя доказательство 

теоремы 2, получаем требуемый результат.

Замечание. Используя метод, применяемый при доказательстве теоремы 2, 

можно получить разновидность теоремы 9, где последовательность {к/р}, р > 1 

заменяется обшей {р„} 6 А*(р).

Теорема 10. Если функция О <р Е С°°(0,1) удовлетворяет условиям (6) и (55), 

где р = {рк} б А*(р) для р > 1, то сходится интеграл (9).

Доказательство. Возьмем {мь} = {к/р} и

1 /•а+«оо ( /(■ ч

= *՛ ։>0՛
где

впО^ехрбг^Ч՜1') И (1“€)ехр(»1 

\ |»=1 / и=п+1 ՝ ' ՝ J

««) = П(1+г)։ о<1/₽<А1<Аа<.., 52г<0°-

Рассмотрим преобразование (см. [9])

0^/М= [ Ро(^,о-)*’(<)у= / Ро(^,о-)^ / ¥>(п+1)(г)(г-*)пйт.
Л ։ п! /о * .к
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Согласно (6) и (55)

О = ÉJ- [ ^п+1)(т) pn(zt, <rn) dr, 
n! Jo

О < п — k0 < дп < п.

Следовательно, для | argz| < ß ir/2, И > 1, ß = 2р — 1 получим

О * /(*) < ciffiAfn+i 
И"’ (64)

Так как /(я) 0, то интеграл (9) сходится.

ABSTRACT. The paper generalizes the well-known result of Mandelbrojt 
on the existence of infinite differentiable in [0,1] function ÿ>(z) =£ 0 which 
satisfies the following conditions : 1) y/n\0) = ^n\l) = 0 for all n and 
2) |^(n)(a:)| < (8e)nmn, where {nin} is a given sequence. The condition 1) 
is replaced by ^(n+1)(t) t”-**» dt = 0, ^n\l) = 0, n = 0,1,2,... where the 
numbers 0 < pt < n are not necessarily integer.
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