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Весовые 5-интегральные представления гладких фупкций, начиная с семи­

десятых годов, играют важную роль в многомерном комплексном анализе и име­

ют многочисленные приложения. В частности, такие представления эффективно 

применяются для получения явных решений 3-уравнения. В исследовании ав­

тора, частично опубликованном в [1], получены новые весовые 3-интегральные 

представления для функций, гладких в единичном шаре Вп и в пространстве С”. 

В связи с этим исследованием оказалось необходимым установить ряд тождеств 

для сумм биномиальных коэффициентов и функций Эйлера. Поскольку эти ре­

зультаты представляют самостоятельный интерес, мы решили представить эти 

тождества с их полными доказательствами в данном кратком сообщении.

Предварительно введем некоторые обозначения. Через С* обозначим бино­

миальные коэффициенты п1/к\(п — Л)!, а через Г, В - общеизвестные функции 

Эйлера. Если функция /(г), х > 0, измерима и принадлежит Л1 [0, /] для любого 

I > 0, то при р = 1,2,... полагаем
£>-”/(*) = Н7-Т Г ~ Л1 Г Лз Л Аз... Л * Дт) <1т,

1 (Р; Уо Зо 7о Уо Л
2)-0/(х) =/(х), х>0.
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Легко видеть, что

^-{£>֊₽/(«)} =/(»), т > О

для любой непрерывной функции /(г), х > 0. При р = 0,1,2,... и у > — 1 

справедливо следующее полезное соотношение :

Г Х1 1 х"г+р ” 1г(7 + 1)}՜ г(7+р+1)’ х>

Предложение 1. Если п>1 иа> -1,то

Доказательство. Обозначив левую сторону равенства (1) через А, рассмотрим 

функцию

у>(х) = V ь С՜1)* , х > 0.
^ок + а+1

Очевидно у>(1) = А, р(0) = 0 и

п—1
<р'(х) = у (-1)*(7*_1х*+в = х“(1 - х)՞՜1, X > 0.

4=0

Тем самым

,1 Г1
А = у>(1) — у>(0) = / у>'(<)Л = / <“(1 — /)П-1Л = 5(п, а + 1). 

Уо Уо

Замечание 1. По-видимому, формула (1) известна. Тем не менее, мы сочли 

уместным доказать ее. Отметим, что при а = 0 тождество (1) переходит в

£(-1)М+։ = 1. (2)
4=0

Предложение 2. Если п>1н0<։ + р<п — 1, то

" Е ^+'+1си(-1)‘ = (3)

4=0
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Доказательство. Обозначив левую сторону (3) через А, при х > 0 рассмотрим 

функцию 

п-1-«-* (_1)*х*+։+«'+1
£ С‘֊1-֊*'(* + *+1)(*: + » + 2)--(* + » + ։г+1)-

Легко проверить, что ^(1) = -А и справедливы равенства

^>(о) = о (о <!<>-), «>('+1>(։։) = й5^7Т^։‘<1-։’։"՜1''՜'- (4)

Тем самым, интегрируя по частям и используя (4), получим

?(®) = Г(р+ 1) /о *’(|,+1)х > °՜

Отсюда следует, что

л = ^(1)=- /\(*'+1)М(1-^й = 
и- ./о
= Тй—г—•—М Г *‘(1 - - гул =

_ Г(» + 1)Г(п-1) _
։/!»!(п- 1 —» —р)! Г(п+1)

Замечание 2. В случае »+р = п— 1 равенство (3) тривиально. Взяв в (3) ։+// = О 

(т. е. ։ = и = 0), снова приходим к (2).

Предложение 3. Если п>1,т>0и0<1/< пил{т, п}, то

V

ЕС1 Гт՜! — Г™1/<-'п+т—и ^п+т
1=0

(5)

Доказательство получается сравнением коэффициентов при хт в обеих частях 

очевидного тождества (1 + х)"(1 + х')п+т~։' = (1 + х)п+т.

Предложение 4. Если п> 1, 0 < и < т <п — 1 и а > —1, то

тп—и
(-1)*С£-т+*+՛' Д(а + 1, П - т + 

к=0

Г(п + 1 + а + к) 
ЦГм)

= Г(п + 1 + а)С^В{п - т, т - и + а 4-1). (6)
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Доказательство. После деления на Г(а + 1) обе части (6) превращаются в 

полиномы от а порядка < т. Следовательно, достаточно установить (6) только 

для пелых а> и. Далее, обозначим левую сторону (6) через А и при х > 0 введем 

в рассмотрение функцию 

¥>(«) =

Г(п+1) . Г(п+1 + а + к) п_т+к+„
Г(тп-4/+1)£^ ' От_„Л(а + 1,п т + ^Г(п_т + А + ։,+ 1)®

Легко видеть, что А = Кроме того

= г(^”+9—^(-1)*сД-уВ(а+1, п-т+ф"+“+‘, х > 0.

Папомним, что

Я(а + 1, п - т + к)=
Уо

Следовательно, поменяв порядок суммирования и интегрирования, получим

р-Са+т֊^) (а.) = Г(»±.11 дп+а Лр _ ^п-1-т^ _ 0

Г(т — ։/+ 1) Уо

Отсюда заменой переменной х11—»< приходим к равенству

0-(а+т-,)^(г;) = ,Г(п + 1)Г(о + !) хто-(а+Г)д(х^ х>0։

где д(1) = (1 — ^)т-*'Г։ 1 т, I > 0. Отсюда следует, что при х > 0

Г(. + 1)Г(<.+ 1)Т.-„, 
Г(т- ։/+!) “+т՜*'

^а+т-р-У
^а+т-и-з хТП-

Отметим далее, что

Да+т-у-з 
_____________  

(1ха+т-и-з

°, при 0 < j < а — и,
Г(тп +
Г(> - (а - у) + 1) ’ при а —и < $ <а + т — и, (8)
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а также

при а < ] < а + т — и. (9)

Учитывая (8) и (9), из (7) получим

р(1) =
Г(п+ 1)Г(а+ 1)

Г(т — 1/+ 1)

а Г(т+1)
Г(,}‘ - а + р 4-1)'

Однако, легко видеть, что

Поэтому

?(1) =Г(г(Х-ГЛт2г(а + т ~ " + 1)г(п " т)г(т + 1)Х 

" 1Х ;Л^х Г(*+ ~ 3 + 1)Г(п4- 14- а - V - У)Г(7 - а 4՜ ^4- 1)

=Г(п 4-1 )Г(а 4- 1)Г(а + т - 4- 1)Г(п - т)С* х

а Са՜^Х ^'-и + ^(л 4֊ 1 + а - и - ;)'

Заменой индекса суммирования а — ] ।—► 1 отсюда получим

р(1) =Г(п 4- 1)Г(а 4- 1)Г(а 4- т - V + 1)Г(п - т)С^х

А___________ с!___________ =
Х Г(“ “ 7 + 1)Г(” + 1 + ■7 - ")

_ Г(п + 1)Г(в 4- 1)Г(а + т - у + 1)Г(п - т)С^ ч 
Г(п4-1 + а-И г^^х^п+а-и-

Воспользовавшись (5) можно вычислить последнюю сумму и получить

. _Г(п4-1)Г(а4-1)Г(а4-т-։/4-1)Г(п-т)С^ Г(п4-14-а)
Г(п+1+ «-։/) Г(а 4-1)Г(п 4-1)

=Г(п 4-1 + а)С„В(а 4- т - V + 1, п - т).

Замечание 3. Тождество (6) может быть записано также в виде

"> + *)=(д+аСТя_т> т-Р+а+1). (6')
4- п, к 4-1)
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Замечание 4. Если т = 1/, то тождество (6) тривиально. Взяв же в (6) и = 0։ 

т = п — 1, приходим к следующей формуле :

В(а + п, к + 1)

В частном случае а = 0 последняя формула принимает вид

£(-1)^081 = 1.
*=о

Предложение 5. Если р = 0,1,2,... и а > —1, то

1 у-՝՝ Г (а- + к + 1) _ 1
Г(« + 2 + р) Г(* + 1) “ Г(р+1)(а+1)'

Доказательство. Обозначив левую часть требуемого равенства через А, будем 

иметь

_ 1 ,Г(а + * + 1)Г(р-& + 1) _
r(₽+1)£j ” Г(а + 2 + р)

Далее, заменой порядка суммирования и интегрирования получим

1 Г1 р / t \кЛ=г5П)/‘“<։-։>г^Ы Л= 

1 1
Г(р+1)/о Г(р+1)(а+1)'
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