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В статье полунена полная характеристика тех Л Е Д1(7л։), для 
которых теплицев оператор

Тл(/)(21....Зп) “ М" Д (6 ֊ Й)(С7-V) (С?- гп)</т3п(С' <п)

действует ограниченно в пространствах аналитических в полидиске 
функций /, для которых

/ |/(я1,...,^)|₽(1 - Ы)“’(1 ֊ Ы)Оа---(1 ֊ |*п|)**Лпап(>1,...,Яп) < +ОО.

Здесь ип - единичный полидиск в Сп, Лгп2П ~ 2п-мерная мера Лебега 
на ип, а Тп — остов полидиска ип.

Пусть ип - единичный полидиск п-мерного комплексного пространства С”, 

аТ" - его остов, далее, пусть И(ип) - множество голоморфных в ип функций. 

С мультииндексом а — («х,..., ап) (а;- > — 1, 1 < 5 < п) свяжем пространство 

//Р(а) =//”(«!,...<хп) =
= р е я(*7”): ||/1Ь(а) = (Д 1/(С)1р(1 - К1)“^п(С))1/₽ < +°о >. 

Здесь через гп2П(С) обозначена 2п-мерная мера Лебега на Цп и (1 — |£|)° =

= (1 — |С11)“1 ■ • • (1 — |<п!)“"• Отметим, что в одномерном случае эти пространства 

были введены и изучены М. М. Джрбашяном [1], [2].

В данной работе исследована ограниченность теплицевых операторов в 
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пространствах Я₽(а). Напомним, что оператором Теплица с символом Л 6 

€ Ь1(Тп') называется интегральный оператор

1 Г ЯС1......СЖ-.С.) ,,
гп) - (2^Г /т- (С1 - ^)«2 - *) • ■ • (Сп - *п) 2п(С1

= Р+(/,Л),

где Р+ - известный проектор Рисса. Исследуя операторы 7), на пространствах 

Нр(а), мы естественно рассматриваем их сначала на всюду плотном подмно

жестве Нр(а), скажем на подмножестве Сд([/") = С(£7”) Г1//(£/”), или же на 

множестве всех многочленов. Мы найдем полное описание тех символов Л, при 

которых соответствующий оператор 7\ имеет ограниченное расширение всюду 

па этих пространствах. Отметим, что часть приведенных результатов в одно

мерном случае была получена первым автором [3], [4]. Однако, поведение операм 

торов 7л(/) существенно отличается от одномерного случая и от случая сферы 

(см. [5]). Приложения операторов Теплица в различных вопросах анализа широко 

известны (см. [6], [7]).

Приведем теперь определение интегродифферепциального оператора дроб

ного порядка. Пусть а = (а1,..-1 < оу < +оо, 1 < > < п, / 6 Н(ип) 

и 
+оо

Л2) = 12 ак2‘-
1*1=0

При г € ип положим

Х՜՝ Г(а1-Ц + *1)---Г(ап-И + *п) *х
ЛН.^Г(а1 + 1)-Г(дп + 1)Г(Ь + 1)-Г(411 + 1) 1 ■" п ’

Обозначим через Лр, 0 < р < 1,а = (а1,...ап) (оу > —1, 1 < У < п) класс 

функций У € Н(ип), для которых при /?у > (оу + 2)/р, 1 < 3 < п выполнена 

оценка

Н/11л’ = дир {|Д1+^(л)|(1 - |л|/+2-2Я} < +00, р = (Л, ..А) 6 
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Определение. Скажем, что суммируемая на 7’" функция Л принадлежит классу

ЬЯ, если коэффициенты Фурье этой функции равны нулю вне множества

и Всюду ниже будем пользоваться обозначениями а = («1,а„) и

дга дг^---д^ ' ~ 1 ” ” ։

Кроме того, всегда будем полагать, что Л 6 ЬЯ и через Нр{ип') будем обозначать 

класс Харди в 1/п.

§1 . ОГРАНИЧЕННОСТЬ ОПЕРАТОРА ТА(/)

В ПРОСТРАНСТВАХ Я”(а), 0 < р < 1

Ваша цель - доказать нижеприведенную теорему.

Теорема 1. Пусть 0 < р < 1 и Л е ЬЯ. Тогда следующие утверждения 

равносильны :

I) ограниченно действует в Нр(а), а = (а1։ ...,ап), а; > -1, 1 < у < п.

2) Имеет место разложение Л = + Л։, где Л1 € Н°°(ип'), а Лз 6 .

Доказательству этой теоремы предпошлем вспомогательные утверждения.

Лемма 1. Пусть а = («1,..., ап), где ау (1 < у՛ < п) - неотрицательные целые 

числа. Тогда

я =(*....*•>’ “! = “1! • • • “’‘к

Доказательство. Очевидно, что при любом г = (я1։ ...,*„) € ип

= Г(а + к + 1) л, 
^Г(а+1)^+1)“^ ’ 

1*1” и

где Г(ау + к] 4- 1)/(Г(ау + 1)Г(Аг/ + 1)) = (ау! + *у!)/(а!у !«,•!) и а е Далее, 

вычислим коэффициенты при я* в разложении функции Ясно,

что

а|а|(ЛФа)
дга ՛

+оо

1*1=о
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Однако

(*У + <»у)--'*У =
Г&+ *, + !) а.

Г(*; + 1)Г(а, + 1)

Следовательно
а|а| (/(*)*") 

дга = а։! ап!О“/(з).

(*У + а,•)!<>,■!
*уЬу’

Лемма 2. Если Л € Я°°(17"), то

дк1+"+к> сопвЬ
д^- -д^ - (1֊к11)*> •••(!֊ ку 1)‘>’

Доказательство. Введем обозначения

Гу = {Су ■ Су = Ч + п(1 ֊ кук"'} , = Р}МЬ 1 = 1,2,

Применяя формулу Коши и полагая Р! = Г\ X • • • х Г,-, получим

= 1 г л(б..... Су.^Жх-^Су , _, .
дгк՝ • -А (С1 ֊ ЯГ1 )*х+1... (С. _ гу)*,+1' 2 - ^У+х > •••■ 2»)

Отсюда следует, что при 1 < у < п
д^+ -+к1К(г') <
дгк 1 • • • дх^3

С /"' [* _______Л0\--- dдj _ сопяЬ
- (З’Г»?՜ /-ж ’' ’Аж (1 - Ы)‘։ • • • (1 ֊ |зу|)‘> " (1 - к։|)‘* •••(!֊ ку 1)‘<

Лемма 3. Л₽ С Я“(УП).

Доказательство. Пусть Л € Л₽. Тогда

|^^)^(1_№ДХ(„+г)/р.
Г»;

если только Pj > (оу + 2)/р, 1 < у < п и |9= (Л> ...,Д>). Используя определение

О^+1, получим

Л^е’") = с(а + 1) [ ■ ■■ [ (1 - *)/’Я/’+1Л(<ге։в)Й, 
Уо Уо

Г = (Г1,...,ГП)
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(здесь и в дальнейшем через с(-• •) или С(---) будем обозначать положительные 

постоянные, зависящие от (• • ■)). Так как 2—(а+2)/р < 1,1 < 3 < п, из последнего 

равенства следует, что

|Л(г««)| < +1)

Доказательство теоремы 1. Пусть Тл(/) действует ограниченно в простран

стве Нр(а). Тогда ||7д(/)||я» < с(р)||/||яг. Следовательно, 7\(/)(0) - непрерыв

ный линейный функционал па Яр(а). По теореме 6 из работы [7] существует 

функция д Е Ар такая, что

71(/)(0) = Дш.о рТ. Д

Но с другой стороны

П(/)(0) = Д /(С)Л(О^(С)

для любой функции У 6 Яр(а). Взяв /(() = • • •£„“> получим

«.........= (2^ Д = (гД Д С‘ЯО^К)-

Отсюда следует, что А(£) — д(() £ Нг (Яп) и, тем самым, Л(<) = р(£) 4- А1(С), где 

Л2 = д. Таким образом, Л = Л1 + А2, где Л1 6 Я1 (Яп), Л2 6 Ар. Ниже мы докажем, 

что в действительности Л1 £ Я°°(ЯП). Ясно, что Тл(/)(г) = 7л1(/)(я)+Тда(/)(г), 

г £ ип. Докажем, что при Л2 £ Лр оператор

’МЛИ = (X [ /(ОМС) 
/т» С ~ г

(О

ограниченный. Так как / € Яр(а), то применяя теорему М. М. Джрбашяна

придем к представлению 

У(я)=/ ят(С,О/(О^(С). (2)
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где От(С>-*) - многомерное ядро М. М. Джрбашяна. Подставив (2) в (1), в силу 

теоремы Фубини можно поменять порядок интегрирования. Тем самым

(2т։)՞ тг"
/ (1-К1Т/К)/ ,, 
Уу» Ут* - *)(1 - <<)

(здесь и далее предполагаем, что числа тп и ту (1 < 1 < п) достаточно большие).

Вычислим последний иптеграл. Ввиду того, что Йу = —получим

1 Г _ 1 / М0Й ,(2«)՞ /т. (4 - г)(1 - (4)£'П։ап(С) (2%»)" /т. (4 - ,)(1 - <4) т2п^} -

1 3|т+11 ( Аз(С) \
“ (т + 1)! <Э(т+1 \1-C7/’

где Аз(С) = Л։«)Ст+1. Используя многомерный аналог теоремы Лейбница, можно 

записать

(/)(>) =
1 Ш14-1

т!тгп 
Обозначив

|П1п + 1
(1 - 1С13)т/(<) г»1*1 Аз(<)

у» (1 — Сг)т+3-* д£к
<*т2п(С).

»* и "

(1 ֊ К1а)т/(0 Ж)
(1 - <*)"+։-* дСк

^п»2п(С), О < к, < ТП] + 1, 1 < ] < п,

достаточно оценить норму ||7^։(/)||я»(а) (0 < к, < шу + 1, 1 <j < п). Учитывая,

что 0 < р < 1, получим
2’»-1 2*"-1

:0(,=-2«1 /.=-2«

х /
Ju <х-1’1)"“'՞֊="« =

где

т-^ {(1֊К12)т'։1/(01рЛ,/}.
, I. «6Д«.'

^2п(С) Р
(1 - |з|)“йт2п(2).

Для оценки последнего интеграла достаточно получить оценку лишь для одного 

из вполне однотипных факторов его представления Х.г = «Х։Л X ••• х 
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При этом, для простоты изложения этот фактор будем записывать без вторых 

индексов - как Лд. Используя определение прямоугольников Д.д из [7], можно 

записать

П«։,| М ГО«,|+1
- r)ardrdO + / / /,,/(1 — r)ardrdd+

•к О
+ f Г - T)ardrd6 = I1 +I2 +13, 

Jo Ja,.1+1

где

pdpd<p 
|l-pe-'*’>|m+a-fc

при p, = 1 — 1/2', аг՝/ = тге/2', s = 0,1,... и —2' < e < 2*. Оценим интегралы 

/|,2>3 по отдельности. Для этого положим

р(гтч -|- 2 - £,) - а,- > 2 при »=1,2,...,у, 

р(т1-+ 2 — А;) — а,-< 2 при * = ; + 1, ...,1/, 

р(т,-+ 2 - *,•) — а,-= 2 при * = и + 1, ...,п.

Во первых, пользуясь очевидными неравенствами

|1 ֊ -гре •'*’1 > ||1 - zp,+ie s > 2, р, < р < р,+1, |х| > 1 (4)

Г (А>п
|1 — тре'в |А (1 — гр)А-1 '

и леммой 2 из [7], для 71 нетрудно получить оценку

- (1 - p4+1)P("»+2-fc)-a-3-

Те же рассуждения приводят к оценке

/3<_______ адыг_______ 1<f<.

- (1 - p,+1)p(m+2-*)-a-2 1 ֊ ֊ •

Для I2 при 1 < » < j очевидно имеем

72 < С(а,7+1 - а. ,|)|А,,/1₽ Z՜1 
Jo

(1 — r)“rdr
(1 - p։+ir)(m+2-*)P ‘
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Далее, учитывая, что а«,14.1 — <*«,/ — 2”՜ (Р»4-։ — Р»)< в СИЛУ леммы 2 получим

С(р)|А«.И,> 
- (1-р<+1)”(т+а-‘>-в-2'

1 <»< л

Таким образом, при » = 1,2..... ]

; С1(р)|АЪ|11Г---|Аъ.,„|>’
" ге=1(1 -Р.«+1)’’(т<+а-‘1)-“‘-а՛ (5)

Пользуясь теми же обозначениями, оценим У,։1 при 1 = 7 + 1......и. Ясно, что

„ Р7Р^^\ [ «иР
|1-^1тЬ2 */ ֊'"сел.,,

(1 — г)ст<йп2(г)
|1 - ^։|(”1+а-*)₽ ’

Имея в виду, что + 1,V, получим

г(1 — г)а<1гН9
|1 -С,1(г|(т+3-*)Р

< С2(р)|Л4>1Г.

Отсюда

(6)

Наконец, оценим У,,/ при и + 1 < » < п. Для этого, как и выше, начнем с оценки 

[,։1 при ։ = 1,2,...,У- Воспользовавшись леммой 2 работы [7], получим

Следовательно

< |А^+1,и+1 !’’••• |А,.>Г.|” 1ов —-1--------- 1ог-А-. (7)
1 - Р«^+1 1 - Рп

Объединяя оценки (5) - (7) заключаем, что

т < С(р)|Л„,,1|р---|А<.,,.Г п |ОС 1
Л։' - П.=1 л 1 - . Их 10ё I - р.{+։ • (8)

Перейдем теперь к оценке величины 31*1Лз(г)/Зг*. Так как Ад € Л£, то для 

достаточно больших т,, 1 < < < п

Воспользовавшись леммами 1 и 2 и учитывая, что 1 < 1' < ;, ^ + 1 < » < п, 

интегрированием последнего неравенства по ^1, ...,г;-,2^4.1,...,^ (по радиусу) 

получим
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d^h3(z) 
dzk ~

С(а) 
< —■■----------------------------------------------—------------------------------------------------- (91" ni=i(i - Ы)‘< ПГ=,+1(1 - ir=F+։(i - Ы)“+։-(вн-з)/|> • w

Из (8) и (9) следует оценка

J<C(p) £ £ max |/(С)|₽(1-К1)в+ах 
.......

х (1 - 1 -.•••(! - |Cn|)(m*-i’+1)”log -Ц—V
• 1 “ IG+il 1 Кп| J

Оценим величину (1 - |Cn|)(rn*~t,+1)” log при ։ = и + По условию

(тгц — ki + 2)р = а,■ + 2 при i = и + 1,,..., п. Отсюда следует, что (т,- — ki + 2)р = 

= а,• + 2 — р > 1 — р > 0, т. е. при v +1 < i < п всегда (т,- — А,- + 1)р > 0. Поэтому

sup ((1 ֊ |Gl)(m< log -—< const.

Тем самым, пользуясь леммой 4 из [7] получим

I - И)»Лп2п(я) <С(р) [ |/(С)|”(1 - |C|)°rfm2n(0 =
Ju՝ ’ Ju՝

= ОДН/Пя^а) < +°°-

Поскольку Тд։(/) - конечная сумма от 7֊ (/), очевидно 7^։(/) е Я”(а).

Теперь покажем, что Л1 6 Я“(<7П). Для этого заметим, что

П։(/)(0 = f&hiw И ||П1(/)||я.(а) < ||ТЛ(/)||Я.(О) + ||Тл։(П11я,(а).

Далее, положим

Л(з) = , г = (Г1։....гп), п е (о, 1) (1 < i < П), к = (Ai,...,кп) е z^.

к выберем kj таким образом, чтобы ||/г||я»(а) ~ const. Тогда нетрудно устано

вить, что

С(г) = (1 - г)*֊<“+2)/₽ и [ \fr^\h1^\^l֊\z\ydm2n<C^.
Ju՝
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Взяв

1 — Гу 3fj; - 1 | I 1 + rj 1
I arg*JI < —2~. —2— < < ~2~ J 1 Л/ = Л/, x • • - Ai.,

получим

/ |/rW|’’|AiWIF(l ֊ l>l)e^nW < f IA(*)|’’IM*)I’’(1- |*|)“dman(*).

Ai Ju'

Па Л/ имеет место оценка |/r(z)| > С'(г)(1 - г)-*. Поэтому

С-.2 [ |Ai(z)|’’dm2n(z) < const. 
(1~ГГ Jai

Далее, функция g(z) = |Ai(z)|p является n-субгармонической. Следовательно

С f ff(r) ֊ 3^71—/ |Ai(z)|prfrn2n < const, 

где К(г) - полидиск с центром в г = (п, ...,гп). Отсюда вытекает, что |Aj(г)| < 

< const. Взяв вместо fr(.z) функцию /г(е‘®г), получим |/ц(е*®)| < const, т. е. 

fti е н°°(ип).

Обратно, пусть h = Ах + Кд, где Л։ G Я°°(1/п), Аг б Л&. Тогда 7л(/)(«) = 

= + ^)»։(/)(г)> я € Un. Ограниченность T^(f) доказана. С другой

стороны, 7^i (/)(z) = Aj(.z)/(z). Тем самым

Над)|&,(о) = Д l/WAi(z)|p(l - |z|)“dm2n(z) <

< С(р) [ |/(z)|₽(l - H)“dman(z) = (7^)11/11^^ < +оо.
Ju՝ ՝ ՛

Следовательно

IIW)||H,(e) < ||тЛ1(/)||я,(а) + ||Тх։(/)11яя(а) < С(р)11/11₽я,(а),

и теорема доказана.
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ABSTRACT. The paper establishes a complete characteristic of those 
h 6 Ll(Tn') for which the Toeplitz operator

T i - 1 [ ffa.-.WG..... Cn) ■>_ (r , 'a(/)( 1..... n) " (2%i)՞ Jr- (Cl - *i)(G ֊ Z2) • ■ • (Cn ֊ zn)dn։2n(Gl"-Cn)>

is a bounded operator in some spaces of functions f analytic in the 
polydisk, for which

[ l/(*i..... *n)l”(l - 1*11)“1 (1 ֊ l*2l)o։ •••(!- I*n|)“-dman(z1, < 4-00.
Ju-

Here Un is the unit polydisk of Cn, dm2n is the 2n-dimensional Lebesgue 
measure in Un and 7^-is the distinguished boundary of the polydisk Un.
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