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При предположении, что щ (1 < 3 < п) — функции, в определенном 
смысле правильно изменяющиеся на интервале (0,1), и ш = (ш1.... шп),
через Яр(у) обозначено подпространство голоморфных в полидиске 
функций, для которых||/||л^) = (Д |/(С)|'(1 - |С|)<Ьп2п(о)1/₽ < +оо, О < р < +оо.
В работе найдена исчерпывающая характеристика пространств Нр(ш) 
в терминах смешанных производных. В частности, доказано что / 6 
6 Яр(ы) тогда и только тогда, когдаа*- +-+*« (/(ф*+1) е яр(й),
где й> = (Й1, ...,ып), = 1**ш,-(4) (1 < ; < п).

ВВЕДЕНИЕ

Пусть ип - единичный полидиск п-мерного комплексного пространства С”, а Тп - его остов. Далее, пусть Н(ип) - множество голоморфных в полидиске функций. Символом 5 обозначим множество измеримых и неотрицательных на (0,1) функций ш, для которых существуют положительные числа т^, Ми и дш, причем пк,, 6 (0,1) таковы, что
о;(г) ~



36 А. В. Арутюнянпри всех г 6 (0,1) и А 6 [дш, 1]. Функции класса 5 изучены в [1]. Если ы; 6 5, ] = 1,2,..., п, то запись ы(1 - |я|) будет означать произведение П"=1 ~ 12>])-Если а = ап), я = (21,-,2п), то, как обычно, га = Цу=։ ПРИк = (*!, А2,...,кп) £ Ъп+ обозначим
а1*|/(ж) _ а*«+-+*-/(ж) 

дгк ■■■дгк' '

Пусть Ш] € 5, У = 1,2,..., пи 0 < р < +оо. Обозначим через Р"(ш) = Лр(ы1, ...,сип) класс измеримых по Лебегу функций / в 11п, для которых
||/||£я(ш) = (Д |/(я)|ры(1 ֊ |я|)</т2п(я))1/” < оо.

Здесь п»2п(г) - 2п-мерная мера Лебега на 1Гп. Далее, через Нр(ш) = Нр(у>1, ..лип) обозначим класс голоморфных в ип функций /, для которых / 6 ^(ы). Отметим, что при п = 1, ы(1) = 1а, а > — 1 эти пространства были впервые введены и изучены М. М. Джрбашяном [2], [3]. В данной работе существенную роль играют интегральные представления, найденные в [2] и [3]. Цель работы - дать полную характеристику пространства Нр(о|) в терминах производных, посредством обобщения следующей теоремы Кехе Зу [4].
Теорема А. Пусть 1 < р < 4-оо. Тогда / Е Нр тогда, и только тогда, когда 
классу и՝ принадлежат функции

OZi OZ2 OZ\ OZ2

Мы обобщаем эту теорему по следующим направлениям : а) доказываем, что теорема верна для любого р (0 < р < +оо), б) берем производные любого порядка, в) рассматриваем анизотропные пространства Яр(ш). Точнее, доказываем следующие две теоремы.
Теорема 1. Лусть f - голоморфная в Un функция, 0 < р < +00, k = (ki,..., ibn) G 



Об одной характеристике анизотропных пространств... 37е • Тогда, следующие утверждения равносильны :1’ / 6 ;
/(х* 0 хгг\

2° каждая функция из последовательности (1 — |гу|2)’-’------ -—4—-—где 0 <
< У <*>-!»։<>< п. я1 = (г1,...гу_1), я" = (^+ъ(1 - |г|а)* —

02 
принадлежит 1У (ш). При этом, норма каждой функции указанной последователь

ности в пространстве Ьр(ш) оценивается сверху нормой ||/||я»(ш)-
Из этой теоремы можно вывести следующую характеристику класса в терминах производных.

Теорема 2. Пусть 0 < р < +оо, ш, Е 3 (1 = 1, к = (к1,...,кп) Е 2±. 
Тогда следующие утверждения равносильны :1° /€№(«),2° д^(/(я)як+1)/дяк Е Нр(ы), где. ] = 1, ...,п.

Отметим, что как установлено ниже (§2, следствие), при п — 2, кг = к2 = 1 последняя теорема совпадает с теоремой А.
§1 . ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ

Введем некоторые обозначения, необходимые для дальнейшего изложения. Будем полагать, чтову, 1 < ] < п - неотрицательные целые числа, г/ - целое число такое, что —2։> < г, < 2*’ — 1 и
* . 1 , 1 тг(г.- +1)Д1.>г. = ру:1-_<|г.|<1-—<агег.<_А__1,

֊ л

А«,г = △<1,Г։ х ••• X △«П1гж-

Нам часто понадобятся следующие неравенства (см. [5]) :
(1 - т?)(1 ֊ |2Ъ,Г>) < (1 - |^|) < (1 + п)(1 - |гЪ1гу|), 0 < Т1 < 1, я, Е (1~14У,г>1)а < |А^1 < 4(1 ֊ 1^.г,-|)2,^г е А.,г. (1.1)



38 •՝ А. В. АрутюнянЧерез Ла«,я) обозначим многомерное ядро М. М. Джрбашяна
Оо(С,*) + 1 (1-1№"■ (1֊С^)“'+а> С,«еГ7п.

Докажем следующие леммы.
Лемма 1. Если } - голоморфная в ип функция и

0-Ы)*'дЧЫ 6 £”(«),
то при к] > о, I < }' < п и обозначениях ш' = (ы։, ш" = («;+1, ...,«„)

а*>/(У,0,я") 6 //(«', ы").
Доказательство. Не ограничивая общности, будем полагать, что ] = 1. Ввидусубгармоничности функции дЧЫ

аг*‘
р , получаем

5*^(0,
дя[՝ «мео» о < Р1 <1, 4 = (*2> •••> Ч- (Ь2)

Умножив обе части этого неравенства на Р1й>1(1 — Р1), положив 21 = Р1С1,проинтегрируем полученное неравенство. Тогда будем иметь
[ ы։(1 - |*1 |)</т2(я1) < 2л [

-1и
дЧЫ 

дя*՝
«1(1 - |я1|)(/т2(21).

Далее, умножив обе части этого неравенства на ~ 1-г/1) и проинтегрировав, получим
9 “Д1 ~ Ы)П-Д1 “ 1*Л)Лп2’‘(О < +°°-

5г1 у=а

Лемма доказана.В дальнейшем, полагая т = (пц....... гПп՝) £ 2^., будем обозначать 5т>. (£,-, я,) == [1 — (1 — С,-я.-)т<+1]/С|-- Имеет место следующая
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Лемма 2. Если

то (1 - |яу|а)*>-1С(я:) е где

т,- + 1 к (0 > ) 9^,0, И

При этом, ||р||д'(<-) < 1М1ь>-(и>)> где у>(я) = (1 - |жу|а)*> ^(я), а ^(г) = = (1 - \г^дЕ(г)/д^.

Доказательство. Пусть 7 = 1. Сначала рассмотрим случай 0 < р < 1. Имеем
[ |6’М1Р(1

■1и-
|г1|а)(*>֊1>«(1 - |ж|)Жпап(*) = С [ (1 - |я1|а)(‘’֊1>«(1 - |я|)хУу-

х 'и (1-С,г,)”.-н ■'"•’К1’
р

Лт2п{г) = I.

Легко убедится в том, что
|^т) (Сь «1)| < С'(п։1). (1-3)

Следовательно
^<<7(т!) [ (1Ч*1|а)(‘1“1)М1֊Н)хУУ

( [ (1֊_К1|2)т1 

\]и |1-С^1|т’+1
<1Ш2(С1)X

дС1

р
Лт2п{г).

Учитывая, что 0 < р < 1, получим

Теперь введем обозначения

Взяв ту достаточно большим, можем предполагать, что (т] + 2 — к^р > 2. Оценим интеграл При этом, для простоты изложения будем опускать 



40 А. В. Арутюняниндексы. Используя определение прямоугольников интеграл .1,։Г можнозаписать в следующем виде :
р<1р<кр|1 - ре-|*2|т+1 Р (1 —

Здесь р, = 1 - 2՜*, «<,г = и —2' < г < 2' Используя эти равенства,получаем

Оценим отдельно У2Г и Поскольку(а) |1 — грс~"р\ > 1/4|1 — гр,+-[е~'ч>\ при условии, что в > 2, р, < р < р,+у я И > 1/2>(б) |1 - р<+1ге‘(в_*’)| > |1 - р,+1ге‘^_“*֊'-)| при -т < 0 < а,։Г, то для 3} г имеем
<С(р)|Д,,г|₽^1у“։ г(1 — г)а(1г(19|1 — р։+1ге’(в~в«.'-)|(’"+1)р ՛

Теперь заметим, что
Г М . < -2^—.. (1.4)у_т |1 — гре’9|А (1 —гр)А-1 ՝

Используя это неравенство, а также лемму 2 из [5], получаем
х с(р)|д,,гМ1-р,+1) Л-р- (1-р.+1)Р(—'+2)֊2 ■

Последнее неравенство имеет место и для интегралов 72г, /2Г. Действительно, для 72г она следует из леммы 2 [5] и из равенства а։,г-ц - а,,г = 2к(р,+1 — рД 



Об одной характеристике анизотропных пространств... 41а для она получается рассуждением, аналогичным оценке }}т. Объединяя опенки У/г (у = 1,2,3) и учитывая (1.1), получим
I <С(р) [ ог(1 - |я2|)...ып(1 - |яп|)х 

?£/»-։
+оо 2'* —1 ,х£ Е тах (1-|С|2)а+*1РО1(1-К1|) 
։։=0г։=-2ч С։6д«1.п >֊

^(6,4) % £^п։2(п-1)(^2).

Применив лемму 4 из [5], получим
р

/<С(р) (1-|^|2)*։₽
дг\ - |я|)</т2п(я) < ||^||л»(ш) < +оо.

Перейдя к случаю р > 1 заметим, что С(я) можно записать в видеад = С(т) [ От։_1«1։я1)6т1(С1,я1)(1-К1|3)^^։/т2(с։). 
.1и о(,1Предположим, что 71 - число, удовлетворяющее условиям леммы 2 из [5]. Тогда, применяя неравенство Гельдера, получаем|в(*Ж<С(т) [ |Дт1(С1,*1)|»’х

3и ХТ|(С1)
х (1 - К112)” |"(^Уа)р^(С1) 1^т։-1(С1.^)1х’1(0^(С1))Р/1 <

< ГГт1у₽ (я.) [ 1А»։-1(С1,*1)1(1 - К112)₽ 5Р«1։4) ' <с^х^]и --------------------- ^(Сх).
Здесь мы воспользовались леммой А и оценкой (1.3). Умножив обе части последнего неравенства на (1 - |я1 |2)(*։-1>ы(1 - |я|) и проинтегрировав, будем иметь[ |С7(я)|”(1֊|я1|2)(*--1М1֊|я|)йт2п(я)<С(т1) [ (1 - |я1|2)('*֊1)рх с/՞ Уу»хы(1-|г|)хР,(я1) [

Уи
1^-1 (С1, ^1)1 

Л(С1)
(1֊К112)₽

р
^пг2(С1)^т2п(г).^(С1,^) %Используя лемму 2 из [5] получим[ |С(я)|’’(1-|я1|2)('‘-1)₽<л(1-|я|)։1т2п(я)<С(т1) / ^2(1֊|г2|)...«п(1֊|яп|)х Уу»-։

—"1(1 - «1 |)сЙ7։а(С1)) с/т2„_2(^) =

= С(тг) (1֊Ь|2)*>₽ ЭГ(я) ₽3я1 ш(1 - |я|)</т2п(я) < С(пц)|< +оо.
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§2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМ 1 И 2

Используя леммы 1 и 2 докажем теорему 1. Сначала докажем импликацию 1) =$► 2). Пусть / 6 Нр(ш). Тогда, по теореме М. М. Джрбашяна [2], при больших 
т311 < 3 ֊ п имеет место представление

£>гп(С0/(0^2п(0- 
и*Дифференцированием отсюда получим

Сначала предположим, что 0 < р < 1. Тогда, повторяя рассуждения леммы 2,придем к оценке
г_ / а^/СО
I - /Уу- дгк

₽(1-Ма)*М1-М)^М<

2*1-1 2*“-1

<ОД 12 12 - 12 П1_ах {(1-|№ 1/(01”} X
»1,...,«»=0г1=-2»1 г»=-2’»

Лт2п(£)
X

р ^пгап(г).Интеграл в правой части этой оценки обозначим через Для него нетрудно установить неравенство
Следовательно

2’1-1

/<од 12 12
2'"-1
Е тах {(1-К|2)М1-К1)1/(01”}< 

п——
< С^р) [ |/(01”^(1 - |С|)Лп2п(С) = Сх^Н/Ця^) 

.у и*Рассмотрим случай р > 1. Применяя неравенство Гельдера, получим
а*/(0

дгк
\ [ 1^(0011/(01”
-/п» ^(0(1֊К12)*”

р/?

Здесь 7 удовлетворяет условиям леммы 2 из [5]. Из этой леммы следует, что
а10/(0 

Эгк
|Рт+*(С, 011/(01”.^0(1'֊к12)‘”"^2пЮ-Отсюда имеем



Об одной характеристике анизотропных пространств... 43” (1 ֊ |я|2)*р«(1 - <
< До - |,|>)^о - МИ0) (Д <Ьп2п(я).Изменив порядок интегрирования и снова применив лемму 2 из [5], получим

V» дгк
₽ (1 - |я|2)*М 1 ֊ |я|)Лпап(я) <

< / 1/Ю1М1 ֊ 1<1)^п(0 < С(р)||/||я,(и,) < +оо. 
У и՝Теперь, проведя аналогичные рассуждения, легко доказать, что

(1 -к/13),^,>/(У^°,г/,) еь₽(ы), ? =Эя/
при я" = (я,+],...,яп), 0 <»/ < А/ — 1, 1 < 5 < п. Перейдем к доказательству импликации 2° => 1°. Так как 31*1у(я)/с?я* 6 Нр(ш), то

д^Дя) _ П31 + 1 
дгк х д^д^...дг^

[ ^ГП1(С1|^1)

Уи
Ж™я(С1)-

Иптегрируя это равенство по Я1 по радиусу, получаем
Л։-1(г) = Л1-։(0,4) + С(т1) [

У и
(1-Ы2)т1<и(С1>*1) ^/(6.4)

дфд#...д£՝ ^2(0,(2-1)где Л։_,(я) = дк* ։+1:а+-+*”/՝(я)/5я*1 'д22а...длкп, 0 <1:1. Ввиду того, что
(1-|21|у.-.^.1Д°;^)е УМ,

6*2^2

очевидно имеем (1 - |г1|2)*1-1А1-1(0,я^) £ ^(«1, и й>'2 = (ш£, Теперь, воспользовавшись леммой 2 приходим к заключению, что интегральное выражение (2.1), умноженное на (1 - |я112)*1-1 П"_2(1 - |яу |2)*-х, принадлежит ^(сд). Следовательно (1 - |>л|2)*1-1/*1-1(я) 6 £₽(ш1,Ш2). Тем самым,
Л։-зМ =Л։-2(0,я^)++С(тП1) [

Ju

(1 ֊ К1|а)т^т1(С1,^1) ^-1+*а+-+*-/(С1,Я^) (1-^^)^+! ас‘1֊1Эя‘а...ая‘» ^т2(С1).



44 А. В. АрутюнянОтсюда следует, что (1 ֊ |з։|2)*։"2А1֊2(2) £ ^("1>йз)- Продолжая процесс снижения порядка дифференцирования, в итоге получаем
Э*«+-+*»/(я) £ Ьр(ш1,ш2).

Повторяя эти рассуждения для остальных переменных, придем к заключению, что / £ Яр(ы).
Следствие. Функции /(я1։0) и (1 - |«1 |2){3/(я1,0)/3«1}, а также функции /(0,я2) и (1 — |я2|2){3/(0,22)1822} принадлежат Бр(и>х,Ш2) одновременно. Действительно, пусть (1_|г1Р)^фЛе^]1М2).
Тогда

Из леммы 2 следует, что /(я1։ 0) € Обратно, если /(я],0) £ Ш2),

то г(2 0ч_п»1 + 1 Г (1-К112)՞“ ...
Дифференцируя это равенство и рассуждая аналогично доказательству теоремы 1 получаем, что (1-Ы2)^^£Р>1,*з).

021Что и требовалось доказать.Для доказательства теоремы 2 введем обозначения~ 1)2*> < агбя, < <г,-+2) 1
24 1 2Ъ-։ — 1 2ч+2 } ’

1 < 5 < п, -2։> < г,- < 2*> - 1, А* = Д’ ...А! г .
Доказательство теоремы 2. Пусть / £ Яр(ш). Тогда очевидно, что я*+1/(г) £ $1*1 (/(г)2к+1)£ Яр(ш). Из теоремы 1 следует, что------4 .--------  £ Яр(ш). Обратно, предполо-

02Кжим, что выполнено последнее включение. Тогда я*+1/(з) £ Яр(ш), и достаточно



Об одной характеристике анизотропных пространств... 45доказать, что д{х) £ Нр(ш), где д(г) = а^’х5а+1...х„“+1/(ж). С этой целью докажем, что если «^(г) € Я₽(ы), то д 6 Нр(ш). Сначала покажем, что
max |g(*)l₽ < С max lff(x)x-l|p-

«ед.., *еД,,г
(2-2)

Действительно, если в] 0, то -г—т <
1*11

2“ m ---------. Тем самым2“ - 1
поскольку △

max
«6А..Г

g(*)*l Р 2*1

шире, чем А,1Г'. Пусть = 0, тогда 0 < |zj| < 1/2. Взявокружность Г1 = {Си IC1I = 2/3}, получим
, ՝ _ 1 [ g(G,4X1^1-'"2х*/Г։ ’|g(*)l < 57™« lg(G.*i)GI , 

Z7T С։€Г1 J
С K1IIG-C1I - 12%<?“ИС1’^)С1,։

0Так как функции |</(z)|p и |^(z)zi|р субгармоничпы (по zi), то применяя принципмаксимума модуля получим, что (2.2) выполнено при всех ] = 0,1,2,.... Темсамым, используя лемму 4 из [5] получим
Е Е - Е max {|j(CXiMl֊KI)Ktl}< ...։„=0rt=-2'։ г„=-2—<€Д».Г

<С0 [ |g(C)GMl-K|)dm3n(C). 
Ju»Таким образом[ |ф)1М1 ֊ 1*1)^п(*) < с0 [ 1,(061М1 - |С|)ЛП2П(С) < +оо. 

Ju^^ Уи»Продолжая процесс деления, в итоге получим ||/||я»(ш) < +оо. Теорема доказана.Считаю своим приятным долгом поблагодарить профессора Ф. А. Шамояназа постановку задач и постоянное внимание.
ABSRTACT. Assuming that wj (1 < j < n) are functions having somehow regular variation in (0,1) and w = (wj, ...,wn), a function f holomorphic in 
Un is said to be of the weighted space Hp(u), ifll/lb(W) = (Д |/(OI₽(1 - KDdrMC)) l/p < +oo, 0 < p < +oo.



46 А. В. АрутюнянIn the paper it is found a complete characterization of the spaces №(w) in the terms of partial derivatives. Particularly it is proved that f £if and only if ^y)6/F(a)
where w = (wi, ...|Wn), w/(t) — (1 < j < »*)•
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