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В статье устанавливаются некоторые свойства потенциалов типа 
Грина для круга и для полуплоскости комплексной плоскости, постро­
енных посредством факторов типа Бляшке М. М. Джрбашяна и анало­
гичных факторов, введенных А. М. Джрбашяном и Г. В. Микаеляном. 
Основными результатами статьи являются представления типа Рисса 
для некоторых весовых классов субгармонических функций. Резуль­
таты статьи обобщают представления для голоморфных и гармониче­
ских функций, полученные ранее М. М. Джрбашяном и Ф. А. Шамоя- 
ном в круге и А. М. Джрбашяном в полуплоскости. Эти представления 
здесь распространены на субгармонические функции, а представляю­
щие меры модифицированы с применением функциональных классов 
О. В. Бесова. Получены аналоги формулы обращения Стилтьеса.

§1. ВВЕДЕНИЕ

В классической монографии Неванлинны (см. [1], раздел 216) содержатся 

некоторые результаты о распределении нулей голоморфных в единичном круге 

функций, удовлетворяющих условию весовой интегрируемости

(1 - г)“՜1 log+ |/(re*’)|rdrd0 < +оо (а > 0, log+ |f | = max{log |f |, 0}).

Позднее, М. М. Джрбашян [2], [3] установил канонические факторизации этих 

классов, а Ф. А. Шамоян [4] - [7] - их параметрические представления. Анало­

гичные результаты для функций, мероморфных в полуплоскости, были получены 

А. М. Джрбашяном [8]. Основными результатами настоящей статьи являются 
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представления типа Рисса, которые обобщают результаты работ [4] - [8]. Пред­

ставления [4] - [8] здесь распространены на субгармонические функции, а пред­

ставляющие меры модифицированы с применением функциональных классов О. 

В. Бесова. В то же время, результаты статьи усиливают и дополняют результаты 

работ [9], [10], в частности тем, что здесь устанавливаются формулы обращения, 

аналогичные формулам обращениям Стилтьеса. Полные доказательства даны в 

случае полуплоскости, который более сложен, а в случае круга доказательства 

мы пропускаем.

Возможность расширения факторизаций монографии [11] на субгармониче­

ские функции впервые была указана М. М. Джрбашяном [12]. На Международной 

конференции по теории аналитических функций, Ереван, 1965, М. М. Джрбашян 

ввел потенциалы типа Грина, основанные на своих произведениях типа Бляшке 

для единичного круга ГО = {ж е С : |ж| < 1} (см. [11], гл. IX). Позднее, А. М. 

Джрбашян [13] ввел аналогичные потенциалы типа Грина для полуплоскости. В 

[10] были введены следующие потенциалы типа Грина :

ВД = Ув(ж, и) = Ц 1о8 |Аа(ж,01^(0, * 6 ГО, (1.1)

ю

ед = /в(2,д) = ^108^,01 МО- ^с+. (1.2)

с+
Здесь

- элементарный фактор типа Бляшке М. М. Джрбашяна [2], [3], а 1/(() - неотри­

>4 17(1 ----  РУП
г1 (1 - 4)“ <а

1/"1 1 1 г՜ п г՛ И Ч^/|{|а(1-яС-Ч)«+1 * |Ч | ± ч и ч -гоо. к'*'*”/

цательная борелевская мера на ГО, удовлетворяющая условию 

Далее

^(1-|С|)“+1МС) + / / 108^1/(0 <+оо. .

ПЭ 1СК1/2

•։1т С таЛт
(-1 < а < +оо)

(1-4)

(1-5)Мг>0 = ехР
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- элементарный фактор типа Бляшке, введенный А. М. Джрбашяном и Г. В. 

Микаеляном [14], а д(£) - неотрицательная борелевская мера на С+, удовлетво­

ряющая условию
У/(1п1С)“+1^(<;)<+оо. (1.6)

с+
Потенциалы типа Грина Уа и 1а становятся обычными потенциалами Грина 

при а = 0. Всюду ниже, для простоты, вместо выражения неотрицательная 

борелевская мера будем употреблять слово мера.

В статье установлены некоторые свойства потенциалов типа Грина (1.1) и 

(1.2), выраженные в терминах операторов дробного интегродифферепцирования 

Римана-Лиувилля и Вейля. Приведем определения этих операторов. Полагая, 

что /(г) = /(ге*9) - измеримая в ГО функция, рассмотрим оператор интегродиф­

ференцирования Римана -Лиувилля, определяемый следующим образом : 

В-аКгёв) = ֊ [\r-tr~1
г(а) Уо г(“) Уо (1 7)

Л°/(г) = /(я), £“/(*) = )/(ж), я = ге*՜9,

где 0<о<оо, ап- целое число, определяемое из неравенств п — 1 < а < п. 

Для измеримых функций /(я) = /(г + »у), заданных в б+, введем в рассмотрение 

операцию интегродифферепцирования по Вейлю относительно переменной у : 

рр-“/(я) = 1У-“/(я) = ֊ /+°°(* ֊ + й)л =

= + (1-8)
Г(а) Уо

Ли
№/« = /(*). Waf(z) = (-lУ^W-b-a)f(z'), З = я + £У, 

где а и п такие как выше. Сходимость этих интегралов и другие свойства опера­

торов Г)՜“ и \У~а исследованы в [И] и [13], [15]. Мы будем использовать также 

рассмотренные в [13], [15] классы Мд функций, убывающих в бесконечности. В 

соответствии с [13], [15] будем говорить, что измеримая в С+ функция /(я) при­

надлежит классу Мд{р > 0), если существует угловая область
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Л(50, Яо) = {* £С : | аг8я - < «о, И > Яо} (о < й0 < £, 0 < Яо < +оо)

такая, что для любого компакта К С Л(йо, Яо) 
г+оо

вир / о^“1|/(г + »<т)|։/<г <+оо.
«ех Л

Следующие две -георемы являются основными результатами о потенциалах типа

Грина.

Теорема 1. Если 0<а<ооии- мера на ГО, удовлетворяющая условию (1.4), 

то потенциал типа Грина Уа(.г) = Кг(г> у) обладает следующими свойствами :

1°. Для любого Р > а функция т~аО~аУр(г) субгармоничиа в ГО, непрерыв­

на в ГО \ {0}, и

г-“Р-“Уд(я) = и т~°О-а 1ов\Ар(я,С)1<МС)> * = € ГО, (1.9)

ю

где интеграл абсолютно и равномерно сходится в любом кольце р\ < |я| < р2 

(0 < Р1 < р2 < 1).

2°. Для любого Р > а функция г~аЕ~аУр(2՝) удовлетворяет условию

вир [ (г~аО~аУр(ге,6)') + /19 < +оо (и+= шах{и, 0}), (1-Ю)
0<г<1 У֊»

и имеет место представление

г-вР_“Уа(я,м) = Ро(*,։'<») + Ла(д), к 6 ГО, (1-11)

где иа - мера на ГО, удовлетворяющая условию (1.4) с а = 0, а Аа(г) - 

гармоническая в ГО функция.

3°. Для мер V и иа справедлива следующая формула :

= Я С ГО, (1.12)

где 1Е = {я е С : 1~1я 6 Е}.

Теорема 2. Если 0 < а < оо и д(£) - мера на С+, удовлетворяющая условию

(1.6), то потенциал типа Грина 1а(я) = 7а(я, д) имеет следующие свойства :
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1°. Если а < р < а + 1, то включение 6 справедливо для всех 

7б(0։ог+ 1).

2°. Для любого Р (а < (3 < а + 1) функции и \¥-а1р(г')

непрерывны и субгармоничны в С+. При этом, имеют место представления

^-01р(я) = ^,1о6\ар(яХ)1>1р(С), 2ЕС+, (1.13)
с+

1у_о/'’(2)=У/ру"“1о8|а/։(2'<)|‘/А‘(<)> гес+՝ (1л4) 
с+

где интегралы абсолютно и равномерно сходится в любой полуплоскости — 

= {г Е С : 1т я > р} (р > 0).

3°. Функция \у-а1а(х) удовлетворяет условию 

/+оо
+ ։у)\<1х < +оо (1-15)

•ОО 

и представима в виде

^-а/в(21д) = /0(г>до) + Ла(г)1 2ЕС+, (1.16)

где ра - мера на С+, удовлетворяющая условию (1.6) с а = 0, а Ла(я) - 

гармоническая в С+ функция.

4°. Если Р (а < Р < а + 1) - нецелое число, то функция ]У~а1р(г) 

удовлетворяет условию

/+оо 
№~а[1р(х + *։/)|йг < +оо. (1-17)

■ОО

5°. Для мер р и ра справедлива следующая формула :

= / па~1р(Е + 1а)с1а, (1.18)
1 (“1 7о

где Е С С+ - любое борелевское множество, удаленное от вещественной оси на 

положительное расстояние, а Е + ։сг = {г ЕС : 2 — йт 6 Е}.

Замечание. Утверждения, аналогичные 1°։2° (для р = а) и 4° теоремы 2, 

ранее были установлены А. М. Джрбашяном [13] для его потенциалов типа 
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Грина. Кроме того, в [13] было указано на возможность установления формул, 

аналогичных (1.12) и (1.18). Следует отметить, что такие формулы можно 

доказывать аналогично (1-12) и (1.18).

В работе [10] введены следующие классы функций в верхней полуплоскости 

С+ и в единичном круге ГО : 5*(С+) (0 < а < оо) - как множество функций 

и(г), субгармонических в С+ и удовлетворяющих условиям

Ц(1ш ж)в-1а+(я) Лпг(х) < +оо, 0-19)

с+
л+оо 

зир / |и(х + »1/)|йг < +оо для любого уо > 0, (1.20)
У>Уо 7-00

Птзир уи(»у) > 0, (1-21)
V—+оо

и класс 5* (ГО) (0 < а < оо) - как множество функций и(г) -оо, субгармони­

ческих в ГО и удовлетворяющих условию

Ц(1- |ж|)“-1и+(ж) < +00, (1.22)

ю
где и+ = тах{и, 0}, и та - мера Лебега на плоскости.

Замечание. В [10] классы 5*(б+) субгармонических в С+ функций были вве­

дены иначе. А именно, классы были определены условиями (1.6) и

(1т г)“ 1|и(к)| Жп2(л) < +оо, (1.23)
с+

где д - мера Рисса, ассоциированная с и(я). Ниже будет доказано, что условия 

(1.19) - (1.21) и (1.6), (1.23) эквивалентны.

Чтобы сформулировать основные результаты статьи, необходимо предвари­

тельно ввести некоторые известные функциональные классы и ряд обозначений. 

Пусть Нр — НР(С+) и № = №(С+>) (0 < р < оо) - обычные голоморфные и 

(вещественные) гармонические классы Харди в полуплоскости С+. Обозначим 
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через /7£ = Я£(6'+) (0 < р < сю, 0 < а < оо) пространство голоморфных в б+ 

функций с конечной нормой

Н/Ня: = I у; (1П1 г)°-1|/(х)|р Лв2(х) I , (1.24)

и пусть = Л₽(С+) - аналогичный класс гармонических в С+ функций.

Удобно использовать обозначение || • ||, даже если это не является нормой. На 

вещественной оси И = (—оо, +оо) рассмотрим одномерные классы О. В. Бесова.

Пусть для любых р, д, а (1 < р, д < оо, 0 < а < 2)

/ \ М»(/_+~ +*) + Я* - *) -
8ирц।>01*1՜“ИЛ® +*) + /(® - <) - 2/(®)11₽ >

1 < д < оо,

д = оо, 
(1.25)

и для любых р, д, а (1 < р, д < оо, 0 < а < оо) -

' / , \ 1/»
(Л г/՞*-“)’-1 ||ати||’йу) , 1 < д < оо,

. 8ир1/>0 Ут-“||Яти||р, 9 = оо,

где функция /(г) определена на ]И, а функция и = и(х, у) - на С+, || • ||р - норма 

Лебега в Л₽(1Н), т - целое число, превосходящее а, а дти - частная производная 

и(х, ^относительно х и у суммарного порядка т. Определим следующие классы :

ДРО.Р.» = . 11/ц^ + ВР,7(/) < +оо}> 1 < р0 < оо, 0 < а < 2,

Хвмо։Р.д = {/(х) . ц/)|вмо + ВР,Я(/) < +оо}) о < а < 2, 

где || • Цвлго - норма в пространстве функций с ограниченным средним колебал- 

нием (см., напр., [17]). Если 0 < а < 1, то вторая разность в (1.25) может быть 

заменена первой разностью /(х -Н) — /(г). Для произвольных а > 0 положим 

= {/(«) : НГНро + ^֊’(п) < +оо}, 1 < ро < оо, 

дВл/О,Р,, = {/(г) . ||л|вмо + ^р,,^ < +оо}>

где и = ц(х, у) ֊ интеграл Пуассона функции /(х) в С+. Для удобства обозначим 

Л§° = Л?0՛1՛1 и К^мо = Целое число т не фигурирует в приведен­

ных определениях, поскольку имеет место следующая лемма, где, как и в [18], 
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использовано обозначение
11<> = На+“МИ»/-) '• 

> 8ир։/>о ||«11р. д-оо.
Лемма А. (Тейблсон [18]) Пусть 0 < Р < оо, .1 < р, 9 < оо и V = н(х,У) - 

гармоническая в С+ функция, ограниченная в каждой полуплоскости = {г 6

6С : 1т г > р} (р > 0). Тогда

<^||/<„ <Сд1|Л||„.

РЧ

а нормы ||уд+1Э«/ЭУ||р5 И |«Д+1&’/Ми эквивалентны. К тому же, если

н(®, У) —’ 0 ПРИ У +°°> то

||У^н||р? < Ср
РЧ

Таким образом, величина ££1?(и) не зависит, с точностью до эквивалентно­

сти, от выбора т > а и производной дти. Заметим, что при р = д = 1 норма 

Цз/’иЦр, сводится к норме ||н||^. Ниже для положительных постоянных, завися­

щих только от параметров а,Р, у,... мы будем пользоваться обозначениями с и

С. При необходимости выражения зависимости таких постоянных от параметров 

будем записывать с(а, или Са>р и т. п. .

Классы О. В. Бесова на единичной окружности ЭЮ = {я : |з| = 1} состоят

из функций /(5) с конечной нормой

№•՛=< н л 1Р+(Л к1-1-“’||/(0 +*)+я* -<) - 2/(юн? 

И/Нр + 8иР|<|>01*Г “П/(^+<) + Л*-<)֊ 2/№,

1/?

д = оо.

А

Для произвольного а > 0 положим

11/Н>- =
11/11р + (/о(1֊’-)(т_о)’~1115т“Н?^ 

. 11/11р + 8ир0<г<1(1 - г)՞1՜“цати||р,

։/«

д = оо,
где и = и(ге'®) - интеграл Пуассона функции /(б) в Ю, т > а - целое число, 

а дти обозначает частную производную функции и(ге’9) суммарного порядка 

т по переменным г и 0. При этом, норма || • ||А»,« = || • ||р,?,в с точностью до 

эквивалентности независима от выбора т > а и производной дти. Основными 

результатами статьи являются следующие две теоремы.
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Теорема 3. а) Класс 5'(б+) (0 < а < оо) совпадает с множеством функций

и(г), представимых в С+ в виде

Ф) = Ц 1о8М*>С)Ия(<) + 

с,+

грз+1)
■к

1
(й — ։л)^+1 р(*) (1-27)

где 0 > а - любое число, ад(л,<^) - элементарный фактор типа Бляшке (1.5), 

д(<) - мера на С+, удовлетворяющая условию (1.6), а р(<) = - веществен­

нозначная функция, дифференцируемая к раз вН (к - целое число, определяемое 

из неравенств к < /3 — а < к + 1) и такая, что

р{к)М е Л'_в_4 при некотором р, 1 < р < оо. (1-28)

б) Если функция и(я') представима в виде (1.27) - (1.28), то мера Рисса, 

ассоциированная с н(г), совпадает с р. Если к тому же (3 6 (а, а + 1), то почти 

для всех х 6 П справедлива формула обращения

<р(х) = Дгпо ]У /5и(г + »у) + ^ИтоФ^(х + ։у), (1.29)

где функция + *у) гармонична и неотрицательна в С+.

Теорема 4. а) Класс 5՞ (ГО) (0 < а < оо) совпадает с. множеством функций 

и(г), представимых в виде

ц(г) =С’1о8И + Ц ^|Лд(л, С)|^(С)+ 

ю

2^ _ е-£вг)Д+1 “ 1 р(е’в) г € ПЭ> (1.30)

, • • !»•
где С>0и/3>а- любые числа, Лр(я, С) - элементарный фактор типа Бляшке 

(1.3), п(£) - неотрицательная борелевская мера на ГО, удовлетворяющая условию 

(1.4), и <р(е'е) - вещественнозначная функция класса А^’2а-

б) Если функция и(г) представима в виде (1.30), то почти для всех д 6

Е (—я, я) справедлива формула обращения

<р(е,в) = Нт^т ^и(ге*в) + Ит^Фд(ге*9), (1-31)
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где Фд(ге,в) - функция класса. Харди А1 (ГО).

§2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2

Рассмотрим функцию 

'31т < таЛт
».М = И'-"1»։|а.(г.С)| = -,^п51и у։ г + <_,д. геС, (2.1) 

исследованную в [14], подразумевается, что при я Е (£,<) интеграл (2.1) следует 

понимать в смысле главного значения Коши.

Лемма 2.1. Дусть (, Е С+ - фиксированная точка. Тогда :

а) если -1 < а < оо, то функция ив(г) гармонична в С \ [С, С] " допускает 

непрерывное продолжение на интервал (С, С) >

б) если 0 < а < оо, то функция ва(я) допускает непрерывное продолжение 

на отрезок [С С] и всюду в С представима в виде

2е 11 г31п> ч

К тому же, но(л) субгармонична в С \ {£}.

Доказательство. Если в (2.1) £ = £+»։; и я = £ —։ш (ш ЕС\[0,2»?]), то очевидно

— зш) = 2тг(Г(а + 1))-11ш Фа(ги), где

Поэтому а) и первое утверждение б) непосредственно следуют из известных 

свойств интеграла типа Коши. Представление (2.2) следует из (2.1) интегри­

рованием по частям.
■ V

Теперь мы готовы к доказательству утверждений 1° и 2° теоремы 2. Пусть

р>0ия = х + *уЕ Ср = {я Е С : 1т я > р} - любые фиксированные числа.

Условившись, что а<)9<7<а+1 положим 

•+оо
сг7 1|1ой|ар(з + »а, ^)|\(1ог =(2.3)
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где

Я
г+оо

<W) Уо o’7-1|log|e/։(* + »o,>C)l|rfor1

g+\g+

/<2) = If / ^_1|к^|ад(я + »<т,О1|*г>

g+ ’

/(3) = // /о ff7՜1110g l“՜3^ + ia' ^'ldOr ^ = ^ + iTl)>

G?

и опени.м интегралы /(’) по отдельности. Используя (1.5) и хорошо известную 

формулу

1 Г+о° Xх՜1 dx Г(«-А) 1 с , „ , , , чГ(А)/о (x + w)*- Г(5) w«֊A’ 5 > А > 0, | argw| < тг, (2.4) 

получим

/СО < Г(7)Г(/?+1-7) Г Г [*>_____ тЧт_____
- г(/з + 1) J J (г + у-^+1-7-

G+\G+

= ^,7)// ^ЧЫ.о/։ ,+!-,<*>.Ат.,)// 'ГШ

g+\g+ g+\g+
(2.5)

Далее, ввиду представления (1.5)
, , г г № г+°°
2 < // ^д(С) / r^dr /

Jj Jo Jn 
GJ

a՜1 1da
(a + r + y- T/)^+l

Если 0 < 7 < 1, то прямая оценка показывает, что

J J ^d^c).
g+

Если 7 > 1, то ввиду очевидного неравенства (a + fc)A < max{l, 2A-1](aA + 6A) 

(a, b, A > 0) и формулы (2.4)

GJ՜

< c(M) yy л՛ <ис).
GJ՜

Таким образом, для любого 7 > 0

/(2)< ^.т) тг'‘ЩС)<с(0>7>р) jj ։?“+1^(О-

g+ G+

(2.6)
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Для оценки № при 0 < Р < оо и р - 1 <Р < р используем представление

2п т^Рт

получающееся интегрированием (1.5) по частям. Тогда очевидно

•ч т^Рт

с+
»5^-* -'-‘”'17

■ч т^~рРт
= <71 + + /3, (2.7)

ч
1 И тр рРт

о

£Д-‘Ме-ь

2>) 1

ч

где <71,2,3 - интегралы от слагаемых в квадратных скобках. Используя (2.4), легко 

проверить, что

’?“+1 ^(0- (2-8)

Заметив, что при любом 6 £ (0,0\ имеем т/ [ —---- < с(а, Р,у,8, р)»?“+1,
Jo (°՜ + У)

получим

(2-9)

°։
Для оценки <73 рассмотрим два случая. Спачала, если р - не целое, т. е. р — 1 <

с+

4 сг7 рРаРт
|д + т + у - “

д+

С Г
'о Уо |а + Т - 1 + у/#-’’+1'

Поскольку для любого А £ (0,1) 

то получим

(2-Ю)
б+



Потенциалы типа Грина и представимость весовых ... 15

Пусть теперь 0 - целое, т. е. 0 = р. Тогда
J3= [[ dp(Q) Г a՜1՜1 Re Г----- -Дт----

JJ Jo Jo т+К ~гг +
ai

где интеграл под знаком модуля понимается в смысле главного значения Коши.

Отсюда следует, что

где

j3=JJ 
Gi

■п 
а

■ч ^log О2

Tl = щи Г °-7՜1J J J>)_v
g։

1оя

$2dT da =

(°՜ + У - »?)а + (х - £)2

(o՜ + y)2 + (s - f)2 \ 
(<т + у-»7)а + (х-€)2/

(a + y)2+(x-<)2 
(он- у - rj)2 + (z - <)2

da = Т\ + Tj + Т3,

1/2
da,

(a + y)a + (x-Q2 \ 
(a + у - T)՝)2 4- (z - £)2 J

do*,

1/2
da,

Ввиду того, что 1 < 0 < 7 < «+1, и очевидных неравенств 1/2(д+6)2 < а?+Ь2 <

< (a + 6)2 (а, b > 0) имеем

Ti< [[ dP(C) Г log/Л * + У }da<
JJ j^—y \ (т 4֊ у т] J
Gt

- Qlog2 + 2) JJ dp^) <с(а,у,р) T)a+1dp((;).

g+ g+
Легко показать, что Tj допускает такую же оценку. К тому же
T*<JJ Ч7՜1 dp(tf U’2 "log da+

(2-11)

+ [ log ( Л- ) da <с [[rfdptf) < с(а,7,р) f f r}a+1 dp(£). (2.12) 
Jol^-V \'/У°/ J J J J

4 GJ,
Поэтому из (1.6) и (2.3) - (2-12) заключаем, что

I < с(а, 0,7,Р} jj Па+՝ dp^՝) < +оо. 
а+

Это, очевидно, доказывает включение /д(я) Е Му (0 < 7 < а + 1) и равенство

(1.13), где интеграл абсолютно и равномерно сходится в С?р. Более того, по­

скольку А/7։ с Му, (71 > 72), то доказанное включение справедливо для любого

о
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7 € (0, а+1). По лемме 1.1 из [13] и лемме 3.2 из [10], IV р1р(г) есть функция, не­

прерывная и субгармоническая в С+. Таким образом, утверждение 1’ и формула 

(1.13) доказаны. Формула (1.14) доказывается аналогично. Теперь заметим, что 

согласно (1.13) и (2.1) 
г+оо
/ |1У-“/в(а; + »у)|^<

. 1 Я Г тЧт [+°° \Т+У֊^ _“ Г(а + 1) У/ М(<)Уо Лоо (т + у֊ч)2 + (х-<)։ 
в+

с+
Применение теоремы XX из [19] и теоремы 8 из [20] ведет к представлению (1.16), 

и, тем самым, доказано также утверждение 3°. Утверждение 4° доказывается тем 

же способом.

Следующие две леммы необходимы для доказательства утверждения 5°.

Лемма 2.2. Пусть а (-1 < а < оо) - любое число, р - мера на б+, удовлетво­

ряющая условию (1.6), и п(р) = р(С+) = // <1р, 0 < р < оо. Тогда

Пт р“+1п(р) = 0, 1։т ра+1п(р) = 0.
₽֊•+«։ р—>+□

Доказательство. Поскольку в обобщенном смысле
г+оо

<1п(1) = — <1р(х + й),
J—oo

ТО

Л (1ш О“+1 <*Д(0 = - /+°° *а+1^п(*) < +оо. 

с+
Устремляя р —♦ Ч-оо в неравенстве

г+оо 
— / 1а+1с1п(1) > ра+1п(р),

•1р
получим 1цпр_+оо р“+1п(р) = 0. Далее, пределы

г+оо
Пшор“+1п(р) и 1ап(1)<11

существуют и конечны ввиду равенства 
г+оо г+оо

- / 4°+1ей1(г) = ра+1п(р) + (а + 1) / 1ап(1)Л1,
^р

которое легко получить интегрированием по частям. Теперь остается заметить, 

что по критерию сходимости Коши
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при р —» +0.

Тем самым, лемма доказана.

Пусть £ € С ֊ произвольная фиксированная точка, и пусть

1, при Е Э С,
О, при Е £, Е С С

есть й-мсра Дирака с единичной массой в £. Вообще говоря, мера Рисса V, 

ассоциированная с функцией и(я), субгармонической в некоторой области £2 С С, 

определяется формулой и = (2тг) где △ - оператор Лапласа. Эту формулу 

следует понимать в смысле обобщенных функций, т. е. в смысле того, что для

любой функции £ С“ (£2) имеет место равенство 

пп
где гп2 - мера Лебега на £2, а С“ (£2) - класс бесконечно дифференцируемых функ­

ций с компактными носителями в £2. Ниже мы будем отождествлять борелевскую 

меру и с линейным функционалом

е с0°°(П).
п

Лемма 2.3. Дри любых фиксированных а (0 < о < оо) и £ £ С+ мера Рисса £а,

ассоциированная с функцией va(z) = W а log |аа(я, £)|, представима в виде
1

£а(Е) = Г(а) Л 6((E + it)dt, ЕсС\{(]. (2.13)

Доказательство. Для любой функции £ С“ (С \ {£}) имеем

(£»,?) = 2тг У/ «а(г)Ау>М dmշ(z).

Следовательно, согласно (2.2)
С

(£а,<р) = log |z ֊ С + й|Др(з) ^(z) dt.
С

Поскольку интеграл в квадратных скобках - мера Рисса, ассоциированная с 

функцией log |я — (С — й) | и равная 5-мере Дирака, сосредоточенной в точке Q — it, 

то
(F > - 1 [ 1 Г

Г(а) Л
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Так как р(г) 6 С§°(С \ {<}) - произвольная функция, то

£О(Е) = -Ц / Е С С \ R}.

Тем самым, воспользовавшись тем, что 6(-ц(Е) = й((Е + й), приходим к (2.13).

Замечание. Мера 8а сосредоточена на (С, С] и
1 Г2’’ 2“_ £-«<՛<» = г«/ '"■‘л = гАлГ1*' _

Если Е С С+, то 5((Е + й) = 0 (т/ < I < 2т?). Поэтому, при Е С в+ формулу

(2.13) можно записать в виде
8а(Е) = -Ц Г 1“-Ч(Я + й)Л. (2.14)

Переходя к доказательству утверждения 5° заметим, что д - мера Рисса 

функции /в(з), л ро - мера Рисса функции РИ “7о(г). Ясно, что

(ро,р) = РИ_о7о(я)Д^(г) <1т2(г) при любой <р 6 С“(С+). 
в+

Следовательно, согласно (1-13) и (2-14)
(А‘в>’’) = У/(£“,*’)^= Г^)// *“-1«о«-й)Л МО-

С+ (7+
Поменяв порядок интегрирования, отсюда находим

JJ <р(ОМС + й) dl- 

-G+
(Яа.95) =

Так как <р £ Cq°(G+), то последнее равенство можно записать в виде (1.18), где

Е (Е С G+) - любое борелевское множество. Более того, формула (1.18) имеет 

место и в случае, когда Е С G+ - любое неограниченное борелевское множество, 

удаленное от вещественной оси на положительное расстояние. Действительно, 

при любом р > О
। /•+оо

п*(р) =г7^Л о-0_1п(р+о-)։/а, (2.15)

где па и п определены посредством мер ра и р. Интегрированием по частям и ис­

пользованием леммы 2.2 приходим к заключению, что интеграл (2.15) сходится. 

Таким образом, теорема 2 полностью доказана.

Как было отмечено выше, доказательство теоремы 1 мы пропускаем, по­

скольку оно аналогично и во многом проще доказательства теоремы 2. Тем не 
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менее, приведем без доказательства следующие две леммы, относящиеся к фак­

торам типа Бляшке М. М. Джрбашяна [2], [3], которые, на наш взгляд, предста­

вляют самостоятельный интерес.

Лемма 2.1'. Пусть Q 6 ID, £ / 0 ~ фиксированная точка.

а) Если -1 < а < оо, то функция

ио(г) = г-“п֊“10й|ло(я,с)| = ֊—1—Яе (1՜^ ֊. * =
1 [аг 4-•/|ср 1 ~ •гч ►

(где интеграл понимается в смысле главного значения Коши на (£,£*), £* = 1/£) 

гармонична вС\[£, С] и допускает непрерывное продолжение на интервал (С, О-

б) Если 0 < а < оо, го функция иа(з) допускает непрерывное продолжение 

на сегмент [£, С] и представима в виде

Ыо(г) = Па+П՞1ой ГТ՜ + г^т / (1 ~ *)в-110g 2 - 7 dt՝ 2 еС- 
1-С֊ Ча) J|(|a i

При этом, функция ua(z) субгармонична в С \ {С*}.

Лемма 2.3'. При любых фиксированных а(0<а<оо)и£Е Ю, £ О рис- 

совская мера £а, ассоциированная с функцией ив(ге‘®) = r~aD~a log |Ао(ге‘₽, £)|, 

представима в виде

1 W J|fP 
где Е - любое борелевское множество такое, что Е С С \ {С*}. В частности, если

Е С Ю, то

1 w -/ICI

§3. СООТНОШЕНИЯ И ОЦЕНКИ
• • I

ДЛЯ ПОТЕНЦИАЛОВ ТИПА ГРИНА

В [10] получена формула в полуплоскости, аналогичная формуле Йенсена. 

Именно, при предположении, что функция и(я) субгармонична в С+ и такова, 

что для любого р > 0
.... Г.КТ’Ч

/
+<ю

|и(г + ։у)| dx<Cp< +оо, (3.1)
•оо
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установлено, что при любом р > 0 имеет место формула

— /+ и(х + <р') <1х = - [ (1-р) </п(4)+^1ппвирЛи(»Л), (3.2)
2% У֊оо Л 2 Я-+<»

где последний предел конечен, а п(4) - значение меры Рисса р, ассоциированной 

с и(г), в полуплоскости С/՜ = {к бС : 1т я > 4}, Т. е.
п(4)=д(С+) = //

в։
При этом, формула (3.2) остается справедливой, если в ней верхний предел 

заменить на Пшп֊.оо Лп«(‘Лп) по любой последовательности Д, —» +оо, п —♦ оо, 

такой, что и(Яп) > —°°, п=1,2,....

Лемма 3.1. Пусть 0 < о < оо и и(я) € Д* (б+). Тогда выполнены условия (1.6) 

и (1-23), где ц - мера Рисса, ассоциированная с и(я). Кроме того, справедлива 

формула

^±12 УI(Ьп я)“-1«^) Лп2(я) = //(Ьп 0о+1 МО- (3.3) 
о+ <?+

Доказательство. Для любой функции и(я) 6 5*(б+) выполнено условие 

(3.1). Умножив члены (3.2) на у“՜1 и проинтегрировав по (0,+оо), получим 

Нп18иря_+оо Яи(»Я) = 0. Отсюда следуют все утверждения леммы.

Вторая лемма этого параграфа содержит оценку для модуля потенциала 

типа Грина (1.2). Эта оценка получена с применением метода Хеймана [21].

Лемма 3.2. Пусть 0<а<ооид- мера на С+, удовлетворяющая условию 

(1.6). Тогда для каждого /3 > а неравенство

14>(з+ч01 < //(Ь"0а+1 МО, (3.4)
с+

справедливо для всех у > 1, за исключением некоторого открытого множества 

Е С [1, +оо) конечной логарифмической длины, т. е. такого, что г՜1 <1г < +оо.

Доказательство. Используем представление

|ад(я,С)| = |а0(>,£)| + Де Рд(и,<), з,СеС+ (3-5)
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(см. доказательство леммы 3.2 из [10]), где |Гд(з,С)| < Кд и Кд - постоянная, не

зависящая от г, ( € 6'+. При фиксированном г = г + »у 6 С+ положим

УУ 11о£ |а0(я, 011 = 71 + /2 + 7з

с7/»

ид(® + ։у)1 < |>ог|вд(г,С)|| «/НО < У У 11ов Ыг>ОН <*я(С)+
Ц+ 0<1т (<у/3

+ УУ |Ее Рд(д, 01^(0+

и оценим последние интегралы по отдельности. Непосредственная оценка 7; и 

сразу приводит к требуемому неравенству для всех у > 0. Действительно, если

С = £ + т?, то

/Г /֊2< трИг ел Г Г

0<1т (<у/2 0<1т (<у/2

< / / ->“+‘ <МО.
0<Тт (<у/2

/2 <Кд УУ ^(С) < УУ Т)^ </д(0.

Для оценки положим

/ ] 108
С+։П{|(-*|>1//2}

с7з ] ] 106
1С-»К»/з

^(0 = Т1+Т2.

При < Е С?+/2 Г> {|< - я| > у/2} очевидно

֊ = |1овГ1 +О < 1ов
У

Следовательно

т՝-1! / ’ ,а+1
^/։п<1С—1>»/։}

Переходя к оценке Т^, предположим, что е > 0 - фиксированное число. Будем

говорить, что число у > 1 е-нормально, если

у-Л<1т С<и+Л

П“+1 ^(0 < ֊ для всех Л £ (0, у/2]. (3.6)

Далее, через обозначим множество всех Е-нормальных чисел и докажем, что 

при любом е > 0 множество [1,4-оо) \ Яд имеет конечную логарифмическую 
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длину. Ввиду (3.6), для каждого у Е [1, +оо) \ R, существует число АР Е (0, у/2] 

такое, что
у у 

у —Лу<1т
Тем самым, множество [1,+оо) \ R* покрыто набором {Ьу}ж открытых интерва- 

лов Ьи = (у - А„, у + АД у Е [1, оо) \ R,. Очевидно, что существует не более чем 

счетное множество {БУ1.}к С {АД, покрывающее [1,оо)\/г«. Можем также до­

биться того, чтобы ни одна точка луча [1, оо) не была покрыта более чем двумя

интервалами Ьук- Тем самым
«Г+։ < 2 и <+1 <*д(Д

с+
Полагая Е = иДУк и пользуясь двумя последними неравенствами, получим

А * * А,* 1 к \ У* - Ау* / к Ук

< -£ Е / / «7О+1 <МС) < 8 // Па+։ МО-

Далее, докажем неравенство (3.4) для всех чисел у > 1, ^֊нормальных в смысле

(3.6), т. е. для множества /?,, где е будет выбрало ниже. Рассмотрим следующие

кольцевые множества • в* — {с: 24+1 < К 21 < 2к} > к = 1,2...... Ясно, что

{< : |( - г\ < у/2} = {г} □ (0^£>*). Кроме того, ввиду (3.6) для всех А Е (0, у/2]

У[ па+1 ^М(С) < у у ^(0 <
<*) у-л<Пп с<к+л

Устремляя здесь А —> +0, получим Д т]а+1 ^р(С) = 0. Следовательно

«)• (3-7)
к-1 Ок

С другой стороны, при С 6 £>*

1ое < 1ое (1 + < log(5 • 2к1 , 2 — 2
= 1 + - -----

Так как число у Е-нормально, то взяв А = у/2*, получим
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Беря е = У/ г)°+г <1р(^), приходим к требуемому результату. 
с+

Лемма 3.3. Пусть 0<ог<ооир- мера на С+, удовлетворяющая условию

(1.6). Тогда для любого Р > а справедливы следующие соотношения :

(3.8)

(3.9)

(3.10)

Доказательство. Обозначив г — х + 1у,( = £ + ։^, при фиксированном у > 0

положим

где

0<1т (<у/2

Оценим эти интегралы по отдельности. Используя представление (1.5), получим

0<1ш С<»/2

у2” т^т
о (у + т- т)У> ~

/ у йд(с) < с֊^1 
0<1т (<у/2

/ у </д(с), 

0<1ш (<у/2

У2 < [ [ Ур(() [ Рх Г՝------------- Т^Г---- ----- — <
7 У У|։|>») Уо ((у+т-^Р+л3)^4՜1^2 
С»/։

Для оценки интеграла Уз используем представление (3.5). Тогда получим
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Поскольку

с!х = тш{у,^}, г, ( 6 б7+, г = х + ։у, < = < + й},

То
7з<с(^)уу ч“+1</д(С),

и неравенство (3.8) доказано. Далее заметим, что для потенциала /д(г) = 1р(я, р) 

выношена формула Йенсена (3.2). Кроме того, по лемме 3.2 Ншя—+ооЛ|/д(*Л)| = 

= 0. Тем самым, (3.9) установлено. Паконец, (3.10) непосредственно следует из 

неравенства
( Л \Р+1

1ов|ад(з>С)1 < Ср ( -----г)

доказанною в лемме 3.1 из [8].

*,Сб(7+, -1 < Д < оо,

Лемма 3.4. В условиях леммы 3.3 справедливы следующие соотношения :
а) а(“ + П- /+°° у“՜1^ /+°° 1а(х + 1у)<1х = [[(1т ()“+։ <1р($. (3.11)

м 70 7-оо 77

б) Если р > а, то 1р(я) € 5*а{С+), и следовательно

= Л(1т <)“+* ^(С). (3.12)

в+ в+

в) Для любого а > 0 существует мера V на С+, удовлетворяющая условию (1.6)

и такая, что 1а(я,у) £ 5„(С+).

Доказательство. Если Р > а, то используя (3.10) легко показать, что

&՛+ б+
и утверждения а) и б) следуют из лемм 3.1 - 3.3. Контрпример с дискретной 

мерой, который доказывает утверждение в), построен в работе [8].

4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 3

Первая лемма, доказанная ниже, является обобщением результата М. Тей- 

блсона ([18], теорема 4).
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Лемма 4.1. Пусть 0<а<2, 1<р, д<оои /(г) 6 Г1 («/ж/(1 + ж2)), т. е.

+ ®2) < +°°- Далее, пусть и = и(ж,у) - интеграл Пуассона 

функции /(ж) в С+. Тогда величины ВР,1(Г) и ££՛’(«) эквивалентны, т. е. 

существуют постоянные с\ > 0, с2 > О такие, чтос\Вр,ч(Г) < Ц^4(и) < с2В™(/).

Для частного случая /(ж) £ Д₽(1В.) доказательство леммы 4.1 можно найти 

в [18] (теорема 4) или в монографии И. М. Стейна [22] (гл. V, §5, предложение 

8'). Мы не приводим доказательства леммы 4.1, так как метод доказательства 

по существу тот же, что в указанной монографии Стейна.

Следствие. Пусть 0 < а < 2, 1 < ро < оо и /(г) £ Я₽0(б+). Тогда 

нижеследующие утверждения эквивалентны :

а) /"(ж) £ Н\_а, б) /(ж) = Дто/(ж + »у) £ Ар°.

Обозначим через ф(х) функцию, сопряженную с ф\х), т. е. ее преобразование 

Гильберта

^>(ж) = 1пп — [ если у, (1 < р < сю)
е—*4-0 7Г х|>е 2? — ь

ИЛИ

*>=Л”г»7/,_։|>.(^д+гг?)*)л’ еаи *)е£1(пУ՛ 

Отметим, что I? С (Л/(1 + 42)) при любом р (1 < р < оо), и ВМО(П1) С

С £’(*/(!+4а)).

Лемма 4.2. Пусть 0 < а < оо, 1 < р, д<оои1<ро<оо. Тогда

а) если ф(х) £ АРо>₽>’, то ф(х) £ АРо'₽1’,

б) если ф(х) £ А“,Р1?, то 1С(ж) £ А„мо>р,։,

в) если ^>(ж) £ АоАГО'₽’’, то ф(х) Е Л.aMO•p^,■

Доказательство. Не теряя общности можно считать, что функция ^(®) веще­

ственнозначна. Кроме того, ф £ ВМО, если ф £ Ь°° или ф £ ВМО (см., наир., 

[17]). Введем в рассмотрение функцию

Р(ж -1, у)^(4)«Й,
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и функцию
г+СО

Ц(х,у) = / <Э(х-1,у)ф(1)М, если
*/ — ОО

у) = / С(®—*>։/) + ^<*)Л>
«/ — ОО

1/>(0 е ьРи (1 < ро < оо),

если ф £ Ь°° или V* 6 ВМО.

Здесь Р(х,у) = у/(тг(а? + у3)) и 0(®,'у) = ®/(к(®3 + у3)), соответственно - ядро 

и сопряженное ядро Пуассона. Заметим, что
#(®>У) = [ р(х -I, у)^)<Й,

*/ — ОО

и почти для всех г £ В имеем 11т։,_+0 (/(я, у) = ф(х) и Нт1,_+о и(х, у) = ^(г).

Отсюда, в силу лемм А и 4.1 следуют все необходимые утверждения, поскольку 

и и V - гармонически сопряженные функции.

Для функций /(г) = /(г + ։у), определенных в б+, вместо интегродиффе­

ренцирования Вейля по переменной у будем иногда пользоваться таким же ин- 

тегродифферепцированием по переменной х. Функции
1 /■+°°

= гШ т “ > °
будем называть, соответственно, левосторонним и правосторонним вейлевскими 

первообразными (интегралами) порядка а по переменной х от функции /(л). 

Аналогично, производная /(л) порядка а > 0 определяется формулой

где п - целое число, определенное неравенствами п — 1 < а < п.

Лемма 4.3. а) Класс Н„{С+) (0 < а < оо) совпадает с множеством функций

у(л), представимых в виде 

у(л) =
Г(Д + !) [+°° ?(*)

* 7-00 (й ֊ ։-*)/ж л, л е с?+, (4-1)

где Р > а - любое число, <р(1) = <рр(1) - любая вещественнозначная функция, 

к раз дифференцируемая в ТВ. (к - целое число, определяемое из неравенств 

к < р — а < к + 1.) и такая, что

е л₽_а_4 при некотором р, 1 < р < оо. (4.2)
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6) Если функция д(г) представима в виде (4.1)-(4.2) с (3 6 (а, а-М), то почти 

для всех х € ГО имеет место соотношение

<р(х) = Пт № рКед{х + гу). (4-3)

Доказательство, а) Пусть 0 < а < оо и д(г) Е Н1 - какая-либо функция. 

Полагая /? > а, введем в рассмотрение функцию ■ф(г') = е‘(а-/Г>*^\у-ад(х'). 

Как легко проверить, 6 Я1(&+). Тем самым, имеет место представление

Пуассона
1 

тг»(< — г)

Ле ^(г) ---------- аъ

Отсюда следует, что

(4-4)

(4-5)

так как очевидно Н^(С+) С М-, для всех у € (0, а 4-1), и, тем самым, оператор 

Вейля обратим (т. е. У/уУУ՜0 = IV0) в классах Я^(б+) (см. [15], формулу (1.19)). 

Непосредственным вычислением убеждаемся, что

и? ՛ 1 ] г(а + 1) 
я-»(< — я)] тг

1 
М֊*)?+1

* _ + *) |(а-Д)т/3 .у-(Д-а) 1
[»(< - я)]»+1 - г(а + 1) [ *(+) (й - »я)^1.

Из формул (4.4) - (4.7) вытекает представление

Ф)=3£±Л £“ «с #(։) й.

Поменяв порядок интегрирования, заключаем, что

. . Г(/? + 1) /•+» ^-в)Ле ф®

(4-6)

(4-7)

(4-8)

Теперь остается только показать, что функция ^(2) = “^Ле ^(Х) удовле­

творяет условию (4.2). Для этого мы докажем, что этому условию удовлетво­

ряет функция /(X) = И^՜^՜“^*). Не теряя общности, можно считать, что

Не ф(1)<И

и

е>(о֊^/2д^ =
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О < р _ а < 1, т. е. Л = О (при к > 1 интеграл (4.8) проинтегрируем по ча­

стям к раз). Сначала предположим, что 0 < Р - а < 1. Ясно, что функция /(4) 

допускает голоморфное продолжение в Д+ :

/(х + *У) = М/х"(-)““)+ »») = ֊у <т0-а-՝11>(а + х + £у)^<т.

Как следует из результатов [23] (теоремы Си Н), интеграл Вейля И<77 (0 < у < 

< 1) является ограниченным оператором из №(С+) в Я’/(1-7)(Д+). Тем самым, 

/(г) 6 Я1/(1-^+°')(Д+). Далее, для операторов Вейля и IV7 справедливы 

неравенства

||И"Г||и*<с(7։А)|№1_7, (4.9)

||^-7^||яи< с(7,А)||Р||я., О < 7 < А, (4.10)

которые доказываются тем же способом, что и лемма А, пользуясь (4.9) и (4.10). 

Действительно, по лемме А у'(л) 6 Н^+1(Д+), а по (4.10) ^'(л) 6 Н}(Д+). Тем 

самым, /'(л) 6 ^1-А+а(^+)- По той же причине /'(л) = И^^-“^'(з) 6

6 Я}֊/з+а(с+)- Ввиду леммы 4.1, /(х) = 1ппу_+0/{х + 1у) 6 А^՜3՜“5. В 

случае когда р — а = 1 то же рассуждение приводит к включениям /(л) 6

е Я°°((7+) и /(г) 6 Л“. Для доказательства обратного утверждения предполо­

жим, что у(л) - функция, представимая в виде (4.1) - (4.2) при некотором р > а. 

Не теряя общности можно считать, что а < Р < а + I, т. е. к = 0 (при к > 1 

интеграл (4.1) проинтегрируем по частям к раз). Рассмотрим по отдельности 
Л ՛

три случая : 1<р<оо, р=1ир = оо. В силу теорем вложения классов Бесова 

(см., напр., [18], теорему 9, или [22], гл. V, раздел 6.7)

С П Б’(Ш-) (0<7<1).

Следовательно, случай р = 1 приводится к случаю 1 < р < оо. Приведем 

полное доказательство только для наиболее сложного случая р = оо. Рассмотрим 

функции 
/+оо

Р(х — I, у)<р(Р)<И, 
■ОО
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. 1 I
1-‘'») + 7ГТй Р(х —4,у)р(1)Л,

~ 1 Г4՜00 1 -р
Г(ж) = и(г) + «V(ж) = у (1 _ г)( 14՜?) У^<Й> 2 = ® + ‘у- (4Л1)

По лемме 4.2 ^(®) 6 ^р-а> поскольку <р(х) 6 Л^_о. Очевидно, что некасатель­

ные пределы Р±(®) = Нтх_Г1ЖеС± Р(х) тоже принадлежат классам Л®^°. В 

частности, Г±(г) 6 £2(Фг/(1 + а:2)) (см., например, [17]). Функция Ф(г) =

= Р(х)/(։ + г) принадлежит классу Я2(С+), поэтому 
/+ооФ(*)Л_0 _г+

У —оо 2
Отсюда следует, что

Л = 0, гев+, (4.12)

Л = 0, г е (7+. (4.13)

Далее, дифференцируя (4.12) и (4.13) по переменной у посредством оператора

Вейля И^, получим

Г00 пд)<й
Л« (*-^+1՜ ։

Лоо 1

Г” р_(<)^
Лоо (4-^+1՜°’

+о° Р_(® + <)Л
-о» (1-^+1 -и>

г е в+, (4.14)

з е в+. (4.15)

Интеграл в (4.11) можно рассматривать как интеграл типа Коши от функции 

ы(1, г) = 2(1 + tz')<p(t')/(1 + /2). Согласно формулам Сохоцкого-Племеля

Г+(х) — Р-(х) = ш(г, х) = 2у>(х) почти для всех х Е Ш.. (4-16)

Используя формулы (4.14) - (4.16), преобразуем функцию д(г) :

/+оо^(<)-Г_(<)
Лоо [»•(«-^)Р+1 '

Г(/9+1) [+°° Р+(х + 1) + Р+(х-д-2Р+(х) 
Е՞ [£(*-^+1

Далее, оценивая получаем
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||<7||я> <с(а,Д)В‘'2в(Г+)<4-оо.

Наконец, для установления формулы (4.3) применяем к обеим частям предста­

вления (4.1) оператор Вейля и устремляем у —♦ +0. Это завершит доказа­

тельство леммы 4.3.

Теперь нетрудно доказать и теорему 3. Пусть 0 < а < оо, Р > а - любые 

числа, и нусть и(з) € 5*((7+) - какая-либо функция. По лемме 3.1 мера Рисса 

р, ассоциированная с и(я), удовлетворяет условию (1.24), а по лемме 3.4 потен­

циал типа Грипа /д(г) = /д(х,д) принадлежит 5£(С+). Следовательно, гармо­

ническая функция Л(г) = — 1р(г} принадлежит классу 5^(С+), т. е. классу

Л^(6’+). Поскольку оператор гармонического сопряжения - ограниченный опера­

тор из в Н1а (см., например, [24] или [5]), то функция д{г) (Йе д(г) = Л(х)) 

принадлежит <9Х(С+), и остается только применить лемму 4.3. Обратно, если 

функция и(а) представима в виде (1.27) - (1.28), то, опять же по леммам 3.4 

и 4.3, € ££(С+). Тем самым, класс ,9*(С+) совпадает с множеством всех

субгармонических функций и(г), удовлетворяющих условиям (1.6) и (1.23). Для 

доказательства формулы обращения (1.29) используем некоторые свойства по­

тенциалов типа Грина А. М. Джрбашяна [16], записанного в верхней полуплос­

кости С+ :

№ = I/ *ес+,
в+ 

гч / 1 1 \
Ьр(г, С) = ехр - I ■ - + —7-------— I тр <1т , С = £ + и?.

-1о \(г + К ֊ (»£ — »я — т)₽+1 /

Повторяя рассуждения доказательств леммы 1.3 из [13] и теоремы 2, можно 

показать, что функция И^_^/^(я) (а < Р < а + 1) непрерывна и субгармонична 

вС\и что справедливо представление

™~Р1рЫ =
в+

Так как для любой фиксированной точки ( 6 С+ имеем 1У_/? к>8 |6д(х, 01 < О 

(а £ Сх+), то функция IV (я) неположительна в С+ я допускает представление

гес+.
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РУ_/3У5(а) = Су + 1о(я, А) + Ьр(а), ж = х + *у е Д+,

где С - неположительная постоянная, А - мера в б+ такая, что

с+
а Лд(ж) - интеграл Пуассона-Стилтьеса. По теореме Литтлвуда (см., например, 

[17]), почти при всех х 6 Ш. функция 1р(г) имеет конечные граничные 

значения 11т1,_4-о УУ~р1р(х + *у}- С другой стороны, эти значения нулевые, так 

как

И'-Д1о8|бд(х,01 = о, хеш

(см. [13], теорему 2.1), и по лемме Фату

Итвпр |1У“)37в(г)| < [[ Птвир |Ьд(ж,^)|| ։1д(С) = 0.
у^+о 77 у-.+о

о+
Кроме того, функция

М*) =\У-рГр(г) - ]М-р1р& =

1 п [[ Г У՜2” Г тр(1т-Г(/?+1)Яе У/ Ц г+1(-1ж Уо <-«-г] м(<) 
с+

допускает представление

'Ы*) =
=т^п) II [I (^+у)а+(£-хр((1+а)Д ■(1 -а)Д) ЙД(С) 

б+
и она гармонична и неотрицательна в б+. Применив к (1-27) оператор Вейля 

РГ ви(х + ։у) = №~р1р(х 4- »у) +

]¥у р порядка 0, получим

И* ^(Лад]’’<‘)‘Й =
= ЛИ-’Ч (. + ад - », (г + ) + I Г“ .

тг 7-00 I® л-У

Полагая, что х 6 П1 фиксировано, устремим у —» +0 и придем к (1.29), чем и 

завершим доказательство теоремы 3.

В заключение приведем формулировки двух теорем, являющихся усиления­

ми теорем 1 и 2 из [10]. Их доказательства вполне аналогичны доказательствам 

леммы 4.3 и зеорем 3 и 4.
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Теорема 5. а) Класс S;(G+) (0 < а < оо) совпадает с множеством функций, 

представимых в G+ в виде

«(*) = уу logl^MI МО + y+J [ле (—^)а-]^(1), (4.17) 

G+

где Р > а - любое число, р(£) - мера в С+, удовлетворяющая условию (1.6), 

а ф(1) - любая вещественнозначная функция ограниченной вариации на Ш., 

принадлежащая Л”.

б) Если функция и(з) представима в виде (4.17), то ассоциированная с нею 

мера Рисса совпадает с р. Кроме того, если число (5 £ (а, а + 1) не целое, то
Гх Гх

ф(х) = Нт^у №~аи(1 + зу)сИ 4- 1’^у + ։у)Л, х Е В1,

где Фа,р(» + ։у) ~ функция класса К'(С+).

Теорема 6. а) Класс S*(ID) (0 < a < оо) совпадает с множеством функций, 

представимых в виде

u(z) =Glog|z| + уу log |Ад(л, 01М0+
ID

+ ГЦ±1) £ ֊ 2 _ ,] f418)

где р > а - любое число, ։/(£) - мера в ГО, удовлетворяющая условию (1.4), а 

- любая вещественнозначная функция ограниченной вариации на [—тг, тг], 

принадлежащая классу А}'1.

б) Если функция п(а) представима в виде (4.18), то

Гв Гвф(0) = 1пп / г_“£>_ои(геи)Й + Нт / а>р(теа)Р1, в 6 [—тг, тг],
г-«1-0 /п >■-»1-0 /п 

где Фо,^(ге։в) - функция из класса Харди А1 (ГО).

ABSTRACT. The paper establishes some useful properties of the Green 
type potentials for the unit disk and for the half-plane of the complex 
plane, constructed by means of the Blaschke type factors of M. M. 
Djrbashian and similar factors of A. M. Jerbashian and G. V. Mikaelian.
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The main results of the paper are some Riesz type representations for some 
weighted classes of subharmonic functions. These results are improvements 
of the representations of holomorphic and harmonic functions obtained by 
M. M. Djrbashian and F. A. Shamoyan in the disk and by A. M. Jerbashian 
in the half-plane. Here these representations are extended on subharmonic 
functions and representing measures are modified by the use of Besov’s 
functional classes. Also the similarities of the Stieltjes inversion formula 
are obtained.
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