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В статье исследована сходимость в среднем на замкнутых кривых 
разложений функций по некоторым системам рациональных функций 
с заданными полюсами.

§1. ВВЕДЕНИЕ

Если функция /(г) принадлежит классу Нр (р > 0) в единичном круге, т. е. 

аналитична в |я| < 1 и при всех г < 1

< К, где К < 4-оо - постоянная,

то, как известно, почти всюду на единичной окружности |я| = 1 существуют 

некасательные граничные значения /(г) при |я| —» 1 и

•Л«|=1

Хорошо известно, что если

Я*) = 52 е* А и<Х
к=о

- разложение Тейлора функции /(г) 6 Нр (р > 1), то на окружности |г| = 1 

имеет место сходимость в среднем :

Г п р
1пп / /(я) - V скгк |<й| = 0.
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Далее, если функция /(я) определена лишь на единичной окружности, где она 

принадлежит классу 1? (р > 1), т. е.

[ |/(ж)РМя| <+ОО,

У|«|=1

то /(я) разлагается в ряд Фурье, сходящийся в среднем на |я| = 1 : 

. п ₽
Нт / /(я)- У? с*** |йя| = 0.

Система функций {гк}к=-ж ортогональна на единичной окружности. При этом, 

опа является системой рациональных функций с полюсами в точках г = 0 и 

г — оо.

Ниже мы рассмотрим разложения функций по обобщенным системам Уолша 

рациональных функций с заданным множеством полюсов.

§2. О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ ИНТЕГРАЛОВ ТИПА КОШИ

Будем предполагать, что О - произвольная ограниченная, односвязная 

область со спрямляемой жордановой границей Г, а С - ее дополнение, содер

жащее точку я = оо. Далее, будем предполагать, что функция и> = Ф(я) осуще

ствляет конформное отображение области С* на |ш| > 1 так, что Ф(оо) = оо и

Кт*-,«, Ф(я)/я > 0. Пусть я = ^(ш) - обратная к Ф функция. Тогда функция

^(И9 - ^(ш) И'-ш

аналитична при |ш| > 1 и |Р7| > 1. Положим

|ИЧ=г

՝ 1/»
|р(Р7,ш)|’|еДУ| ►

где числа р, д > 1 удовлетворяют условию р՜1 + д՜1 = 1, а г > 1 произвольно.

Определение 1. Будем говорить, что кривая Г принадлежит классу =

= Л41(М), если

1
8ир Г,р>1

1/р

(1)



78 Г. С. Кочарян

Определение 2. Аналитическую в области С функцию /(^) отнесем к классу 

Ер, если существует постоянная К > 0 такая, что

11/(>)1р1^1
•/Г,

< К

для любой замкнутой, спрямляемой кривой Гг С б.

Хорошо известно, что любая функция /(«) 6 Ер (а 6 б) обладает некаса

тельными граничными значениями почти всюду на границе Г, при этом

./г

т. с. на окружности |т| = 1

(2)

По существу, интеграл типа Коши

---------------------------- ат 
т — V)

(3)

определяет пару функций - б(ш) и б*(ш), аналитических, соответственно, в 

областях |ш| < 1 и |ш| > 1.

Теорема 1. Если граница Г области б принадлежит классу М । (Л/) и /(г) 6 Ер 

(р> 1) в С, то функция б(ш) е Нр в круге |ш| < 1. Кроме того

С [ 10(т)|₽|<й-| < / |/(ОРХ| < (1 + л/)р [
•<|т|=1 Уг У|т|=г

Р(т)|₽|<Н

где С > 0 - постоянная.

Доказательство. В силу теоремы Рисса из (2) следует, что почти для всех £ 

(|1| = 1) существует сингулярный интеграл

ад=^/ ЖИги (|։|=1).
2*» У|т|=1. т - ։
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По той же теореме 5(/) € Ьр на |1| = 1 и

/ |5(/)Г|л|<с։ [шт
У|«1=1 Уг

Пользуясь основной теоремой 0. И. Привалова, из (3) получим, что

почти всюду на |4| = 1. Тем самым, интеграл типа Коши 0(ш) обладает 

некасательными граничными значениями, суммируемыми в степени р. Отсюда, 

по теореме В. И. Смирнова, 0(ш) Е Нр и

|0(т)Р|л-| < са^ 17(01”К|. (3')

Ввиду той же теоремы И. И. Привалова из (3) получим, что

почти всюду на |1| = 1, и

/(о = Уфчо даю] - о* [ф(0]} со

почти всюду на Г. Для функции 0*(ш), аналитической в |ш| > 1, ввиду (4) 

справедливо представление

= ,£С> (5) 
/тгх ур с, — г

которое является обращением формулы (3). Снова воспользовавшись теоремой И. 

И. Привалова, из (5) получим, что для граничных значений функции /(л) почти 

всюду на Г справедлива формула

= 2^ / |
Ур — 4 2

или почти всюду на окружности |4| = 1

= 55 /т|=1 +>• («)
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?(*)•

Так как функция 0(ш) аналитична в |ю| < 1, то почти для всех I (|4| = 1)

2я՜» У|т|=1 т - 4

Отсюда и из (6) следует, что

(*)] = Л / 9{т, 1)9(т)<1т + 0(1) (|4| = 1). (7)

Теперь положим
*(*) = 2^ Д _1 Я(г, 1Щт)(1т.

Пользуясь неравенством Гельдера для нормы

получим, что почти для всех I (|4| = 1)

1х(4)1 < Л||в||р||г(т-,<)||д, 
4Л

откуда и из (3')> (7) следует утверждение теоремы.

§3. ОБЩИЙ СЛУЧАЙ

а) Пусть б - ограниченная, односвязная область с жордановой спрямляемой 

границей Г, содержащей точку г = 0, функция ад — Г (г) конформно отображает 

область б на круг |и>| > 1 так, что ^(0) = оо и Нт։_0 з^С*) > 0, а г = у>(ш) - 

обратное отображение.

Для последовательности чисел {А*}“ С б* (некоторые из которых могут 

совпадать) построим рациональные функции

*”(»>=(”•=!.2,...), (»)
£=1 *

где А£ = Ф(А*) и П°=1 — 1- Следуя М. М. Джрбашяну [1], рассмотрим 

рациональные функции

Мт(г) = 2^ I * е б
/тгх ,/р — г (9)
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с полюсами {А*}. Равномерная сходимость в С ряда по системе {Мт(з)} впервые 

была исследована М. М. Джрбашяпом [1],[2] (1957), а затем Г. Ц. Тумаркиным [3] 

(1961). Такой ряд будет сходится также на Г, после наложения дополнительного 

ограничения на границу Г области С.

Теорема 2. Пусть функция /(г) принадлежит классу Ер (р> 1) в области С с 

границей Г 6 Л41- Если полюсы системы (9) удовлетворяют условию

ОО
£(1-|Л1Г1) = +о°1 (ю)

4=1

то

где

ак = 2^7 /1_! ^7^)^(Г)^*(Г)՜՜-

Кроме того, имеет место эквивалентность

Доказательство. Из (9) следует, что функции

п

4 = 1

в представлении (5) соответствует

п
б(ш) - 04X4(ш) (|ш| < 1).

4 = 1

Далее, как было показано А. А. Китбаляном [4], для любой функции 0(ш) € Нр, 

удовлетворяющей условию (3), справедливо соотношение

Нтп 

П—»ОО
= 0,

что, вместе с теоремой 1 приводит к нужному утверждению.
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Отметим, что аналог теоремы 2 при других предположениях относительно 

области С при р = 2 был анонсирован Г. Ц. Тумаркиным [5]. В специальном 

случае, когда все {А*}Т° совпадают с точкой я = оо, система {М*(г)}^° переходит 

в систему полиномов Фабера. Для системы Фабера утверждение теоремы 2 было 

доказано Розенблюмом и Варшавским [5] (при р = 2) и С. Я. Альпером [6] (при 

р > 1). Однако, в последней работе область б была подчинена несколько иным 

условиям.

б) Рассмотрим теперь случай, когда функция /(к) £ Ьр задана лишь на жор

дановой спрямляемой кривой Г. Пусть {рк}“ С б - другая последовательность 

чисел. Построим функции

Мп - Ы ДД ™ 4 ' 4 7

И

= __ь [ №п[Щ 
2х։ /г с — я г ЕС’ (т= 1,2,...), (11)

’ } ^)-^(гд)
1

Отметим, что функция д(1У, ш) аналитична при ш £ б* и £ б*. Положим

1/я
|д(1У, ш)|?|<йи| (г > 1).

Будем говорить, что кривая Г принадлежит классу Л4з, если для любых г > 1 и 

р> 1

<+оо.

Теорема 3. Пусть Г £ М\ П Л4з - замкнутая жорданова спрямляемая кривая.

Если
£(1-|АЛ-1) = +оо и ^(1 - |/**|-1) =+оо, 

к=1 4=1

то для любой функции /(я') £ Ьр (р > 1), заданной н&Г, справедливо соотношение
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где

а* = / У^'(г)/[^(т)]х*(т)—,
2™ У|т|=1 т

Ь1= = ^ [ ^'Р'(г)/[<р(т)]фк(т')^-, к = 1,2,...
2^» У|т|=1 Т

я

Доказательство. Из (9) и (3) следует, что при я € С

Ев*м‘(*) = 2^ / Уф7^) £*=* °*х4Ф(0] 0[Ф(С)] + 1 [ (
гг; 27Г1 Л՝ Ч —г *** УгС -«

Отсюда получим, что почти для всех С € Г

Е«мно=±
2т» уг < - я

+ УЗО (£ ■>«,[*(<)]-«[*(()]) +

Аналогично получим, что при я € С*

2?г։ Уг С - 2 2я՜* Уг С - ■։

и почти для всех £ € Г

2^л с-

֊£>иыт) ֊ 2^֊ [ ^С + ф(14)
2 \ / 27г։ }г Ч - 2 2

где

Л(„) = ^у (Н<1).
/7Г1 у|т|=| Т — V)

Сложив равенства (13) и (14) почти для всех £ 6 Г получим
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4=1 4=1

= УФ'(С) À I $(г. ф(С1 ( °(f) ֊ «tXJt(т-) J dr+ 
27г։ J|r|=l \ t=։ /
/ n \

+ </W) ( W)] ֊ S “* XJb [Ф«)] dt-
Jb=l /

(
m \

A(r) -^6t^t(r) j dr, 
4=1 /

откуда следует нужное утверждение.

В специальном случае, когда все полюсы А* = оо и д* = 0, теорема 3 

переходит в утверждение о сходимости в среднем обобщенного ряда Фурье 
ОО ОО
^акФк(г) + '£,ЪкРк(1/г), 
4=1 4=1

равномерная сходимость которого была исследована в [7].

ABSTRACT. The paper considers the mean convergence on closed curves 
of expansions of functions in some systems of rational functions having 
prescribed zeros.
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