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Рассматривается действующий в пространстве 7,2(—оо, оо) диффе­
ренциальный оператор Ь порядка тп > 3 с суммируемыми на всей оси 
комплексными коэффициентами. Исследуются спектр и резольвента а 
также связь между двумя различными постановками обратных задач 
рассеяния для оператора Ь.

§3. СПЕКТР И РЕЗОЛЬВЕНТА

Настоящая статья является продолжением работы [14]. Нумерация парагра­

фов, утверждений, формул и литературы продолжает нумерацию [14].

Методом, использованным в монографии [10], можно доказать, что обла­

сти определения О и 79* операторов Ь и Ь# соответственно всюду плотны в 

пространстве 7<2(—оо, оо). Поэтому существуют сопряженные операторы Ь* и 

(Л*)*. Ниже будет доказано, что для некоторого невещественного числа д суще­

ствуют определенные на всем пространстве /<2(—оо, оо) ограниченные операторы 

(£—д7)-1 и (£* —дТ)՜1, причем ((7, — д7)-1)’ = (£*—дТ)՜1, где 7- единичный 

оператор. Поэтому операторы Ь и 7>* замкнуты, Ь* = Ь# и (Ь#)* = 1>.

Теорема 3. Пусть а - спектр дифференциального оператора Ь порядка тп, а 

(71 = (т\(7о։ где (То = [0, оо) при четном т, исто = (—оо, оо) при тп нечетном. Тогда 

со С а. При этом, множество а у конечно, либо счетно и ограничено, состоит 

из собственных значений оператора Ь и его предельные точки принадлежат до, 
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причем для р € число р является собственным значением оператора Б#. Для 

любого числа А такого, что Ат £ а, резольвента Яд = (Ь - А՞1/)՜1 оператора Б 

задается формулой

(Ял/)(®) = / Я(х,-*)/(*) ® < оо,
У — ОО

в которой [ е Ь2(—оо, оо) - произвольная функция, а ядро Я(х, 1; А) определяется 

равенством
.(А)֊1 --------
52 J/*(®, А),

Ä(x,i;A) = <

к

4=0

- Ё Vk{.x,X)zk{t,X), 
4=п(А)

t < х,

t > X,
(104)

где n(A) - максимальное число линейно независимых решений уравнения (I), 

суммируемых с квадратом на интервале (0,оо), j/*(x, А), k = 0,1,...,т — 1 

- произвольная фундаментальная система решений уравнения (1) такая, что 

ук(г, А) при 0 < к < п(А) — 1 суммируемы с квадратом по х на интервале 

(0,оо), а при п(А) < к < тп — 1 - на интервале (—оо, 0). При этом, функции 

гк(х, А), к = 0,1,...,т — 1, однозначно определяются из соотношений (6) и 

образуют фундаментальную систему решений уравнения (2) такую, что гк(х, А) 

при 0 < к < п(А) - 1 суммируемы с квадратом по х на интервале (-оо, 0), а при 

п(А) < к < тп — 1-яа интервале (0,оо). Кроме того, А™ является регулярной 

точкой оператора Б#, а для ядра Я*(х,1; А) резольвенты = ^Б# — А՞*/) 

оператора Б# справедливо равенство Я*(х,4;А) = Я(1,х;А).

Доказательство. Приведем доказательство при четном тп (при нечетном m 

доказательство аналогично). Пусть m = 2m0, a j/^(®,А), к = 0,1,...,тп — 1 

- указанные в лемме 1 решения уравнения (1), где число А / 0 такое, что 

0 < arg А < т֊֊. Положим

, чч (У^(®>^) при 0 < к < тп0 — 1,
1 * = 0,1,...,т֊1. 105

1у։(г,А) при тпа < к < тп— 1,

Из асимптотических равенств (13) следует, что функции ук(х, А) при 0 < к < 

< mo — 1 суммируемы с квадратом по х на интервале (0, оо), а при тп0 < к <
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< т — 1 - на интервале (—оо,0). В рассматриваемом случае п(А) = то. Число 

Ат является собственным значением оператора L тогда и только тогда, когда 

определитель Вронского И^(А) системы решений ук(г. А), к = 0,1,..., т— 1, равен 

нулю. Легко убедиться в том, что 1У(А) не зависит от выбора в (105) решений 

y±(z,A), обладающих асимптотикой (13). Поэтому W(A) является голоморфной 

функцией от А в каждом из секторов 0 < arg X < т՝ т < аг9 По

лемме 1, функция И^(А) непрерывна в секторе 0 < arg X < и, следовательно, 

голоморфна в этом секторе. Из асимптотических равенств (15) вытекает, что 

1У(А) /0 для достаточно больших по модулю значений А. Поэтому IV(A) может 

обращаться в нуль лишь на некотором конечном или счетном и ограниченном 

множестве, не имеющем предельных точек в открытом секторе 0 < arg X <

Пусть А - точка этого сектора, для которой система решений (105) уравнения 

(I) линейно независима. Поскольку Хт не является собственным значением 

оператора L, существует обратный оператор Дд = (£ — Am7)֊1. Покажем, что 

оператор Дд определен на всем пространстве L2(—оо, оо), ограничен и является 

интегральным оператором с ядром, определяемым формулой (104). Для этого 

рассмотрим неоднородное уравнение (4), где f - произвольная финитная функция 

из L2(—оо, оо). В формуле (5) общего решения f(z,A) уравнения (4) возьмем 

(105) в качестве решений уд(х,А) однородного уравнения (1), а постоянные с* 

определим так, чтобы функция £(х, А) была суммируема с квадратом по х на оси 

(—оо,оо). При таком требовании числа с* определяются однозначно следующим 

образом :

Zo ______
■։։*(*>Ä)/(i) Л, 0 < к < то - 1, (106)

-ОО
г оо_____ _

Ск = — / zk(t,X)f(t) dt, mo<k<m— 1. (Ю7)
Jo

Подставив эти представления в (5), получим

^(х, А) = (Дд/)(х) = /“ Д(х, *; A)/(i) dt, (108)
J —ОО
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где ядро Щх, у, А) определяется по формуле (104). Докажем, что в формуле (104) 

функции г*(х, А), определенные из системы уравнений (6), при 0 < к < т0 - 1 

суммируемы с квадратом по х на интервале (—оо,0), а при то < к < т — 1 - на 

интервале (0,оо). Для этого выразим решения у*(®, А), к = 0, 1,... ,гпо — 1, через 

фундаментальную систему решений у^ (в, А), к = 0,1,..., т — 1 :

тп— 1
У*(®, А) = 52 а^(А)уГ(а:,А)1 к = 0,1, ...,то - 1. (109)

з=о

0з (105) и линейной независимости системы А), к = 0,1,..., то — 1, следует, 

что 
/ что—1

йСЦаъ’(А)) /0. (ПО)
\ /kյ=0

Подставим выражение (109) для функций у*(г,А) в левую часть соотношения 

(6):

тп—1 ________ гпо-1т-1 ________
Е^(*’АМ®>^)= Е 12
Л=0 *=0 7=0

тп—3 ________  тпр—1 /гир—1 ________ \
+ Е уГМ(®>а)®4(®>а) = 52 У*М(М) £ ау4(А)яу(х,А) I +

Ь=то Ь=0 \ 7=0 I
Л1—1 I т0-1 \

+ Е У*М(®.А) ®4(х,А) + Е “/‘(А)а'Я«>А) • 
4=т0 \ >=0 ]

Обозначив

т0 —1
ШГ(®>А)= Е “/*(А)г./(®> А)> * = 0,1,,..,то-1, 

з=о
(Ш)

то—1
и»Г(х,А) = я*(х,А)+ Е “лСФЛ®.*).

;=0
к = то, то 4-1,. т-1, (112)

получим, ЧТО 
т-1 ________  т-1 _________

Е й^с®. ^с®.^) = Е уГм(®> А)шг(®> 
4=0 4=0

Тем самым, соотношения (6) принимают вид

т—1 __________

Е У4М(®>А)ш4(®>А) 
4=0

ГО при I/ = 0,1,...,т — 2, 
( » при и = т — 1.
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Решая эту сисл ему уравнений относительно (х, А) с помощью формул Краме­

ра, с учетом асимптотических равенств (13), получим

w-(x,A) = e-i“‘A^^zr + 0(l)J։ х-»-оо, * = 0, l,...,m—1. (113)

Из (111), (ИЗ) и (ПО) следует, что

я4(х, А) = О (е‘г<А>) , z-»֊oo, * = 0, l,...,mo - 1, (114)

7(A) = о<^-1 > 0։ (115)

Отсюда заключаем, что функции я*(х,А), к — 0,1,...,тп0 — 1, суммируемы с 

квадратом по х на интервале (—оо,0). Из формул (112) - (114) вытекает, что 

я*(х, А) = О (е“'"*А։), х —» -оо, * = mo, mo + 1,..., m — 1.

Теперь при к = т0, то + 1,..., т — 1 выразим решения у*(х, А) через фундамен­

тальную систему решений ук(х, А), к = 0,1,..., т — 1 :

т—1
y*(®,A) = ^(A)y/(«,A), * = m0,mo + 1,. ..,m — 1. (116)

1=0

С учетом (105) из линейной независимости системы у к (в, А), к = 0,1,..., т — 1, 

следует, что 
z \ т— 1

det ( Ду (А)] /0. (117)
՝ /tj=mo

Подставим выражение (116) в левые части соотношений (6) и введем обозначения

m—1
шь(гД) =3t(s,A)+ 52 Д*(А)я,(®,А), * = 0,1,...,mo - 1, (118)

j=m0

m—1
w^(x, A) = 52 ft'i(A)^(x, A), * = mo,mo+1, ...,m—1. (119)

j=ma

Тогда соотношения (6) примут вид :

при и = 0,1,... ,т — 2, 
при и = m— 1.
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В силу асимптотических равенств (13)

х —»оо, к = 0,1,..., т — 1. (120)

Из (119), (120) и (117) получаем

ж*(®,Л) = 0(е-*А>), X —► ОО, к = т0,т0 + 1,...,т— 1, (121)

где число 7(А) определено формулой (115). Поэтому функции аь(х, А), к =

— то, то + 1,..., т — 1, суммируемы с квадратом по х на интервале (0, оо). Из 

(118), (120) и (121) следует, что

я*(х, А) = О (е_*“*Ав) , х —♦ оо, к = 0,1,..., то — 1.

Теперь получим оценку для ядра Я(х,1;А). Для этого введем обозначения

-1.

Лк(®,А) = ՛
՛ ук (х> А), -оо < х < о,
.е-’“*А®у+(х,А), 0 < х < оо, * = 0,1, ...,т— 1,

Вк(х,Х) = ՛
е։ш*А1ш^՜(х, А), —оо < х < 0, 

ей-*А^(х,А), 0 < х < оо,
* = 0,1,. ...т- 1,

Ск(Х1 А) = ’
е-1(А)։гь(Х։ А), —ОО < X < 0, 

е>Ш1.кх2к^х0 < X < ОО,
* = 0,1,. ..,то - 1,

Ск(х,Х)=<
е‘й'*Авк*(х, А), —оо < х < 0, 

е71А)®г*(х, А), 0 < х < оо,
* = то,то + 1,..., т

В силу полученных асимптотических равенств, функции Л*(®,А), В*(х,А) и

С^х, А), к = 0,1,... .т — 1, ограничены по х на оси (—оо,оо). При 4 < х < 0, в

силу (109) и (111) имеем

то— 1 ________
52 У*(®»А)2к(4,А) 

к=0

та—1 _________
52 У к (®>А)ш;(<,А) 
ь=о

то —1 ________

52 а)
. >=°

т-1
У е։“»А«е7<А)‘Лк(х,А)

£=то

то—1
52 ё^-^Ак^Х)Вк{1,Х} 
к=а

т0 —1
У ал(А)Су(*,А)

. >=°
где ф1(А) > 0 ֊ некоторое число. При I < 0 < х имеем

Е УГ(».А)
Ь=шо

< 01(А)е7(А){‘-։),
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то —1 ________
52 У*(®, ■*>*(«, А) 
к=0

то — 1
52 е-^«с^)‘А*(г,А)С*(<,А)
*=о

Если же 0 < 1 < ж, то очевидно
то —1 ________
52 Ук(х,Х)як(1,Х) 
к=0

т0 —1
52 с’<-**(-‘)А4(я,А)(7к(4,А)
*=о

Итак, справедлива оценка

то —1 ________
52 У4(®,А)Л*(Х,А) 
4=0

< I < х, (122)

где (?4(А) > 0 - некоторое число. Аналогично, используя равенства (116) и (119),

получил։ оценку

т-1 ________

52 ^(мэ^.а)
Аг=то

< рв(А)в^А><—*>, х < I. (123)

< QշWe'w(■t-I'i.

< QзWe^^֊^-^\

Из (122) и (123) следует, что для ядра Я(г,<; А) справедлива оценка

|Я(®,*;А)| < (?(А)е-7(А)1‘-։1, -оо < х,1 < оо, (124)

где С}(Х) > 0 - некоторое число. Используя оценку (124), докажем, что инте­

гральный оператор Яд с ядром Я(®,4;А) фактически действует на всем про­

странстве Ь2(—оо,оо) и ограничен. Действительно, для произвольной функции 

/ 6 Ь2(—оо,оо) имеем

Я(М;А)/(*) Л <$(А) /” е-^АИ‘-х1|/(1)|Л.
7—оо

Обозначим

д(С) = -^= [ |/(<)|е <с‘ «Й, -оо < < < оо. 
х/2я- У-оо

Тогда

|/И| = 4= Г^)е‘°^. 
у Л"К 7—00

Следовательно,

е-т(А)|»-1|с.С< 1'°°
З-'Х, (7(А))2 + С2
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Используя равенство Парсеваля, получим

e-T'(A)l'-‘l|/(t)| dt dx =
ОО

2

֊ (7(A))2

g(C)e‘<* 
(7(A))2+C2

К = —-—4 (7(A))2 1/(г)1ал.

|g(C)la 
[(7(A))2 + C2]’

3

Следовательно, имеет место неравенство

Я(®,1;А)/(<) di dx < (125)

Тем самым, ядром Я(х, 4; А) порождается ограниченный оператор Яд, определен­

ный на всем пространстве £2(-оо,оо), причем ||Яд|| < 20(А)(7(А))-1. Проверим 

равенство

(L - XmI)Rxf = f, fEL\-oo,oo). (126)

Для этого рассмотрим неоднородное уравнение (4), где f - произвольная функция 

из L2(—оо, оо). Учитывая равенства (114) и (121), в формуле (5) общего решения 

£(з,А) уравнения (4) возьмем в качестве постоянных сд числа (106) и (107). 

Тогда формула (5) примет вид (108). В силу (125) полученное решение f(x, А) 

суммируемо с квадратом по х на оси (—оо, оо). Это означает, что ( € Д т. е. 

имеет место равенство (126). Поскольку оператор L — XmI взаимнооднозначен, в 

силу (126), для любой функции(ED имеет место равенство Яд(Л — Ат7)£ = £. 

Следовательно, Яд = (L — А՞*/)՜1. Заметим также, что правая часть формулы 

(104) для ядра Я(г,4;А) не зависит от выбора решений уд(х, А) уравнения (1), 

обладающих требуемыми свойствами.

Повторяя рассуждения, сделанные при выводе равенства (108), можно дока­

зать, что при Ат > 0 оператор L — Хт1 либо не обратим, либо же его обратный 

оператор не определен на всем пространстве L2(—оо, оо). Поэтому полуось [0, оо) 

принадлежит спектру оператора L. Доказательство остальных утверждений те­

оремы не представляет труда. Теорема 3 доказана.
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Теперь выразим ядро Я(х,1;А) через определенные по формуле (72) решения 

иА(х, А),А € П\(5,Ь = 0,1....... т— 1, уравнения (1). В силу (34), (35) и (72) имеем

и^1(х,А) = (Аы*)|'е£"‘Ах(1 + о(1)), х -» оо, к, v = 0,1,..., т - 1, (127)

u^(z, А) = О (е’"*Ах) , х —♦ — оо, к, v = 0,1,... ,т — 1. (128)

Пусть и(х, А) - решение дифференциального уравнения «lml* = Amz, обладающее 

всеми свойствами, требуемыми в лемме 2 к решению u(z,A) уравнения (1). 

Обозначим

vt(x, А) = v(x, Aw*), k = 0,1, . ..,m — 1.

Тогда решения v*(z,A) уравнения (2) будут удовлетворять асимптотическим 

равенствам

vt(®iA) = e •ш*А։(14- о(1)), х—»oo, к = 0,1,..., т — 1, (129)

ujt(x, А) = О (е ,“*Ах) , х —♦ — оо, к = 0,1,...,т — 1. (130)

Решения w*(z,A), к = 0,1,...,m — 1, уравнения (2) определим из системы

уравнений

$2 u*'J(x,A)wfc(x,A) = 
t=o

при V = 0,1........т — 2,
при и = т— 1. (131)

Решая эту систему с помощью формул Крамера, с учетом (127) и (128), получим

w*(x,A) = e i“tAx (—^^- + 0(1)) , z —»оо, * = 0,1,.. .,m — 1, (132)
\ J

w*(z, A) — О (e՜“"**”) , x —+ -оо, к = 0, l,...,m- 1. (133)

Из равенств (129), (130), (132) и (133) следует, что

wt(z,Ä) = ^^Т«т-*(®»А)։ * = 0,1........ т-1, (134)

где vm(z, А) = t»o(®, А). Отсюда в частности вытекает, что, если для данного А 

существуют решения u*(z, А) уравнения (1), удовлетворяющие асимптотическим 
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равенствам (127) и (128), то также существуют решения п*(х,А) уравнения (2), 

обладающие асимптотикой (129) и (130). В силу асимптотических равенств (127), 

(128) и соотношений (131), (134), для значений А, удовлетворяющих условиям 

0 < |аг(? А| <^иАеП\б, ядро Л(х,4; А) резольвенты оператора L выражается 

через функции Ujt(®, А) и vk (х, Ä) следующим образом : в случае 0 < arg А < ±

»m Am 1 Я(х, 4; А) = <

mi ---------- —
֊ Е b>kUk(x, X)vm-k(t, A), i < X 

к=0
m—1
E W*«Jk(«>A)Vm-Jt(t,A), t>X 

i=mi4-l

где mi = а в случае -֊ < argX < 0

im Xm 1 R(x,t-, A) = <
- E w*U4(®,A)vm_*(4,A), t<x 

k — \

E w*“*(®»A)vm-*(4,A), i>x

где то = [у] и шт = w0, Um(®, А) = «о (г, А).

§4. ДВЕ РАЗЛИЧНЫЕ ПОСТАНОВКИ

ОБРАТНЫХ ЗАДАЧ РАССЕЯНИЯ

Предположим, что для каждого А 0 (1тХ > 0) решение у+(х, А) уравнения 

(1), обладающее асимптотикой

у+(х, А) = е,А®(1 + о(А)), х-*ос, (135)

может быть выбрано так, чтобы функция у+(х, А) при каждом х была голоморф­

на по А в открытой верхней полуплоскости и непрерывна в замкнутой верхней 

полуплоскости без нуля. Если удовлетворяющая указанным требованиям функ­

ция у+(х, А) существует, то она единственна. Действительно, согласно лемме 1, 

для каждого А / 0 из сектора f < arg X < у + уравнение (1) имеет 

лишь одно решение у+(х,Х), обладающее асимптотикой (135). Для каждого х 

это решение голоморфно по А в открытом секторе у — < агд А < у + и 

непрерывно на его замыкании без нуля. Если требуемая функция существует, то 
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опа для каждого х является аналитическим продолжением по А решения у+(х, А) 

из указанного сектора в верхнюю полуплоскость. Поэтому при существовании 

опа определяется однозначно. Эффективные достаточные условия, налагаемые 

па коэффициенты р*(х), к = 0,1,..., т — 2, уравнения (1), при выполнении ко­

торых требуемая функция у+(х, А) существует, можно найти в [11] (см. также 

[12]). А именно, если на некотором полубесконечном подинтервале (а,оо) веще­

ственной оси каждый из коэффициентов р*(х), 0 < к < т — 2, является сужением 

голоморфной в секторе |агр « - а)| < ֊■ - комплексной (-плоскости функции 

р*(С). удовлетворяющей оценке

/”(1 + Г՜2֊4) |р*(< + 01 Л < А*(Яе<), 
■/о

где Л*(х) - функция, невозрастающая и суммируемая на интервале (а, сю), то (см. 

[11]) при каждом А (1т X > 0) дифференциальное уравнение (1) имеет решение

( Г°° *1у+(х, А) = е‘Аг < 1 + / е,л‘Л’(х,4) А > , х > а. (136)
I Л )

При любом I > 0 функция /£((,£), голоморфная по ( в рассматриваемом секторе, 

такова, что

|Я'(С,*)1<л(яе(+|>),

где Л(х) - невозрастающая суммируемая на интервале (а, оо) функция, строяща­

яся с помощью функций Л*(х), к = 0,1,..., т— 2. Представление (136) использо­

вано в работах [5] - [7], [13] для решения обратных задач рассеяния. Введенная 

в работе [5] матрица рассеяния отличается от матрицы рассеяния (74). Целью 

настоящего параграфа является выяснение связи между этими матрицами.

Предположим, что существует решение у+(х, А) (1т А > О, А ф 0) уравнения 

(1), указанное в начале этого параграфа (условия его существования в дальней­

шем изложении не будут существенны). Рассмотрим введенные в §2 решения 

и*(®, А), А 6 £2 \ в и (х, А), А 6 £\ &, к = 0,1,.. .,т — 1, уравнения (1) (см. 
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формулы (72), (73)). При 7т(Аш*) > 0 имеют место представления

u*(z, А) = У+(®> + 53 а*«(А)у+(х, Аш,), A£9\G, (137)
.ем+(л)

uf(®,A) = J/+(®,Aw*)+ 52 Ь*,(А)у+(х, Аш,), Xei\G', (138)
«ем+(Аы)

(®։ А) = у+(®, Аш*) + 53 с*«(А)у+(®, Аш,), XeI\G'. (139)

Пусть открытый сектор 9', имеющий вершину в нуле и ограниченный лучами 

Z+ и Z՜, является одной из связных компонент открытого множества 9. Для 

определенности предположим, что сектор 9' расположен в правой полуплоскости, 

а arg Ху < arg Xj для любых Ai £ Z+ и Aj £ /“. Тогда, если целое число к 

(О < к < т — 1) таково, что сектор ш*9' = {ш*А : А £ 9'} расположен в 

верхней полуплоскости, то в представлении (137) все функции а*,(А) голоморфны 

на открытом множестве 9' \ G и, когда А' £ 9' \G стремится к А £ (£+ UZ՜) \ G', 

существуют пределы

Jim и(г,А') = u+(x,A), Jim а*.(А') = а(А), А £ Z+\ G', (140)

Jin^ u(®, А') = и՜ (г, А), Jim а*,(А') = а*,(А), А £ Z՜ \ &. (141)

При этом, имеют место равенства

<(А) = МА), A€£+\G', (142)

aL(A) = с*,(А), A£Z-\G', (143)

где Ък,(А) и с*,(А) - коэффициенты из представлений (138) и (139). Таким 

образом, функции 6*,(А), А £ £+ \ G', и с*,(А), А £ 1՜ \ G', являются граничными 

значениями голоморфной функции а*,(А), А £ 9' \ G. Поэтому функции 6*,(А) и 

с*« (А) однозначно определяют друг друга.

Если в секторе ш*9' содержится точка из верхней полуплоскости, то, в 

случае, когда порядок т дифференциального уравнения (1) четный, и этот сектор
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целиком лежит в верхней полуплоскости. В случае нечетного т либо сектор 

целиком содержится в верхней полуплоскости; либо же его биссектриса 

лежит на вещественной оси. В последнем случае сектор П' разбивается своей 

биссектрисой t! на два открытых сектора П+ и П՜, ограниченных лучами £+, I! 

и Z՜, Z' соответственно. Один из секторов и содержится в верхней 

полуплоскости. Если это Wfcfi+> то в представлении (137) коэффициенты а*,(Л) 

голоморфны па открытом множестве 12+ \G, непрерывны на множестве (П+ U £')\ 

G, существуют пределы (140) и имеет место равенство (142). Следовательно, 

каждая из функций а*.(А), A £ £'\G, и 6*,(А), А £ t^\G', однозначно определяется 

другой. Если же сектор wjtfi՜ содержится в верхней полуплоскости, то функции 

а*։(А) голоморфны на открытом множестве П՜ \ G и непрерывны на множестве 

(12՜ UZ') \ G. При этом, существуют пределы (141) и имеет место равенство 

(143). В этом случае каждая из функций а*,, (А), А 6 t! \ G, и с*,(А), А £ Z՜ \ G', 

однозначно определяется другой.

В дальнейшем матричную функцию рассеяния (74) будем рассматривать 

лишь на лучах £то и 4п0+1> где т0 = [у], т. е. в случае четного т - на лучах 

arg X = 0 и агдХ = а в случае нечетного т - на лучах arg А = — и 

аг9Х = 2^֊

Рассмотрим следующие элементы матричной функции рассеяния (74) :

St,m։+i-t(A), Xe£mo\G', к = 1........ m1։ Яе(Аы*) / 0, (144)

5fc,m1-t(A), А £4по+] \ ö', fc = 0,...,mi, /?е(Аш*) 0, (145)

где ту = В случае нечетного т рассмотрим также коэффициенты

1>та,»-i(A), со։(А), А £4п04.1 \G', e = l,...,mi (146)

из представлений (138), (139) решений и+о(г,А) и Uq (г,А), А £ 4no+i \ G', а в 

случае четного т - коэффициенты

^0,։(А), СГПо,(А), А £ £то \ G , 8 — 1,..., ГОД, (147)
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из представлений (138), (139) решений Uq՜^, А) и umo(®, А), А g £то \ G'.

Лемма 3. Пусть для каждого А / 0, Im А > О, существует решение j/+(x,A) 

дифференциального уравнения (1) с асимптотикой (135), которое для каждого х 

голоморфно по А в открытой верхней полуплоскости и непрерывно в замкнутой 

верхней полуплоскости без нуля. Тогда коэффициенты (146) и (147) однозначно 

определяются элементами (144) и (145) матричной функции рассеяния. Обратно, 

функции (144) и (145) однозначно определяются коэффициентами (146) или (147). 

Используя равенства (78), (79), (92), (93), (96) и аналитическое продолжение 

функций, эти коэффициенты (или элементы матричной функции рассеяния) 

могут быть найдены с помощью последовательного определения коэффициентов 

6*«(А) и Ckt(X) представлений (138) и (139) всех решений u±(x,A), A g (Zmo (J 

Zmo+1)\(7', /m(Awt) > 0.

Доказательство. Пусть m = 4n — 1 или m = 4n, где n > 1. Тогда n»j = 2n — 1, 

и, в силу (92), (93), имеют место равенства :

t>n+l>,n — v(A) = ~Sn+v,n-v(X), Cn-p1n+»'(A) — Sn— v1n+v(A),

Xetm0\G', </= l,...,n-l, (148)

bn+v,n—1—v(A) = Sn+v.n-l—iz(A), Cn_i_Win+v(A) = Sn-1—v,n+v(A),

A G 4no+i\G', j/ = 0,...,n- 1. (149)

Функции 6n,n-i(A) И Сп_11П(А), A g Zmo+i \ G', в случае m — 3 совпадают с 

(146), и из равенств (149) получаем, что для v = 0 эти функции определяются 

одпозначпо. В случае m > 4 функции 6n-i,n(A), A g Лп0 \ G', Cn_i,n(A), А 6 

g 4п0+1 \G', являются граничными значениями голоморфной функции an_J>n(A), 

A G fimo\G, т. е. коэффициента разложения (137) решения un-i(®> A), A.g fimo\G. 

Имеет место равенство 6n+i,n(A) = in>n-i(Awi), A g Zmo-j\G'. Функции 6n+i,n(A), 

A G tma-1 \ G' и, Cn+i>n(A), A G Zmo \ G', являются граничными значениями 

голоморфной функции ап+11П(А), A G fimo-i \ G, т. е. коэффициента разложения 
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(137) решения un+i(a:, A), A G Qmo-i \ G. В случае т = 4 функции 5n-i,n(A) и 

Cn+i,n(A), A G Zmo \ G', совпадают с (147). Вследствие этого они определяются 

однозначно. В случае т > 4, т. с. п > 2, предположим, что для некоторого v 

(О < р < п — 2) функции

6п+у,«-1(А), Сп—i—iz,«(A), AeZmo+i\G', n-v<s<n + v, (150) 

определяются однозначно по элементам (144) и (145) матричной функции рас­

сеяния (в силу (149) при и — 0 это предположение выполняется). Докажем, что 

тогда однозначно определяются также функции

6п-1-^.«(А), Cn+i+Vi,(A), Xe^n0\G՛, n-v<8<n + v, (151)

6n+i+y,i-i(A), cn_j_Vi,(A), Xe£m0\G', n-u<s<n+l + v, (152)

l>n—2—iz,»(A), cn^.i4.|Z|1(A), A G Zmo+i \ G , n 1 — iz < e < n + p, (153)

6n+i+>/,.-i(A), cn-2-v,«(A), A e£mo+i\G', n - 1 - v < s <n+1 +v. (154) 

Действительно, для каждого s (n—v < s < n+v) функции 6n_i_Vil(A), A G 4n0\G', 

и Cn_i_V11(A), A G Zmo+։ \ G', являются граничными значениями голоморфной 

функции an-i_1,i<(A), A G Qmo \ G, т. е. одного из коэффициентов представления 

(137) решения (4n_i_F(2;, A), A G Hmo \G. Поэтому

6п+1+у,»(Л) = 1(Awi), А £ ^то — 1 \<5',

и функции 6„+1+х,.,(А), A G Zmo-i \ G', и Сп+1+и,(А), A G Zmo \ G', являются 

граничными значениями голоморфной функции an+i+Fil(A), A G Пто-1 \ G. 

Таким образом, функции (151) однозначно определены. В силу (78) и (96), при 

A G lm0 \G' и п — и < s <п + и имеем

сп+1 +*',«(X) = 6n+i+։,։,(A) 4֊ 5n_i_F|։(A)Sn4.i+։,>n_i_։,(A), 

сп — 1 — iz,*(A) — 6n —1 —v,»(A)Sn —1 —v,n —1 —v(A) + 6n+l+iz1«(A)Sn_l_IZ1n+l+iz(A).

Отсюда и из (79) получим

^п+1+1>,л(А) — СП4-14.։<>։(А) 5n-l—։»,«(A).Sn+l+v,n-l—iz(A), (155)
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Cn-l-v,t(X) — 5n-l-F,«(A) + Cn+l+*,»(A)Sn—1—к,п+1+^(А), П — V < 8 < П+1/. (156)

Из равенств (148), (155) и (156) следует, что функции (152) однозначно опреде­

лены. Для каждого s(n-l-p<s<n + v) функции 5n+i+Vi,(A), A G Zm„ \ &, 

и Сп-щ-уДА), A G Zmo+1 \ ö', являются граничными значениями голоморфной 

функции an+i+V1<(A), A € fimo \ G, а функции 6n_j_։,i,+j(A), A 6 4n„-i \ G', и 

c„_j_v,«+1 (А), А € 4п0 \ <7, ~ граничными значениями голоморфной функции 

an-i-w,«+i(A), А 6 fimo-1 \ G. Отсюда и из равенства

6п-2-р,*(А) = 6п-1-у,«+1(АшГ), A G Zm0+i \G'

следует, что однозначно определены также функции (153). По аналогии с выводом 

(155) и (156), в силу (78), (79) и (96) для A G Zmo+1 \ G' имеем

^n+l+v,i(A) — Сп+1+к,з(А) — bn-2—p,։(A)iS'n+J+vln-2-v(A),

Cn—з—v,o(A) = bn_2—^to(A) 4֊ cnt(X'jSn — 2—v,n+i +v(A), n 1

Отсюда и из (149) следует, что функции (154) определены однозначно. Из 

доказанного утверждения по индукции получаем, что функции (150) определены 

однозначно для всех и (0 < м < п - 1). Однако, при и = n- 1 (150) является 

набором функций

Ь'2п — 1,з—1(A), СО։(А), А £ /mn+l \ G , 8 = 1,..., 2п — 1, 

совпадающим с (146) в случае тп = 4п - 1. В случае m = 4п, при 1 < s < 2п - 1, 

функции &О։(А), A G Zm0 \ G', И Со»(А), А 6 ^то+1 \ G', являются граничными 

значениями голоморфной функции a01(A), A G fimo \ G. Одновременно, имеет 

место равенство

bln.tW = &2n-l,*-l(Awi), А е /то-1 \ G՛,

причем функции 62n>,(A), A G /то-1 \G', и с2П1,(А), А G \G', - граничные зна­

чения голоморфной функции a2n>,(A), A G fimo-i \ G. Таким образом,-множество 

функций

5о,(А), c2n,,(A), A G tma \ G', 8 = 1,...,2п — 1, 

совпадающее с (147), определено однозначно. В силу равенств (78), (95) и леммы 
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2 в равенстве (96) функция Skt (А), Л € I \ G1 может обращаться в пуль лишь 

на множестве нулевой линейной меры Лебега. Тем самым, вышеприведенные 

рассуждения обратимы. В результате получаем, что в случаях тп = 4п — 1 

и тп = 4п элементы (144) и (145) матричной функции рассеяния однозначно 

определены набором функций (146) и (147).

Пусть m = 4n + 1 или тп = 4п + 2, где п > 1. Тогда mi = 2п и, в силу (72), 

(73), справедливы равенства

^n + l+v,n-v(A) = — 5n+l+<z,n-v(A), Cn-iz,n+l+iz(A) = 5п-к,п+1+։<(А), 

A64.o\Ö/, p = 0,l,...,n֊l, (157)

bn+vtn — u(А) — — <5n+v,n-v(A), Cn-v,n+v(A) — 5n-p,n+i/(A), 

AG4nu+1\G', u=L,...,n. (158)

При = 0 из равенства (157) следует, что функции 6n+i,n(A) и Сп1П+1(А), 
ч

A 6 4n0 \ G' определены однозначно. С помощью аналитического продолжения 

последних однозначно определяются функции cn+i,n(A), А 6 1та+1\С'и6П1П+1(А), 

А 6 \ G'. Учитывая равенство 5П-1|П(А) = 6П1П+1(АыГ), А Е 4п0+1 \

G', получаем функции 6n_i>n(A) и Сп+11П(А) на луче £mo+i. Воспользовавшись 

равенствами (78), (79) и (96) на луче 4п0+1 определяем также функции frn+i,n(A) и 

Cn-i,n(A). Таким образом, с учетом (158) однозначно определяется набор функций 

^n+i,n—i(A), bn+i,n(A), Cn—i,n(A), cn_i<n+i(A), А £ ^n»o+i \ G , (159)

совпадающий с (146) при m = 5. Если m > 6, то аналитическим продолжением 

функций (159) однозначно определяется набор функций

5п-1,п(А), Ьп—1,п+1(А)> Сп+21п(А)> Сп^.21П4.1(А), А Е £та \ G , 

совпадающий с (147) при тп = 6. В случае m > 6, т. е. п > 2, предположим, что 

для некоторого и (0 < и < п — 2) функции 
՛ ՛ ՛ - • «л: ՛ ’

5n + l+v,։(A), Cn_Vi,+1(A), А 6 £ma \G , H— (160)
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однозначно определяются элементами (144) и (145) матричной функции рассея­

ния (ввиду (157) при v = 0 это предположение выполняется). Повторяя выше­

приведенные рассуждения, легко видеть, что функции

&п-1-1м(А), Сп+1+«,»(А), А £ ^no+i \ G', n-i/<s<n + v, 

5п+1+»,«—1(A), cn_I-|>,։(А), А £ Апо+1 \ G , п — I/ < S < п + 1 +1/, 

сп+24.։,1,(А), A £ tm„ \ G', п — i/<s<n+l + is,

f>n+2+v,t (А), Сп—1 -iz,<+1(A), А £ £то \G , n—1 — v<s<n+l + v

тоже определены однозначно. Из этого утверждения по индукции следует, что 

функции (160) однозначно определены для всех р (0 < и < п - 1). При и = п — 1 

(160) есть к набор функций

Ьап,«(А), С1>ж+1(А), А £ 4n0 \ G', в = 1,..., 2п — 1.

Аналитическим продолжением этих функций однозначно определяются функции 

&о«(А), С2П>։(А), А £ Апо+1 \ з = 1,...,2п — 1.

В силу (78), (79), (96) и (157) этими функциями однозначно определяется набор 

функций

Ьзп,«-1(А), с0։(А), Xetmo+i\&, з = 1,..., 2л, (161)

совпадающий с (146) при т = 4n + 1. Аналитическим продолжением функций 

(161) однозначно определяется набор функций

6о«(А), С2п+1|,(А), A£Zmo\G', s=l,...,2n,

который совпадает с (147) при т = 4п 4- 2. Если приведенные рассуждения 

провести в обратном порядке, то получим, что при т = 4п + 1 и при т = 4п + 2 

элементы (144) и (145) матричной функции рассеяния определяются однозначно 

по наборам функций (146) или (147). Лемма доказана.

В предположении, что выполнены условия леммы 3, в случае нечетного 

т для каждого вещественного А (А С и {0}) решение и(х, А) уравнения (1), 
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указанное в лемме 2, представимо в виде

и(х, А) = у+(х, А) + а,(Х)у+(х, Аш,), 1тХ = О, A£GU{0}, (162)
*6М+(А)

где у+(х, А) - решение уравнения (1), обладающее асимптотикой (135), голоморф­

ное по А в открытой верхней полуплоскости и непрерывное в замкнутой верхней 

полуплоскости без нуля.

Лемма 4. Пусть выполнены условия леммы 3. Тогда, в представлении (162) 

коэффициенты

а,(А) (А > О, А £ G), ат_,(А) (А < О, А £ G), s=l,...,m0, (163)

однозначно определяются элементами (144) и (145) матричной функции рассея­

ния (74). Обратно, функции (144) и (145) однозначно определяются коэффициен­

тами (163).

В случае четного m коэффициенты

i(^)i со,(А), А 6 tma \ G', в = 1........то, (164)

разложений (138) и (139) решений и+о(z, А) и Uq (z, A), A G £m„\G', уравнения (1) 

однозначно определяются элементами (144), (145) и Smoo(A), Somo(^)> * С ^m0\G', 

матричной функции рассеяния (74). Обратно, указанные элементы матричной 

функции рассеяния однозначно определяются коэффициентами (164).

Доказательство. Пусть m нечетное. Рассмотрим представление (137) решений 

ио(г,А), 0 < arg А < А £ GU {0}, и umo(z,A), < arg X < £■, А £ GU{0) 

уравнения(1). В (137) коэффициенты а0,(А) и Om0i,_i(A), s = 1,2,...,то, голо­

морфны, соответственно, на открытых множествах 0 < arg X < А £ GU {0}, 

и 2^ < arg X < А Gu {0}, и непрерывны, соответственно, на множествах 

0 < argX < А GU {0}, и < argX < X GU {0}. В представле­

ниях (138) и (139) решений u+o(z, А) и Uq(z, A), A G 4n0+i \ G', коэффициенты 
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1>тй ,_i(A) и со,(А), 1 < з < то, являются, соответственно, граничными значени­

ями голоморфных функций ат01,_։(А) и а0,.(А). Таким образом, набор фупкпий 

(146) и набор функций

amo«W> arffA=m’ Л£$и{0), а = 0, - 1,

яо,(А), argX = 0, AgGU{0}, я=1,...,тло

однозначно определяют друг друга. Однако, и(®, А) = и0(г,А) и и(®, А) = 

= umo(x, Аш^7). Тем самым, приходим к заключению, что в представлении (162) 

а,(А) = во«(А), А > 0, и ат_,(А) ~~~ ат0|то֊4(Ашто), А < 0, s = В силу

леммы 3, набор элементов (144) и (145) матричной функции рассеяния и набор 

функций (163) однозначно определяют друг друга.

В случае четного тп функции (164) представимы функциями (147) и элемен­

тами 5mno(A), Sbm0(A), А G 4n0 \ G', матричной функции рассеяния посредством 

равенств (78), (79), (92), (93) и (96). Отсюда и из леммы 3 следует, что набор 

функций (164) и набор элементов (144), (145), Smo0(A), SOmo(A), А £ tma \ G', 

матричпой функции рассеяния однозначно определяют друг друга. Лемма дока­

зана.

Предположим теперь, что оператор L самосопряженный, т. е. что его коэф­

фициенты р*(г), k = 0,1,..., т — 2, вещественны. Рассмотрим введенную в ра­

боте [5] матрицу рассеяния оператора L, отметив, что введена она посредством 

нормированной обобщенной собственной функции оператора L, соответствующей 

непрерывному спектру.

В случае нечетного т, что для каждого вещественного значения А 0 та­

кого, что число Ат не является собственным значением L, дифференциальное 

уравнение (1) имеет единственное, с точностью до постоянного множителя, огра­

ниченное на всей оси решение ш(г, А) 0. Это решение обладает асимптотикой

w(x,A) = Л±(А)е,А։ 4- о(1), х —» ±оо, (165)
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причем |Л^(А)| = |Ло (А)| 0. Действительно, если для вещественного числа

А / 0 уравнение (1) имеет решение ш(х,А), ограниченное на всей оси, то опо 

допускает представления

ш(х,А) = Л+(А)у+(х,А) + £ Л+(А)»+(х,А), (166)
*6М+(А)

ш(х,А) = Ад (А)уо (х,А) + Л;(А)у7(х,А), (167)
•ем0-(А)

где у±(х,А), к = 0,1....... т — 1. - некоторые решения уравнения (1), обладаю­

щие асимптотикой (13). Следовательно, ш(х, А) удовлетворяет асимптотическим 

соотношениям (165). Из равенств (99), (100), (166) и (167) получим, что

[ш(х, А), ш(х, А)] = тА՞*՜1 |Л^(А)|2 , [ш(х, А), ш(х,А)] = тА՞1՜1 |Ло (А)|2 .

Тем самым |Л^(А)| = |Л^ (А)|. Отсюда следует, что каждая из систем решений 

иГСМ), У?(М)> 8 £ А^0±(А) и Уд (ж,А), у±(х,А), з е М^(А), линейно зависи­

ма тогда и только тогда, когда линейно зависима система решений у^(х,А), 

в € М±(Х), т. е. когда число А՞1 - собственное значение оператора Ь. Если Ат 
I

не является собственным значением Ь, то уравнение (1) имеет решение ш(х,А), 

допускающее представления (166) и (167), где |Л±(А)| ф 0. Если это решение 

нормировать одним из условий Л^(А) = 1 или Лд (А) = 1,то оно будет непрерыв­

ным по А и, как указано в работе [5], непрерывным продолжением определяется 

для всех вещественных А 0.

В случае четного т для каждого А > 0 такого, что Ат не является соб­

ственным значением оператора Ь, уравнение (1) имеет два линейно независимых 

решения, ограниченных на всей оси, причем любые три таких решения уже ли­

нейно зависимы. Если Ш1(х,А) и шз(х,А) - ограниченные на всей оси линейно 

независимые решения, то имеют место асимптотические равенства

ш,(х,А) = В±0(А)е’А’ + В±։о(А)е-А’ + 0(1), х-»±оо, 1/=1,2, (168)
• I '

где числа (А) и В±то(А) связаны соотношениями

|^+о(А)|2 + |5;то(А)I2 = |В-(А)|2 + |в+гао(А)|2 , и = 1,2, (169)
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В5’о(А)Ва+о(А) + ВГто(А)В2-то(А) = ВГ0(А)В2֊0(А) + В+^В+^Х), (170) 

причем определители матриц

В?0(А) ^1та(А)\ ри(А) ВГ0(А)\
В+(А) ^2т0(А)/’ кя2+то(А) 52-о(А)^ (171)

отличны от нуля и равны но модулю. Действительно, если для А > 0 уравнение 

(1) имеет решения ш։(х, А) и ш2(х, А), ограниченные на всей оси, то эти решения 

допускают при и = 1,2 следующие представления :

то —1
А) = В+0(А)4(х,А) + В+то(А)у+о(х։А) + £ В+(А)У+(х,А), (172)

«=1 

т—1
ши(х,А) = В7„(А)уо (х,А) + В;то(А)у-о(х,А)+ ^(А)у,-(х, А). (173) 

|=т։+1

Следовательно, ш։(х,А) и ш2(х,А) обладают асимптотикой (168). Из равенств 

(99), (100), (172) и (173) получаем

[ш,(х,А),ш,(х,А)] = тА—1 |В+(А)|2 - тА—1 |в+тп(А)|2 , р=1,2, 

[ш„(х,А),ш„(х,А)] = тА—1 |В70(А)|2 - тА—1 |В;то(А)|2, */=1,2, 

[Ш1(х, А), ш2(х, А)] = тА—1 В+(А)В+(А) - тА—։В+то(А)В+ДА), 

(ш1(х,А),ш2(х,А)] = тА—1 В^Х)В^Х) - тА—1 ВГто (А)В^ДА).

Поэтому имеют место равенства (169) и (170), в силу которых определители 

матриц (171) равны по модулю. Из (169) и (170) следует, что каждая из систем 

решений У+(х, А), у-Дх.А), ^(х.А), з Е М^(Х), и % (г, А), У+0(х,А), ^(х.А), 

з £ ЛГ±(А), линейно зависима тогда и только тогда, когда линейно зависима 

система решений У± (х, А), з 6 М±(Х\ т. е. когда число Ат является собственным 

значением оператора Ь. Если же А”* не является собственным значением Ь, 

то уравнение (1) имеет ограниченные на всей оси решения Ш1(х,А) и ш2(х, А), 

для которых определители матриц (171) отличны от нуля. Таким образом, эти 

решения линейно независимы. При этом, одну из невырожденных матриц (171) 

можно задать произвольно, и ею однозначно определяеть вторую матрицу и 
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решения wv(x,A). Заметим, что если одна из матриц (171) унитарна, то, в силу 

равенств (169) и (170), унитарна также другая. Далее, если одна из матриц (171) 

тождественно равна единичной, то отмеченные решения непрерывны по А, и, как 

указано в [5], допускают непрерывное продолжение, определяющее их для всех 

А > 0.

В случае нечетного т для каждого вещественно А / 0 выберем решение 

ад(г,А) уравнения (1) с асимптотикой (165) так, чтобы |Л±(А)| = 1, а в случае 

четного т для каждою А > 0 выберем решения Ш1(а;, А) и А) уравнения (1), 

обладающие асимптотикой (168) так, чтобы матрицы (171) были унитарными. 

При этом будем считать, что Л± (А) и элементы матриц (171) ֊ измеримые 

функции. Кроме того, в случае четного т для вещественных А / 0 решение 

ш(х,А) уравнения (1) определим по формуле

w(x, А) =
Г wi(e,A),
1 ш2(х,-А),

А > 0,
А < 0.

При отмеченном выборе имеет место следующее разложение по собственным 

функциям оператора L : для любой функции f € Д2(—оо, оо) интеграл

F(A) =

сходится в норме пространства Д2(—оо,оо) и справедливо равенство 
1 fOO л ОО

/(*) =
к ОО

где первый интеграл сходится в L2(—оо,оо) норме, а {ги*(®)} - ортонормиро- 

ванная система всех собственных функций оператора Ь. При этом имеет место 

равенство Парсеваля
2

*/-оо -ОО 4 ОО

Теперь, вместе с требованием о вещественности коэффициентов р*(®), k = 

= 0,1,..., т— 2, предположим, что уравнение (1) имеет решение у+(х, А) (1т А > 

> 0, А / 0), указанное в начале этого параграфа. Тогда при нечетном т 
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выбранное решение w(x, А) допускает представление

Шо
w(z,A) = £A+(A)jz+(z,AWjk), А > О, (174)

t=o

то
ш(М) = £>*(А)у+(®,А^, А < 0. (175)

t=o

Обозначим

Я*ДА) = Л£(А)А+(А), -оо < А < оо, А / 0, k,j = 0,1....... т0. (176)
г гл... ь.; и.«

Так как |Л±(А)| = 1, то

Яоо(А) = 1, Як,(А) = Ям(А)ВДА), k,j = 0,l,...,mo. (177)

Кроме того, функции HkjW не зависят от выбора решения ш(г, А), для которого 

|Ао (А)| = 1, и тем самым непрерывны.

В случае четного т выбранные решения wi(x,A) и w2(a;,A) представимы в 

виде
Шо

ш„(г,А) = 2я+(А)у+(г1Ау*), А > 0, </ = 1,2. (178)
4=0

В этом случае функции Я*/(А) определим по формуле

ЯЪ(А) = В+(А)В+(А) + В2+(А)В+(А), А > 0. к, j = 0,1,..., т0. (179)

В силу унитарности матриц (171) справедливы равенства

Яоо(А) = Ятото(А) = 1, (180)

Я*,(А) = Я*то(А)Я>ти(А) + [Я*О(А) - Я*то(А)Я0то(А)] х

х [я^о(А) - Я0то(А)Я;то(А)] [1 — |ЯОто(А)|2]-1 ,k,j = 0,1,...,то,(181) 

причем, равенство |Яото(А)| = 1 может выполняться лишь на некотором, ко­

нечном или счетном и ограниченном множестве с единственной возможной пре­

дельной точкой в начале координат. В рассматриваемом случае функции Я*ДА) 

также не зависят от выбора решений wi(x, А) и w2(z, А), для которых матрицы 

(171) унитарны, и следовательно, эти функции непрерывны.

Рассмотрим введенную в [5] эрмитову неотрицательную матрицу
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/ \ ^0

Я(А)= (яу(А)) , Аеао\{О},
\ / *J=0

где сто ~ непрерывный спектр оператора L, т.е. o-q = (—оо, оо) при нечетном т 

и о"о = [0,оо) при четном т. Матрицу Я(А) тоже будем называть матрицей 

рассеяния оператора L. В случае нечетного т из равенств (177) следует, что 

матрица Я(А) вполне определяется заданием ее элементов Яьо(А), к = 1, . ,.,mo. 

При четном т, в силу равенств (180) и (181), матрица Я(А) вполне определяется 

своими элементами Лото(^), Якто(А), ЯИ(А), к = l,...,njo — 1.

Теорема 4. Пусть коэффициенты рк(х), к = 1,..тп - 2, уравнения (1) веще­

ственны, а для каждого А (А 0, Im А > 0) решение y+(z,A) уравнения (1), 

обладающее асимптотикой (135) может быть выбрано так, чтобы оно было го­

ломорфно по X в открытой верхней полуплоскости и непрерывно в ее замыкании 

без нуля. Тогда матрицы рассеяния S(A) и Я(А) самосопряженного оператора L 

однозначно определяют друг друга. При этом, в случае нечетного m справедливы 

равенства

ЯИ(А) = а*(А), А > 0, ffio(A) = am_t(A)I А < 0, к=1........то, (182)

где а*(А) - коэффициенты (163) из представления (162) решения и(х, А) уравне­

ния (1). В случае же четного m и А > 0 справедливы равенства

^OmoW = ^тоо(А) ֊֊ с0то(А) = ~5тоо(А) — (183)

HkmaW = ^wiot(A), Я*о(А) = со*(А), к = 1,..., то — 1, (184)

где bmok(X) и сок(А) коэффициенты (164) из представлений (138) и (139) 

решений Um0(®> и ио(х< А) уравнения (1).

Доказательство. В случае нечетного m решение w(x, A) (7mA = О, А 0) урав­

нения (1), обладающее асимптотикой (165), пронормируем условием Aj(A) = 1. 

Тогда w(i, А) = и(г,А), где и(г,А) - решение уравнения (1), указанное в лем­

ме 2. Из (176) получим, что Я*о(А) = А^(Х), к = 1,...,то, а из представлений 

(162), (174) и (175) - что А^(А) = ак(Х) (А > 0) и А^(А) = am_t(A) (А < 0), 
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k = l,...,mo- Тем самым, верны равенства (182). В силу равенств (183) и лем­

мы 4, набор элементов (144) и (145) матрицы S(A) и набор элементов Я*о(А), 

k = 1,..., mg, матрицы Я(А) однозначно определяют друг друга. Однако, соглас­

но теоремам 1 и 2, матрица 5(A) вполне определяется набором своих элементов 

(144) и (145). В силу (177), Я(А) вполне определяется набором своих элементов 

Я*о(А), к = 1, ■. -, т0. Следовательно, матрицы рассеяния 5(A) и Я(А) однознач­

но определяют друг друга.

В случае четного тп при А > 0 рассмотрим решения и+о(г,А) и и^(®, А) 

уравнения (1), полученные по формуле (73) из указанных в лемме 2 решений 

гг^х, А) того же уравнения. Для этих решений имеют место представления (81), 

(83), (138) и (139), т. е. при А > О
mo—1

«то(®>А) = Ьтоп(А)2/+(:с, А) + у+(х, -А) + ЬтвкЩу+(х, Аш*), (185)
*=։

т-1
։*то(®,А) ^тотп(А)уто (®, А) + ) ^mot(A)j/^ (х, А), (186)

Jt=m0 + l
то —1

«ПМ) = У+(г>А) + сот0(А)у+(®,-А)+ 52 co*(A)j/+(x,Aw*), (187)
fc=l 

m—1
u^(z,A) = cOo(A)j/q (ж, A) + 5? co*(A)y* (x,A). (188)

jb=mo+l
Тем самым, в силу равенств (99) и (100),

|Ьтг>о(А)|2 + |6тото(А)|2 — 1> |cqo(A)|2 + |сото(А)|2 = 1, 5тоо(А) = Сото(^)- (189) 

Обозначим

”,(’■*)=<’՛А>-

В силу представлений (185) - (188) выбранные решения wi(x, А) и ui2(x,A) 

уравнения (1) обладают асимптотикой (168), где функции Д±0(А) и 

таковы, что вторая из матриц (171) - единичная. В силу (92), (93) и (189) для 

коэффициентов В^.(А) представления (178) имеем

^о(А) = ^moo(A) = Сот0(А) = — Smao(A) = 5от0(А)» (190)

(191)Bjo(A) = соо(А), В1+то(А) = 1, В2+то(А) = 0,
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B։+t(A) = 6mo*(A), = k = 1........rno-1.(192)

Равенства (183) и (184) легко следуют из (179) и (190) - (192). Из (183) и (184), 

в силу леммы 4, вытекает, что набор элементов (144), (145) и Smoo(A), А > 0, 

матрицы S(A) и набор элементов Яот0(А), Я*то(А), Я*о(А), k = 1,...,т0 — 1, 

матрицы Я(А) однозначно определяют друг друга. Однако, согласно теоремам 1 

и 2, матрица 5(A) вполне определяется указанным набором своих элементов, а в 

силу равенств (180) и (181) матрица Я(А) тоже вполне определяется указанным 

набором своих элементов. Следовательно, в случае четного т матрицы 5(A) и 

Я (А) однозначно определяют друг друга. Теорема доказана.

ABSTRACT. A differential operator L of arbitrary order m > 3 acting in 
the space L2(—oo,oo) with summable on the line coefficients is considered. 
The spectrum and resolvent of operator L are investigated. The connection 
between two different statements of the inverse scattering problem is found 
out.
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