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В статье рассмотрена правая обобщенная факторизация Винера- 
Хопфа ограниченной, измеримой матрицы-функции И' = AV', где 
Л =diag[tX։, ...,£*•] с Х1>—,Хп £ а V допускает каноническую фак­
торизацию V = V_V+. Найдены явные формулы для частных индексов 
и множителей факторизации W. Эти формулы выражают частные ин­
дексы в терминах первых коэффициентов v = maxi <,<,<„ |х,- - Xj l ряда 
Тейлора V-(z) в точке z = оо. Описана зависимость частных индексов 
от матрицы-функции V.

В частности, полученные формулы могут быть применены в важ­
ном с точки зрения приложений случае треугольных матриц-функций 
с факторизуемыми диагональными элементами.

ВВЕДЕНИЕ

Пусть 7 - положительно ориентированный, замкнутый, спрямляемый коп- 

тур в комплексной плоскости С, ограничивающий область 1)± (0 € /?+). Через 

Г)_ будем обозначать дополнение к й+ и у в расширенной плоскости С и {оо}.

Пусть I - единичный оператор, а 5 - оператор сингулярного интегрирования 

вдоль 7, действующие в пространстве — Ьр(у) :

(5у>)(4) = Л У.р. [ —^—<р(т)Лт, </>еЬР, 1</»<оо. 
х։ т — I

Далее, дополнительно будем предполагать, что контур у таков, что оператор 

5 ограничен в Ьр. Известно, что это верно, в частности, для гладких, слабо 

липшицевых контуров. Здесь и всюду ниже для любого семейства Ь через 

£п(£пхп) будем обозначать множество всех п-мерных векторов (матриц порядка 
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п х п) с элементами из Ь. Рассмотрим проекторы Р± = 1/2(7 ± 5) и классы 

функций £+ = Р+Ьр, Ьр = Р_£р+сопбЬ. Будем полагать, что операторы Р± 

действуют в пространстве £” покомпонентно. Оператор умножения на матрицу- 

функцию А будем обозначать той же буквой А.

Напомним, что под правой факторизацией Винера-Хопфа (’УУН-факториза- 

цией) матрицы-функции IV б относительно контура 7 в пространстве Ьр 

понимается представление

ИГ(<) = ИС(*)Аж(«)РУ+(*), «е7. (1)

где .

м+ е [ь+]пхп, е [ь+]"хп, ис е [ь;]пхп, к՜1 е [1;]пхп։ д =

Ля{<) =diag[t't^,а «1 < ••• < - целые числа, называемые правыми

частными индексами Если оператор W-.P-i.WZ1 ограничен в А՞, то (1) наг 
• ՝ч

зывается обобщенной правой факторизацией (С^¥Н-факторизацией) матрицы- 

функции V/. Факторизация называется канонической, если все частные индексы 

равны нулю (см. [1], [2]). Ниже рассмотрены только правые обобщенные факто­

ризации, поэтому термин “правая” будем опускать.

Явные Сй/Я-факторизации имеют важные применения в теориях сингу­

лярных интегральных уравнений, уравнений Винера-Хопфа и при интегриро­

вании нелинейных уравнений математической физики методом обратной задачи 

(см., напр., [1 - 5]). Особый интерес представляет вычисление частных индек­

сов. В общем случае явных С’УУН-факторизаций в настоящее время неизвест­

но. Поэтому представляет интерес нахождение классов матриц-функций с яв­

ной С\¥Н-факторизацией. Существенное продвижение в этом направлении было 

осуществлено И. Гохбергом, Л. Лерером и Л. Родманом. Им в частности уда­

лось получить [6, 7] явные формулы для частных индексов матричного поли­

нома в терминах рангов конечного числа блочно-ганкелевых (теплицевых) ма­
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триц, коэффициенты которых выписываются с помощью конечного числа степен­

ных моментов некоторой известной матрицы-функции. Формулы типа Гохберга- 

Лерера-Родмана (GLR) для гельдеровских треугольных матриц-функций вто­

рого порядка, а также непрерывных, обратимых матриц-функций, допускаю­

щих мероморфное продолжение в D+, получены В. М. Адуковым [8, 9]. От­

метим, что во всех указанных работах рассматривалась классическая задача 

WH-факторизации, т. е. факторы и их обратные предполагались непрерывными 

матрицами-функциями.

В данной работе рассматривается класс матриц-функций W, представимых 

в виде

w(i) = A3fwv(t), te7, (2)

где предполагается, что A*(i) =diag[iX1, ...4tx’], % =col[x»]"=։ 6 2Zn, и что 

матрицы-функции V' допускают канонические GWH-факторизации : V = V_V+. 

Решена задача GWH -факторизации W в терминах матрицы-функции И, что 

эквивалентно WH -факторизации матрицы-функции Лу/_, допускающей меро­

морфное продолжение на О_, которое, вообще говоря, не ограничено на 7. Специ­

фика последней матрицы-функции (точные значения нулей и полюсов) позволяет 

выявить для частных индексов И՛ экономные формулы типа GLR и в терминах 

нулевых пространств соответствующих матриц-функций построить точные фор­

мулы для факторов W±.

Важным примером матриц-функций, допускающих представление (2), явля­

ются треугольные матрицы-функции с факторизуемыми диагональными элемен­

тами. Для них числа Xi > •••>Хп совпадают с индексами диагональных элементов, 

а каноническая GWH-факторизация матрицы-функции V, в силу известных ре­

зультатов И. Гохберга и М. Г. Крейна [3], сводится к решению конечного числа 

скалярных задач Римана (более подробно см. [1], гл. 4 и [2], гл. 4).

Автор выражает благодарность А. Б. Нерсесяну за полезные советы и
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поддержку при выполнении работы.

§1 ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

1°. Пусть матрица-функция W 6 L™n определена равенством (2). Обозна­

чим '

Хо = Х1+-" + Хп, △ = {1,2,jz_=minxi, u+ = maxxi, n = v+-.i/-, »£△ «ЕД
Дт ={»€△; Xi <"»}, Д^ = Д\Д^, mE2L,

и рассмотрим следующие матрицы :

Vm = ֊L [ rm-lV-(.t)dt, me2Z, Um = dt. mEK,
zx։ IKI J

wm\ = v-»U-(p++«-m-j-i)i

i=0
J = «'- + !>•••« •'+֊ 1, m=l..... •'+— j, S =

Если △[ и △։ ֊ некоторые подмножества Д и А Е СпХп, то через [А]д։Хд։ 

обозначим матрицу, полученную из матрицы А вычеркиванием всех строк с 

номерами из Д \ Д։ и всех столбцов с номерами из Д \ Да. Обозначим через 

card В число элементов множества В.

Теорема 1. Матрица-функция W, определенная равенством (2), допускает 

GWlI-факторизацию и ее частные индексы к, (* е Д) можно вычислить по одной 

из следующих формул :

щ = */_ + card {j : a։J+1 - a,j < »; j = ..... . ֊1], s = 1,2,3, (3) 

где = 0, а«л+ = ni/+ — xo, a,j = dim Ker K,j, j = v_ + 1, ...,v+ — 1,

s= 1,2,3, а матрицы K,j определены формулами

K2J =.

(4)

(5)[um-«]axiJ++1
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(6)

Следствие. Формулы (3) могут быть записаны в форме

Ki =V- + card{j : r։j - nj+i + f,+i < »; j = iz_,i/+ -1} =

= V- + card{j : nj - raj+i <i,j= - 1} =

= + card {j : r3j- - r3j+i + n < »; j = p_,...,i/+ - 1}, (7)

где

= card Aij, j g 2Z,

П,к_ = r3,i/_ = ri,v+ = r2it,+ = 0, r2i<z_ = niz+.- xo, r31v+ = Xo - nv_,

r,j = rank K,j, s=l, 2,3, j = + 1....v+ - 1.

Замечание 1. В случае и = 0 вторые слагаемые в (3) и (7) равны нулю.

Замечание 2. Фактор V- можно подобрать таким образом, чтобы У-(оо) = Е 

(т. е. v0 = и0 = Е, где Е - единичная матрица порядка п х п). Тогда в формулах 

(3) будут участвовать и — 1 степенных моментов и столько же матриц K,j. 

Если для матрицы-функции применимы как формулы (3), так и результаты 

работы [9], то в формулах типа GLR, полученных в [9], требуется знание 

2(|Х1| Ч------ h |Xn|) + 1 моментов и используются столько же матриц существенно

больших размерностей.
* »

2°. Для каждого к =со1[«<]"=1 g 2Z” введем функцию “распределения”

Рк : TL ।—♦ N U {0} : д«(;) = card {* G А : = j}.

Определим отображение <pj :(}’•(>-•'-) ।—» (J > p_) По формуле
H-1

<PjV = 52 y™1"1՝ 
m=0

где у ^со!^]^՜՜1 g CnW՜1'-), ym g Cn, m = — v- — 1. Для матриц

(j > и֊), определенных равенством (6), рассмотрим. семейства множеств

TV,- = {<pjy : у g Ker K3j} (j > iz_). При j < v_ будем считать, что Nj = {0}.
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Теорема 2. Пусть частные индексы «1 < • • • < кп матрицы-функции W, 

определенной равенством (2), принимают значения тр <■■■< т), и pK<J)k) = & 

(k = в). Тогда множества Nj (j G ZZ) обладают следующими свойствами :

A. Nj+i = Nj + INj, j £ 2Z \ {гр..... »?,};

B. Nqm + \ = + LNr)m'j © Nfm, dim , тп — 1,...,я.

Если h„,t\.....произвольный базис пространства Mm (m = 1,...,«}, 

U = [Ai,i,-։/‘iici,A2.i>—|/‘«,g]» w+ = ^-IV'+ « Ajrfi) =d/ag[ri,...,r-]l to 

представление llz = 1К_АзгИ'+ является GWB-факторизацией матрицы-функции 

И'.

§2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМ

1". Пусть = [£]дхд՛ ’Ид;,хА (* — 1,2; п».G Z5). Рассмотрим семейство 

конечных проекторов :
-1

*зУ = 52 3<^, ՝

-1
*ijlJ = 52 £;j-.y,l՛, »=1,2, j<^+,

J — V- — I

<rjy= 52 i> b>՜՝
ж=(1

Си>!/= 52 î < "+>
«=0

,гпу= 52 £i.j—y>'‘< *=i.2> i>^-,
4=0 

где

<J, = 7֊-7 / <il', U y G L՝՝ a E7Z.
/ici Jy

Будем считать, что операторы <тцу, тгу, 7Г,7- (։ = 1,2; j > v+) и (։ = 1,2; 

j < p_) тождественно, ранпы пулю. Введем в рассмотрение пространства

.V; = lm Kj, Xij — Irn Kij, Yj — lm <tj, Ytlj = fm nnj, Yÿ = lm <ry,

*=1,2; j£7Z.
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Для и 6 Ь5охп через 71 (£/) и Т2(Я), соответственно, обозначим сингулярные 

операторы Т\ (и) = Р+У + Р- и 72(Я) = иР+ + Р_. Далее, положим Ау = *--’Лу 

(5 6 22)- Легко видеть, что Т|(Лу‘) является обобщенно-обратным к 71(Лу), т. е. 

т։(ау)т1(а;։)т։(ау) = т։(ау), т։(а;։)т1(Ау)т։(а;1) = т։(Л7։).

Приведем некоторые элементарные свойства операторов ^(Л*1) и ганкелева 

оператора Яу = Р+^Р- (1 € ®) ■

= <пуТ(л;։) = ^(л;1)^- = о, (8)

я^а;1р_ = р+а;% = о, (9)

Яу = ЯуЛу Яу = 0"оуЯу = Яу7Г2у = Лу1Г2у, (10)

<тоу = ЯуЛГ1 - Яу = ЯуЛг^оу. (11)

Пусть РУ € Ь™п определена равенством (2) и РУу = Г՜՛’РУ (у £ 22). Рассмотрим 

семейство операторов

Фу=7тР+РУу֊Р_УР+> Фу =7Г1(У)<т1уТ2(У), Яу = ^(Лу^У), у 6 22, 
•

отметив, что для обобщенно-обратных операторов последнего семейства имеем 

Яу = 7,2-1(У)Т1(Л^՜1). Справедливость следующих тождеств проверяется не­

посредственно :•

Г!(1Уу)р+-|-Яу = р+Яу, je7Z, (12)

ФуР+ = / + Яу-Яу, а, (13)

Яуфу ֊ Яуфу = ФуТ1(И/у), ; 6 52, (14)

ЯуЯ$-։) = 7-<гоу, я{-1)Яу = 7-Фу, jeZL. (15)

Приведем теперь некоторые элементарные свойства оператора умножения на 

аналитическую в 7?_ матрицу-функцию.
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Предложение 1. Пусть П±1 £ [£“]пхп. Тогда справедливы равенства 

тг^иР- = — (Г] 1/О'], = ту,

(ТуП<туЯ-1(Ту = ау, яуПяуЯ-1<гу = —я-уС/вуЯ՜1^, у Е Ж.

2°. Рассмотрим следующее семейство операторов

Л1,2(1,у) = Яу : Х2,у — Ьпр, ; £ Ж,

Л3., (1, у) = о֊иТ2(У)Фу : Ъпр Уи, з е Ж,

^2,2(1,у) = —о՜!^'12(У)Яу : Х2֊у ■—♦ У1 У € Ж,

А1|2(2,у) = -ЯуУ_ : Ху и—п”, у՜ € Ж,

л2,1 (2,у) = ■ Ц —» . з е а,

Ху
।—» © , 1 е ж,

5 е 22, 
Уц

А3,1(3,у) = <т}У-1<г1}А3։1(1,у) : !*■—* У/, 3 € Ж,
Х2 •

Л212(3,у) = [-стуУ_-1А22(1,у); <ту1С։<тау - А33(1,^У-яуКГ1^]: Ф ।—>Уу,
. • ֊ • У2>

; е 22,

(У)А22(1,Ж-А3։3(2, з) =

Л112(3,у) = [֊Яу; ЯуУ-ауУ.֊1] : р’

Вп(ъ;) = (/+Р+Я;~։)Фу) : <=1,2,3, з'еШ,

в13(1,з') = Р+т3-1(У): Уи >—^^, зеш, 

ва1(1,Л = ^(я;-15 + Л71<то2)Ф; : ь; Х2у, j Е И, 
Хху

В112(2,» = [0; -В12(1,у)]: ф• — Ьпр> зе'Л, 
УЦ

В21(2,у) = -^уУ_-1В21(1,у) : Ьпр .֊> Ху, 3 £ Ж,

В12(3,у) = Я12(1,у)о-1уУ_(ту : Уу ।—» Ьр, у £ Ж,

Ва.1(3,у)= В21о(11>)

Лц = ^уИ-я-уУ.՜1 : УУ

Х2у
:!£>—* Ф , у ЕЖ, 

. У2у
1—>^1, У € И,

. Ху
= кЛ-՜1; л-уУ.՜1] : Ф и— Ху, у € И, 

Уч
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Предложение 2. Для любого j G 2Z справедливы следующие тождества :

’T^Wj) Л12(»,>)‘ 
_A2i(»,j) Л22(»,})

#i2(»,j) 
.^21(*,У) £ij . ’ 1,2,3. (16)

Проверка этих тождеств основана на равенствах (8) - (15) и предложении 

1. Заметим, что равенства (16) означают, что для всех j Е 7L оператор Ti(J¥j) 

матрично сцеплен с операторами /Су, »= 1,2,3 (см. [10]).

Доказательство теоремы 1. Из известной теоремы Симоненко о связи опера­

тора 7) (Wy) с GWH-факторизацией Wj (см. [11], либо [1, 2]) следует, что

ДяО) = dim Ker 7i(Wy+1) - 2 dim Ker Ti(Wy) + dim Ker Ti(H^-i) 

(более подробно см. [12]). С другой стороны, из (16) следует, что 

dim Ker Ti(PVj) = dim Ker /Су (см. [10]) для j G 2Z, в = 1,2,3. Отсюда имеем

Mj) = “«J+l - + “«j-1- (17)

Нетрудно убедиться, что формулы (17) эквивалентны формулам (3), тем самым, 

теорема доказана.

Доказательство теоремы 2. В силу свойств матричного сцепления (см. [10]) 

из предложений 1 и 2 следует, что

Ker T\(Wj) = Bia(3,j)( Ker /Сад) = Vr+o-,KT1eryV_( Ker /Сад).

Однако, для х G- Кег /Сад имеем <т2у VLayz = 0. Отсюда, пользуясь предложением 

1, получаем, что Ker 7i(Wy) = V4r1( Кег /Сад). Доказательство теоремы следует 

теперь из надлежащих свойств множеств Ker Ti(Wy) (более подробно см. [12], 

• 54).

Замечание 3. Множества Nj (j = +1,..., — 1) можно описать с помощью

ядер матриц Kij и Кц. Действительно, из равенств

Ker 7i(WS) = Bi2(l, j)( Кег /Су) = У+^У~\ Кег /Сад), ;=!/_ + 1,.... v+ - 1 

следует, что Nj = {<PjFjy: у Е Кег /Су}, где
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Fj = ||[ит-,]дхД‘+։_. ||ТО1.=1,...

Далее, заменяя каждый вектор у = col [PmJm^n Ут €С{1'+— вектором 

ÿ = coi [Ут]т^+-/> аналогичным образом легко доказать, что Nj = {tpjFjÿ : у £ 

6 Кег ЗД.

§3. ЗАВИСИМОСТЬ ЧАСТНЫХ ИНДЕКСОВ ОТ V(t)

В этом параграфе дано описание множества возможных частных индексов 

матрицы-функции W, определенной равенством (2), в случае, когда Ау фикси­

ровано, а V 6 L^n допускает каноническую GWH-факторизацию. Для каждого 

к 6 22" определим функции or* : 22 i—♦ 22 и Дг : 22 i—» П следующим образом : 

М» = 52 0՜ “ ««) = 52 (i “ тЫт), ։.'<j m<J
Mj) = 52 ֊ j) = 52 »։<>/ ' m>j

Через fij, E TLn обозначим множество всех E 22" таких, что для любого j Е И

< <Mi) и Ar(j) < Ar(i) (свойства этого множества см. в [2], лемму 4.1).

Через С Пк обозначим множество всех к* Е И", для которых существуют 

р,g е и такие, что рг(₽) > О, Мв) >0,д-р>1и

{
М» при j Е 22 \ {р,р + 1, q - 1, g}, 
М»՜1 ПР» j' G{p,q}, 
Mi) + ։ при j e {p+i,g-1}.

Здесь полагаем / = 1, если p+l<g — 1,и/ = 2, если р + 1 = q — 1.

Предложение 3. Пусть к = col Е и «i < • • • < Тогда существует 

матрица-функция V, допускающая каноническую GWH-факторизацию и такая, 

что множество частных индексов матрицы-функции W = Ау ■ V совпадает с 

множеством К],..., кп.

Доказательство. Пусть р и q (g - р > 1) выбраны надлежащим образом. 

Существуют I, m Е А такие, что xi = q, Xm = Р- Пусть V(t) = E + V-it՜1, где 

все элементы матрицы v_i E С"хп равны нулю, за исключением (ti-i)i,m = 1- 

Ясно, что V(0 = У-0)։ ^-1(0 = E - v-jt՜1 и WmJ։ = Urn+j-^-,. Тем
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самым, = u-i. = -w-i и wæ, = 0, если т / i/+ - j, либо в / 1.

Поэтому все блоки матрицы K\j (у_ + 1 < j < и+ — 1) равны нулю, кроме, 

быть может, расположенного в левом нижнем углу, который равен матрице 

[u-i]a’+jxA1։ Следовательно, матрицы Кц отличны от тождественного нуля 

лишь при j Е (р; g), и для этих значений j имеем rank Кц = 1.

Пусть «'j < • • • < «п (к* = col (к{]"=1) - частные индексы матрицы-функции 

W — АуУ. Из теоремы Симоненко и предложения 2 следует, что = dim Ker 

Tj(Wj) = dim Yij = при j E 2Z\(p;g), а также а-?(з} = dim Ker Tx(Wy) = 

= dim Kij = dim Yiy — 1 = ay(j) “ h ПРИ 3 6 (p;g). Отсюда непосредственным 

подсчетом легко убедиться в том, что р-? = д^. Предложение доказано.

Теорема 3. Пусть Ay = diag [iX1,..., t**] и х = col [x»]?=i € ®n • Для того, чтобы 

числа Ki <■■•< кп (к = со! [«»]”_։ G 2Z”) представляли из себя частные индексы 

матрицы-функции IV = при некотором V, допускающем каноническую 

GWH-факторизацию, необходимо и достаточно, чтобы к £ Пу.

Доказательство. Необходимость следует из теоремы Симоненко и предложения 

2. Для доказательства достаточности предположим, что к G Пу. Тогда существу­

ет последовательность чисел ..., G Z5n таких, что = у, = к и .

G П^,), ։ = 1..... т— 1 (см. [2], лемму 6.1). В силу предложения 3 суще­

ствует матрица-функция V, (։ = 1,..., т — 1), допускающая каноническую GWH- 

факторизацию и такая, что частные индексы матрицы-функции A^oj V, совпада­

ют с Пусть представление

А^У< = W^A^jW^

является G WH-факторизацией А^У՛. Составим матрицу-функцию

V = V1 _1 v2 [w|a)]-1 • • • [w|m-a)]-1 Vm-1.

Легко видеть, что представление

AyV = w£a) • • • w£m_1)A5E-w£m_1)
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является GWH-факторизацией матрицы-функции ЛуУ. Теорема доказана.

ABSTRACT. GenereUaed right Wiener-Hopf factorization of bounded 
measurable matrix-function W = KV is considered, where A=diag[tX։,...,t*“] 
with Xi> ■••> Xn G Ж and V adxsits canonical factorizations V — V~V+. Explicit 
formulae for partial indices and factorization factors of W are obtained. 
The formulae are given in terms of the first v = maxi<։<J<n \%i — Xj I 
coefficients of the power series of V-(z) at a = oo. The dependence of 
matrix-function V on partial indices is described.

The class of triangular matrix-functions with factorizable diagonal 
elements is an important example where these formulae can be applied.
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