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В статье доказывается существование аттракторов полугрупп, по­
рождаемых начально-краевыми задачами для некоторого класса выро­
ждающихся квазилинейных систем типа Соболева. Для этих систем 
строится функция Ляпунова и с ее помощью описываются яттракто- 
ры полугрупп, порожденных рассматриваемыми операторами.

ВВЕДЕНИЕ

Проблема поведения при £ —♦ оо траекторий эволюционных систем, для ко­

торых корректно поставлена задача Коши, тесно связана с существованием мно­

гообразий, называемых аттракторами (см. работы [1], [2] и приведенную в них 

библиографию). Эти многообразия обладают двумя замечательными свойстваг 

ми :

1) притяжения траекторий;

п) инвариантности относительно полугруппы {£<}, порожденной этой зада­

чей.

Здесь мы рассматриваем проблему описания структуры аттракторов. Как из­

вестно, их структура явно описывается при условии существования глобаль­

ной функции Ляпунова, т. е. такого функционала Ф, значения которого убывают 

вдоль траекторий уравнения, за исключением лишь стационарных траекторий, 

на которых Ф - постоянная. В этом случае аттракторы полугрупп явно описыва­

ются с помощью неустойчивых инвариантных многообразий, проходящих через 

неподвижные точки полугруппы {5<}.
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В настоящей статье рассмотрен класс вырождающихся нелинейных систем 

типа Соболева. Доказано существование аттракторов полугрупп, порождаемых 

смешанными задачами, построена функция Ляпунова и с ее помощью описаны 

эти аттракторы.

§1 . ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. КЛАССЫ СИМВОЛОВ

Рассмотрим систему нелинейных дифференциальных уравнений вида

О
д֊Ьи + Ми = 0 (1)

в цилиндре = Я х (0,Т), где Я - ограниченная область полупространства 

Ш." = {х 6 ГО.՞, хп > 0}, имеющего достаточно гладкую границу Г = ЗЯ. Будем 

предполагать, что Го = Г О {хп = 0} 0.

Операторы £ и М зададим следующими выражениями :
Г К՜՜' $ (п / & (п / х^и\ \ЙГ гМ - +с(։)и-

п 9Ми = - 52 Vй!). “։,(*> \7«2)> • • •

где и(4, х) = (։*](£, х),... ,иуу(*, х)) и V = (■£֊, ■ ■ ■, д|-). Опишем классы рассма­

триваемых операторов. Пусть выполнены следующие условия :

(а) Матрицы Ву (»,; = 1,2.....п — 1) и Впп (обе порядка МхАТ) симме­

тричны, их элементы непрерывны в Я и/Ву = Вц для любых »,; = 1,2,..., п— 1. 

Матрица С(х) предполагается неотрицательно определенной при любом х 6 Я.

(б) Для любых вещественных векторов £1,$а, ■ ■■(" ((* = (С*,. ■ к = 

= 1,2,..., п) таких, что 52"=1 |£*|2 / 0, и любого х 6 Я справедливо неравенство
Е (*«(«)&£) + (д»„(®)е.г) > ^(а*(ххг^). (2)

•и=1 ։=1 . . . -
Здесь (•, •) - скалярное произведение в евклидовом пространстве Л1п, а а‘(х) - 

матрица вида
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при этом, ее элементы а'кк(х) (£ = 1,2.......п; к = 1,2, ...,ЛГ) - непрерывные

в П функции, и существует постоянная с0 > 0 такая, что > с„ > 0 при 

։= 1,2,...,п; к= 1,2,...,7У.

Далее, предполагается существование показателей тпг > 0 (г = 1,2, ...,'ЛГ) 

таких, что справедлива двусторонняя оценка

71 < х"т,а"г(х) < 72, г =1,2,... Л (4)

с некоторыми положительными постоянными 71 > 0, 72 > 0.

(в) Функции а^(х,к — 1,2,...j = 1,2,...,п, определяющие оператор 

М, предполагаются вещественными и принадлежащими пространству С2(Пх 

хНп).

Введем обозначения

/ау 0 ... 0 \
4 = Р ■ ” 0 , у=1.2..........П

\...........................   а^-(х)/

/(»и1.......е) = Ё (д-ях^.е?)+(д„„(х)е,е)

■ «’7=1

и предположим, что для любых векторов £1,...,£п ; т)1тр £ И" и любого

х Е П справедливы следующие неравенства :. 
п
£(4/(х; £,...,е)е?, 7) > С17(х;е,.... е), 
7=1

Ё(^(х;^,...,е)^,1) < с271/2(х;е....... е)71/а(х;^, (5)

7=1

Ё ,И(«։ г1. • • •. т՞)^. €7) > ^(х-, е,..., е),
•ц=1

........ <"), (6) 
iJ=l

где С1, сг, С1, Сд - положительные постоянные, а - матрицы

0 А
0

с элементами
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г! = М....... г‘).

Условие (б) указывает на возможность вырождения символа оператора £, а оцен­

ка (4) уточняет его характер. Условие (в) есть условие типа Леви, естественно 

возникающее в задачах с вырождением.

Для дальнейшего изложения удобно представить границу Г = 9П в виде

Г = Го и Г', Г С ИЦ. и обозначить

Г', при 1<т,<2
Г, приО < т։ < 1 ’ ................ (7)

Для системы дифференциальных уравнений (1) поставим следующую смешан­

ную задачу :

х е Я, 

|г,= о, * > 0, / = 1,2,...Л.

(8)

(9)

§2 . ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ПРОСТРАНСТВА

Введем следующие обозначения :

Ьз(П) - гильбертово пространство Л’-мерных вещественнозначных вектор- 

функций, заданных на П, с компонентами из Дз(П).

С0(П) - множество бесконечно дифференцируемых, .финитных вектор-функ- 

ций, определенных на П. .

Через (■,•) и || • ||о обозначим, соответственно, скалярное произведение и 

норму в Ьз(П). Согласно лемме 1 из [3], оператор Ь, определенный на всюду 

плотном в Ьз(П) множестве С“(П), симметричен и положительно определен. 

Это обстоятельство позволяет ввести на линейном многообразии С“(П) новое 

скалярное произведение :
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Обозначим через гильбертово пространство, являющееся замыканием линей­

ного многообразия С“(0) в метрике, порождаемой скалярным произведением 

(10). Из легко проверяемой оценки

(Ьи,и)о > с||и||’

с некоторой постоянной с > 0 непосредственно следует вложение Яд с Ьз(П). 

Для нормы в Яд введем обозначение || • ||яь.

Замечание. Неравенство (2) интерпретирует сильную эллиптичность Ь в под­

областях = П П {хп > 6} (6 > 0 - любое). Отсюда следует, что норма || • ||яь 

эквивалентна интегралу Дирихле, и, в соответствии с теоремой вложения Собо­

лева, вектор-функции пространства Яд исчезают на Г$ = Г' П {хп > 6} С дП/. 

Вместе с тем, как доказано в лемме 2 из [1], при 0 < тщ- < 1 г-ая компонента и, 

вектора и £ Яд обращается в нуль на всей границе Г.

Наконец, обозначим через 1,2(0, Т՛; Яд) гильбертово пространство вектор- 

функций и(£) : [0,7’] —» Яд, с нормой 
&т \1/а

' 1|и(*)Н?ггл 
0 /

§3 . ПОСТРОЕНИЕ АТТРАКТОРОВ .

В работе [3] показано, что исследование начально-краевой задачи (1), (8), 

(9) сводится к эквивалентной задаче Коши для эволюционного операторного 

уравнения *- ՛ .

^+Ли = 0, (И)

и 11=0= и°, (12)

где А = Ь~ХМ. При этом, область определения замыкания оператора А совпал 

дает с пространством Яд.

В. этом параграфе доказано существование аттракторов полугрупп, поро­

жденных задачей (11), (12), или эквивалентной задачей (1), (8), (9). Это доказал 

тельство существенно опирается на приводимые ниже результаты, полученные 
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в [1], [3]. Приведем формулировки используемых в дальнейшем результатов.

Теорема А. ([3], теоремы 2, 3) Для любого и° 6 Hl задача. (11), (12) однозначно 

разрешима в пространстве Аа(0, Т; Hl).

Для приводимой ниже общей теоремы из [2] о существовании аттракторов 

необходимо

Определение 1. Пусть {St, t > 0} - полугруппа операторов St, пействуютттих 

в банаховом пространстве X. Ограниченное, замкнутое в X множество М С X 

называется максимальным аттрактором полугруппы {St}, если

1) для любого ограниченного множества В С X 

lim dist(StB, A4) = 0, I—»oo , .

где dist(F, G) = eupyeF inf,6G |\f — <?|| (условие притяжения);

2) StM = M при любом t > 0 (условие инвариантности).

Теорема Б. ([1], теорема 1.1) Пусть полугруппа {St}, St : X -♦ X удовлетворя­

ет следующим условиям:

а) полугруппа St равномерно ограничена, т. е. для любого R > 0 существует 

постоянная C(R) > 0 такая, что

I|Si«|| < C(R), при ||«|| < R, t > 0;

б) существует компактное в X поглощающее множество Во, т. е. для любого 

ограниченного множества В С X существует число Т > 0 такое, что St В С Во 

при t>T;

в) операторы St : X —> X непрерывны при t > 0.

Тогда полугруппа {St} обладает компактным максимальным аттрактором.

Теорема В. ([3], теорема 1) Оператор А, действующий в пространстве Hl, 

является монотонным, ограниченным и полунепрерывным, и справедлива опенка

[Ли,и] > с||и||^ь, (13) 



Аттракторы эволюционных систем типа Соболева 33

где с > 0 - некоторая постоянная.

Из теоремы А следует, что задача (11), (12) порождает семейство операторов 

{5։, I > 0}, заданных на множестве начальных данных и0 е Я/, и определяемых 

следующим образом :

5(и° — и(4, х), 

где и(1, х) - решение задачи. Легко проверить, что семейство {5<} - полугруппа.

Теорема 1. Пусть операторы Ь и М удовлетворяют условиям а)- в) теоремы Б. 

Тогда полугруппа {£<}, порожденная задачей (1), (8), (9) обладает аттрактором, 

компактным в пространстве Нь-

Доказательство. Пусть Т > 0 фиксировано и

и0 = {и0 € Нь, ||и°||Я4 < К < +оо}

- произвольное ограниченное множество в Нь. Подставляя решение и(<, х) задачи 

(1), (8), (9) в уравнение (11) и умножая (скалярно е Нь) обе части последнего 

тождества на и(<, х), получим

+ [Ли, и] = 0,

ИЛИ . : ‘ .
|^1Ы1^+[Ли,и]=0. (14)

Далее, подставляя оценку (13) в тождество (14), будем иметь 
|^1|и[1к + »Н«Няь<0.

Применяя неравенство Гронуолла, отсюда получим необходимую оценку : • * 4 ‘

1|5И|^ = Ци(<.»)11^ < Ци(0)||^в-ае1 = ||и°||^е֊2е‘. (15)

Из (15) непосредственно следует равномерная ограниченность семейства операг 

торов {5<} при 1>0.

Из той же оценки очевидным образом вытекает существование в простран­

стве Нь компактного поглощающего множества.

Эи
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Таким образом, условия а) и б) теоремы Б выполнены, и для завершения 

доказательства остается проверить справедливость условия в). Пусть и10 и и20 

- произвольные элементы пространства Яд, а и1(4,х), и2(4,х) е 2>а(0, Т\ Нг,) - 

соответствующие им решения задачи (11), (12). Тогда имеет место тождество
-^-(и1 - и2) + Ли1 - Ли2 = 0.

Умножив (скалярно в Яд) обе части этого тождества на и1 — и2 и интегрируя 

по I в промежутке 4 6 [0, Т], получим 
I ГТ а ГТ
2 Л а*"”1 -и2^НьМ + ]о ^и1 -Лн’.“1-иа1л = 0-

Отсюда легко следует, что

■||и‘(7» -иг(7»||//(, = ||и'(0,а։)-и2(0,г)||^ь -2 / [Ли1 - Ли2, и1 - и2]Л.
J0

(16)

В силу теоремы В, оператор Л, дейст вующий в //д, монотонен. Следовательно, 

из (16) приходим к оценке ||и*(Т,х) - и2('Г, ж)||н,. < ||и’(0, а:) - п2(0,х)||//4П или 

ЦАти1" — Лт’П2։1||и1 <.||и|п — и20||я,., и, стало быть, операторы 5, непрерывны 

при I > 0. Утверждение теоремы ) теперь непосредственно следует из теоремы 

Б.

§4. ПОСТРОЕНИЕ ФУНКЦИИ ЛЯПУНОВА

В этом параграфе доказано существование функции Ляпунова для систем 

тина Соболева (1) и описаны аттракторы полугрупп, порожденных этим классом 

операторов. Предварительно приведем некоторые определения (см. [1], [2]).

Определение: 2. Пусть {5։} - полугруппа операторов, действующих в банахо­

вом пространстве Д'. Точка г £ X называется неподвижной точкой полу) руппы 

{Я«, /■ > 0}. если 3(2 = г для любого 4 > 0.

. Определение 3. Пусть У С. А' - слабо инвариантное множество полугруппы 

{5'։}, т. с. .$’«У С У при любом 4 > 0. Непрерывный на У функционал Ф : 
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Y —> Ш.1 называется функцией Ляпунова полугруппы {S(} на множестве У, если 

выполнены следующие условия :

1) для любого и 6 У функция Ф(5«и) переменной t убывает при t > 0;

2) если Ф(5(и) = Ф(5$и) при некотором Q, то Sju является неподвижной 

точкой полугруппы {St}.

Теорема Г. ([1], теоремы 10.1, 10.2) Пусть полугруппа {St} обладает компакт­

ным аттрактором ЛЛ и функцией Ляпунова Ф на множестве М. Далее, пусть 

множество К неподвижных точек {St} конечно и при любом и 6 М функция 

Ф(5(и) непрерывна notß X. Тогда

где P(z) - неустойчивое, инвариантное многообразие, выходящее из точки z.

Относительно понятия неустойчивого, инвариантного многообразия см. [1], 

определение 10.2.

Предположим, что коэффициенты а*;, задающие оператор М, имеют вид

оъ(®.г*) = ~> = (т*J = k=l,...,N, (17)

где функции а* 6 C3(Q х JR”). В пространстве Яд рассмотрим функционал 

Ф(ц) = V / at(z, (18)

который, как будет показано ниже, является функцией Ляпунова системы (1).

Теорема 2. Пусть выполнены предположения теоремы 1, а также условие (17). 

Тогда функционал Ф, задаваемый выражением (18), является функцией Ляпунова 

полугруппы {St}, порожденной задачей (1), (8), (9).

Доказательство. Обозначим через М аттрактор полугруппы {St}, порожден­

ной задачей (1), (8), (9). В силу теоремы 1, множество М. компактно в простран­

стве Яд. В соответствии с определением 3 и теоремой Г, проверим вначале не­

прерывность функционала Ф на множестве М.. С этой целью, для произвольных 
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и, у б М рассмотрим р'азность

Ф(и) - Ф(у) = 22 / [“*(«> V“*) ֊ ак(х, \7ьк)](1х
*=1 >/п

0 д
^3-а*(х,\7««)^у(и* ֊«*)А^ =

п г Г1 &
= 5252/п/0 в*Я*.^*)^;(«* ֊ и*)ЛЖв =

\Г' \л ( дчг\ д . 1=§/пЛ 1Л'К...
где ш* = «*+<(«* — Ук), к = 1, ■ ■ • 1 И. В силу условия (5), с некоторой постоянной

С2 > О

|Ф(и) - Ф(у)| <

< с2

< с2

ду/ А 71/2 (х. 9(и - у) 9(и - у)\ ...
-■,дхпГ Г~^Г՜.....~&ГГХ^

—</х]1/2 [/ 7 (х- Э(и ~ Э(ц-уЛ 
”дхп) [/п г дХ1 ....... д^п ;

-|1/2
<1х (19)

17п
дуг дуг

Х> дхг ’ ” ՛1 дхп <1х

Далее, заметим, что из определения нормы в пространстве Яс легко следует, что 

с некоторой постоянной с > О
1/3

< с||и||яь, при любом и е Яс. ‘ (20)

Из (19) и (20) следует, что

|Ф(и)-Ф(у)| < с3||ш||яь||и-у||Яь < с4(||и||яь + 1М|яь)||и-у||яь. (21) 

Поскольку М ограничено, из (21) вытекает, что |Ф(й) — Ф(у)| <С5||и-у11яь 

с некоторой постоянной св > О.-Тем самым, непрерывность функционала Ф 

доказана. Легко видеть, что функционал Ф дифференцируем в смысле Фреше. 

Производная действует на элемент V* = (0,..., 0, «*, 0,..., 0) по формуле

< ^,^>=[Аи,у‘]. (22)

В самом деле

Ф(“1,...,ик-1,ик + ц*,и*+1,...,ия) - Ф(и1,иа,...,ия) =

-■ V«* + \7^*) - а*(з։
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Выделяя линейную часть, находим 
дФ к , \dvk ,

J—*
= -5? / а~аЪ’(®> ^7uk)vkdx = [ (Mu,՝vk)dx = [Au,v4]. 

Jn oxi Jn
Пусть u E M. и u* = (0,..., 0, и*, 0,..., 0). В силу (22) и тождества (11)

Q • . . чч v~> ЗФ 5—. дм^ . ди ..а։Ф(и(1, х)) = g <_,_>= g |л, — = [л, —j = -IIAuIlk < 0.

Таким образом, доказано, что для любого u G М функция Ф(5«и°) убывает по

I при I > 0. Для завершения доказательства теоремы остается показать, что 

множество решений системы Ли = 0 совпадает с множеством неподвижных 

точек полугруппы {St}. С этой целью предположим, что при некотором t = to > 0

Ф(и(40, z)) = Ф(и(0, z)) = Ф(и°).

Имеем

0 = Ф(и(*„, z)) - Ф(и°) = [ 3<Ф(и(*, х))Л - - [ ||Ли||я dt, 
Jo ' Jo

откуда следует, что Ли = 0 при i G [0, t0]. Обозначим z = u°(z). Поскольку

Ли° = Ли(0, z) и = 0, z(z) является решением задачи (11), (12), стало быть

Stz = z, и доказательство завершено.-

ABSTRACT. The paper proves the existence of attractors of semigroups 
generated by inital-boundary problems for a class of Sobolev type degen­
erate quasilinear systems. A Lyapunov function for this systems is con­
structed and the structure of attractors of semigroups generated by these 
operators is described.
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