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Важность изучения мартингал-разностиых гиббсовских случайных полей 

{£ь I- Е И"}, которые определяются условием

/ад.ад_/) = о, (о

обусловлена тем, что для эргодических полей этот класса, для значений

I. 6 7Ьи имеет место центральная предельная теорема (см. [1]). В другой ра­

боте Б. С. Нахапетяпа и А. II. Петросяна [2] введены в рассмотрение классы 

моделей, удовлетворяющих (I). Естественен вопрос : есть ли фазоцые переходы 

в таких системах ? В настоящей заметке мы строим простые примеры решет­

чатых моделей статистической физики, удовлетворяющих условию (1), и в кото­

рых происходит (разовый переход. Эти модели являю тся, по существу, несложной 

модификацией модели классического изииговского ферромагнетика. Из вышеска­

занного следует, что центральная предельная теорема имеет место для любого 

гиббсовского состояния, являющегося крайней з-очкой совокупности гиббсовских 

состояний (эргодические состояния).

Пусть. 22" -- р-мерпая целочисленная решетка, и > 2. Расстояние, между 

точками решетки г,у Е 22", х = (х։,..., ж„), у = (у|,...,у₽) будем полагать 

равным . 
V 

ФоУ) = ^|®; ֊ %|- 
/=>
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Через (х, у) будем обозначать пару точек ®,j/ £ 2Z" такую, что rl(x,y) = 1. Для 

V С 2Z" через Vе будем обозначать дополнение V в 7LU. Для У С Ж", |У| < ое, 

положим

DV = {® £ Vе : существует у £ V такое, что d(x, у) = 1}.

Пусть Q - конечное множество (спин). Для V С 2Z" отображение ^р(У) : 

У ।—> Q будем называть конфигурацией на У. Множество всех конфигураций 

на У обозначим через Л4(У). Наконец, будем предполагать, что <Л4(У) снабжено 

обычной а-алгеброй, порожденной цилиндрическими множествами.

Перейдем к описанию моделей.

1. Пусть Q = {—q, — 1 + 1, ...,0,1,...; г/}, q натуральное число. у>(ж) £ Q, р(у) £ 

£ Q. Потенциал взаимодействия ближайших соседей 6’(р(х), ^(?/)), d(x,y) = I 

определяется следующим образом :

nit \ I \\ /-1> если р(ж) = р(У) =0, d(x,y)= 1;
t О, в противном случае.

Одночастичный потенциал /л(у?(ж)) определяется следующим образом : 

я(,=М) = (
I 0, в противном случае.

2. Пусть Q = {—.4, А, —В, В}, где А, В > 0, А В. Положим

^.),Л)) = ^И1.М»)1) = {™ |”(։)| = и»)|; 
t 0, в противном случае.

В дальнейшем мы рассматриваем, нс оговаривая этого особо, только первую из 

введенных моделей.

Пусть V’ С И“, |У| < оо, и пусть р(Ж") - конфигурация па 22“, ограничения 

которой па множествах V и Vе обозначим через <р(У) и p(Vc') соответственно. 

Относительный потенциал Нп(у’(У)|¥’(Ус)) определяется как обычно (см. [3]) :

ЯоМПИП) = Е (/(^^(уВ + ^мМл)). (2)
(х,»)ГЙ'^И xEV

Пусть V С ZZ17, |V'| < оо, и пусть ^(У') - конфигурация на Vе. Распределение 

Гиббса наЛ4(У) с граничными условиями ^(V՞) задастся формулой

(3)
“ k ’ > r'j V'k У ))
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Здесь Ц > 0 обратная температура, аг- нормирующий множитель. Обозначим 

через Л внешнее поле Л = Яи.

Пусть V С 22", |И| < ос, и пусть конфигурации ^(|\Ие) и ^<2>(Уе) таковы, 

что

1р<֊1\Ус) = {'Ф(Уе') : ^(х) = 0 для всех х 6 Vе}, (4)

^(2)(р'е) = {^>(1'*՜’).: ^(х) / 0 для всех х 6 Vе}. (5)

В дальнейшем мы ограничимся рассмотрением распределений Гиббса в объеме 

V с граничными условиями или 1//2)(1/с). Эти распределения вероятно­

стей будут обозначаться через Р^.1^-) и Р(-2\-) соответственно. Легко видеть, что 

распределения Гиббса (3) на Л4(Г) при различных граничных условиях ^|2\ке) 

и °) |,ила (5) совпадают. Если при V —» ос распределения вероятностей 

Рр\-) и Р[?\-) слабо сходятся па Л4(22"), то предельные распределения веро­

ятностей будем обозначать через Р(') и Р^2՝ соответственно. Заметим, что если 

/. 6 V, то для. распределения вероятностей /V вила (3) условие (1) очевидно 

выполнено.

Теорема. Найдется с/п > 0 такое, что если (? > </(| и 01> — Л = 1п(2<7), то 

р(1) ֊/. р(2)

Доказательство.: Покажем, что распределения вероятностей (3) для рассма­

триваемой модели сводя тся к распределению вероятностей модели классического 

изинговского ферромагнетика.

Граница и контуры конфигурации по аналогии с моделью классического 

изинговского ферромагнетика определяются как объединение («/ — 1)-мсрпых 

граней, разделявших пары точек \х,у) таких, что либо <р(х) = 0,<р(у} 0, либо

^я(х) / 0,^(у) = 0. Пусть х 6 22". и пусть у>(22") - конфигурация. Положим 
т

Г 0, если р(х) ф 0;
Ск(ж. о) = <

I #{у : у) - 1. <р(у) # 0}, если <р(х) = 0.

ГО, если ։р(х) 0;
С’¥’ 1#{у: Ф, У) = 1, ¥»(»/) ^0}, еслир(®) = 0.
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Пусть теперь V С 22", |У| < оо, и пусть ^(У) - конфигурация на V. Рассмотрим 

гамильтониан

Н1(¥>(Ю1^)(П) = -| «(։,р(ЕЪ£>(4 5=1,2, (6)
хедиву хеу

где конфигурация 9»(22") такова, что ее ограничения на V и Vе совпадают с 

конфигурациями у’(У) и соответственно. Нетрудно проверить, что в

случае граничных условий ф^2\Ус)

Я, (¥>( V) | ^(2) (Vе)) = //»(¥»( V) |^<2>( Vе)). (7)

В случае же граничных условий ^*)(уе)

/7։МЮ1^(1)(Ув)) = Н0(¥,(У)|^1)(Уе)) 4-1 52 1+

+ 52 1 = //оМЮ1#-(|)(П)4-/(^е). (8)(х,у):хЕЯУ,уЕд\'
Величина /(Уе) не зависит от ^(У). Поэтому распределения Гиббса, отвечающие

гамильтонианам Яп Н\, совпадают, т. с. имеет место равенство

р^у)) =
схр 2 Е «(։։,¥’)-/? Е мМ®)) 

«еиови хе՝'
=(У,Д,^)(Уе)) (9)

Для У С 22", |У| < оо и конфигурации <р, через О(р) обозначим множество 

всех точек х 6 У и ЗУ, удовлетворяющих условию с?(х) = 0. (Заметим, что

ЗУ С О(р) для граничных условий ^^(У'), и ЗУ П О(<р) = 0 для граничных 

условий ^(2)(У=)). Легко видеть, что

1 52 а(®,^)=1 52 «(*,¥’)= | 12 (2^ - 7(®, ¥>)) = г£1'иа1' х6О(<₽) х£О(у>)
= р|О(^)|-1 52 Т(®,*’)- (19)

гЕО(¥>)

Множество однозначно определяется заданием набора контуров

{Г],..., Гп} и граничных условий ^^(Уе), } = 1,2. Пользуясь этим, обозначим

О0)(Г1,...,Г„) = О0)(р), где Г ।,..., Гп - совокупность всех контуров конфигура­

ции <р. Далее, обозначим через

Л^1(Г1,..., Гп) = {у>(У) : {Г1,...,ГП} - множество всех контуров

конфигурации 9?}.
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Положим

Е(Г1։...,Гп|1/,^(к'с)) =

52 ехр ֊ 52 «(«.*’) ֊^52^®))
•Хи)е>(г..... .. хе\-иа\'

(И)

Из (10) и (11) следует, что

Е(Гь...,Гп|У,^0'с)) =

7.(ПМ(Г,
ехр (/?4/ — РАк^(*»)1 - 7 52

= ехр (^-/1)|00)(Г11...,Г„)|֊֊ у 
ге осл (г

7(®,9°)
¥>(>')ел(Я(г1..... Г»)

1 =

= ехр (/Зь-- Л) |<'/-')(Г........Г„)|-2 ^2 7(®։<Р) (2г/)1’՝к°('')(՛ 1

г6О(Л(Г1|...,Гв)

Г.}|,

Рассмотрим числа

Л/У) = ехр[(Др - Л) |О0)(Г|,-...,Гп)|](2?)1^°и)(г.....г-)1, у = 1,2.

При ви - Ь. = 1п(2|/) имеем А।(V) = ехр[(/9р - Л) |У и ЗИ|] и Аа(V՜) =

= ехр[(;04/—Л) | У|], т. с. эти числа не зависят от конфигурации <р (соответственно, 

от набора контуров {Г|,.... Г„}. Далее

52 7(®>¥’).
гео<Я(г,....г.)

3 = 1,2

равно числу граней, разделяющих точки в парах (®,։/) с ^з(ж) = 0, <р(у) ф 0.

Значит

52 7(^,9’) = ^2 |Г,|,
«6О(Г,......Г„) »=1

(12)

(13)

(14)

....... ... .............. = ,1Д1')ехр ֊֊^ |Гл|

Следовательно, вероятность события Л(Г|,..., Гп) равна

ехр-|£|Г։|
.............Г^ = Ё(Л.^(ИГ
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где нормирующим множитель удовлетворяет следующему уравнению :

Е(1/,^^(Л(И) (15)

Суммирование в (15) производится по всевозможным наборам контуров 

{Г|,...,Гп}, внутренности которых содержатся в V.

Из формуль.! (14) следует утверждение теоремы, и, следовательно, наличие 

фазового перехода при достаточно большом /?(/?> /Зп). Равенство Л = Ри- 1п(2д) 

устанавливается обычным способом (см. [3]).

В заключение я благодарю Международный Научный Фонд и Российскую 

Академию наук за финансовую поддержку. Я благодарю также Б. С. Нахапетяпа 

за плодотворные обсуждения.
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