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В статье исследована задача типа Гилберта для аналитических 
функций в случае, когда граничные значения принадлежат классу 
и граничное условие понимается в смысле //-сходимости. Получено 
необходимое и достаточное условие для нормальной разрешимости и 
нётеровости рассмотренной задачи.

§1 . ВВЕДЕНИЕ

Пусть £>+ = {г : |а| < 1} - единичный круг в комплексной плоскости, 

Г)~ = {г : |г| > 1}, а Т = {я ; |л| = 1} - единичная окружность. Обозначим 

через А(Т) класс аналитических в П+С1П՜ функций, имеющих конечный порядок 

в бесконечности, а через Ао(Т') ~ подмножество функций из А(Т), обращающихся 

в нуль в бесконечности.

Рассмотрим задачу Гильберта в следующей постановке : найти функцию 

Ф(з) £ А(/), удовлетворяющую условию

гПгпп1|Ф+(г4)-а(£)ф-(г-Ч)֊/(Х)||р = 0, р>1, (1)

где /(/) £ Ь₽(Т'), ф± - сужения функции ф(з) в О* соответственно, а а(/) - 

функция, кусочно-непрерывная в смысле Гёльдера па Т.

В точках разрыва /1,/а, ...,/п функции а(/) положим

а* + »04 = ,-т[1п а(/4 - 0) - 1п а(1к + 0)],

где 1п а(/) - любая фиксированная ветвь логарифма, непрерывно меняющаяся на 

каждой дуге /4/44-1 окружности Т (при этом, полагаем, что /„4.1 = /1). Далее, 
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через 7’(р) обозначим множество Т(р) = {4* : (1 — {а*})р = 1}, где {а} - дробная 

часть о.

Булем говорить, что задача (1) нормально разрешима, если для любой 

функции /(/) £ 1?(Т) она разрешима в А(Т). Задачу (1) будем называть 

нётсровой, если соответствующая однородная задача (/(4) = 0) имеет конечное 

число линейно-независимых решений в Ао(Т), а для разрешимости в Л0(Т) 

неоднородной задачи необходимо и достаточно выполнение конечного числа 

условий ортогональности /*(/) = 0, к = 1,...,Л/, где /*(•) - линейно-независимые 

функционалы в [7(Т].

В работе [1] было доказано, что при р = 1 задача (1) нормально разрешима 

и пётеорва при любой кусочно-непрерывной в смысле Гёльлера функции а(4). В 

настоящей работе установлено, что при р > 1 нётровость и нормальная разре­

шимость задачи (1) зависят от свойств функции а(4). Л именно, доказано, что 

для нётровости и нормальной разрешимости задачи (1) необходимо и достаточно 

выполнение условия

Т(р) = 0. (2)

Основные результаты данной работы анонсированы в [2].

§2 . ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ЛЕММЫ

Ниже нам понадобя тся следующие вспомогательные результаты.

Лемма 1. Пусть 1О С Т. Тогда существует фу акция /(4) 6 ЬР(Т) такая, что

Нт / ----------—/(т) <1т = оо. (3)
г—»1—0 т — г10 ' ' . ' '

Доказательство. Обозначим через В следующий линейный оператор :

(В/)(г) = [ (—^-/Р/(т) <1т, 0 < г < 1, /(4) 6 27(Т). 
7т т — По
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Если для любой функции /(/) 6 ЬР(Т) соотношение (3) не выполнено, то по 

теореме о замкнутом графике Я - ограниченный опера тор из 7/(7') в Л°°([0, 1]).

Тем самым, существует число ОО такое, что

/ (Гт~1г)/,,/(т) ЛТ < С
ит т ““ г1о

при любом 0 < г < I и ||/||„ < 1. Из этого неравенства следует, что

г - г1„
= 8Нр

т
при любом г, 0 < г < 1. Отсюда приходим к противоречию, поскольку

Нт — 1-о = оо.
ч •

Лемма 2. Пусть т0 е Т, /(I) 6 ЬР(Т), и

(Л/)(0 = 7—-

где Рг(1, г) = (1 — г2)|т — г7| 2. Тогда существует не зависящая от г постоянная

С такая, что

11Л/||Р < С’||/||₽--

Доказательство. Пусть р = 1. Воспользовавшись неравенством ||т0 — т|п — |т— 

—г7|“| < соп81 |т — г4[“, получим

1 Г 1 - г2 Г(Л’/)(Ч 5 ЙГ^г/т|/(т)|Г^Р^ |л'|+/т|/(т)| /’’м |"т|-

Так как
1 — г2 1 — г2 1 — г2

|то — г1 |в|т — г7|2՜“ ~ |т0 — Н|2 + |т — г4|2

и

получаем ||Аг/||։ < ||/||1. Аналогичным рассуждением получаем, что ||-4гУ||оо < 

< Н/Ноо. / € £°°(Т). Таким образом, утверждение леммы доказано в случаях 

р = 1 и р = оо. Применением интерполядионпой теоремы Рисса-Торина завер­

шаем доказатеьство.
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Лемма 3. Пусть 1„ Е Т. Тогда существует функция /(4) £ />”(7’) такая, что при

любом € > О

р
lim 

г—1-0
1

|г4 —40|'/р т — ri /(т) dr |с/4| = оо,

где Д(40,е, г) = {4 : 4 £ Т, |4 — 4О| < е(1 - г)}.

Доказательство. В силу леммы 1 существует функция /(4) £ №(Т) такая, что 

для некоторой последовательности {г*}, г* —» 1 — О

/(’’) drlim 
г*-1-0 т - rkl„

= ОО. (4)

Положим //(с) = {г : |л - 4О| < е(1 — |л|). Тогда, если гк1 £ А/(е), 4 £ Т, то

|4 — 4О| < 2|г*4 — 4О|. и поэтому

где С’ постоянная, не .зависящая от г, а Рг*(^о>т) = (1 — |г4|2)|т —Г44О|՜2 - ядро

Пуассона. Применяя эту оценку для г*4 £ У(е), 4 £ Т, получил։

/(т) г!т f(r) dr

< const I (т-*о)1/р/(г)РГй(4о,т) |dr| 
Jr

Теперь оценим последнее выражение с помощью максимальной функции Харди-

Литтлвуда (см. [3])

Л/(/;4) = зир֊2|/(т)| |<4т|,

где максимум взят по всем интервалам 1 £ Т с центром в точке 4. Имеем

Легко проверить, что Л/((т — 40)'/р/(т);40) < оо. Следовательно, при гк1 Е П(е)

\ °' ftf dr 
Т Т — rkl О

(5)
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где С - постоянная, не зависящая от k. Далее

Д(։.,<,г) lrt ~
( -f(r)dr |Л| = 

т — г*։

1.
△(։„,։,г) 1Г* ~ М Т

/(т) dr—

Р

’Т
/(т) dr |Л|. (6)

Поскольку
dl

г) |г^ — I
> с։ > о,

где С| - постоянная, зависящая лишь от £, то в силу (5) будем иметь

1
Д(1.,։,г) 1Г** ~

Г Г(т —io)1/₽ (т —i0)1/₽] . . Р . .
/ ----------------------------- ;— /(г) dr dt < const
Jr . т-гк10 r-rki .

Учитывая теперь (4) и переходя в (6) к пределу г*՜—» 1 — 0, завершаем доказа­

тельство.

§3. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Положим

S(z) = exp —dl , zg D+ U D~, 
z7Tl jJ'P %

n
Sp(z) = S(z) П(* “ **)**. z 6 D+ u

t=i

где целые числа А* определены следующим образом : — 1 < А* + ai- < 0, если

(1 - {at})p < 1 и 0 < Хк + Ок < 1, если (1 - {ft*})p > 1.

Теорема 1. Пусть р > 1 ֊ произвольное число. Для того, чтобы зад&ча (I) была

нормально разрешима необходимо и достаточно выполнение условия (2).

Доказательство. Если функция Ф(я) 6 >4(Т) удовлетворяет условию (1), то она 

представима в виде (см. [4])

■ = + (7) 
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где Р(г) некоторый полином, 5*(я) - сужение функции 5р(я) на О+, а 5+(4) - 

ее граничные значения на Т. Если Т(р) = 0, то при любом /(4) 6 ЬР(Т) функция 

Ф(я), определенная формулой (7), удовлетворяет условию (1). Тем самым, при 

Т(р) = 0 задача (I) нормальна разрешима.

Для завершения доказательства остается показать, что если Т(р) / 0, то 

задача (I) не является нормально разрешимой. С згой целью предположим, 

что 4*п 6 Т(р) - некоторая точка и заметим, что в силу леммы 3 функцию 

/о(4) 6 можно выбрать так, чтобы имело место соотношение

iim 
r—1-П

1
|r4-4tJ‘/P

Г (r-Q1/p 
'т т — rt

р
fo(r) dr |d4| = oo, E > 0. (8)

Предположим задача (1) имеет решение в Л(Т). Тогда, в силу (7) это решение 

предствимо в виде

Фо(^) = SP(z) Г fo(r) dr 
2iri JT Sp (т) r - z + Sp(z)P(z).

Далее, имеем Ф*(г4) — а(4)Ф0 (г՜*4) = 7։(г,4) + где

Ji(r,4) =
S+(r4)֊O(4)Sp-(r֊14) Г /0(т) dr 

2х» JT S^(r) т — г-14'

2ят ,Чр (т)

а 5՜(я) - сужение функции 5р(я) на I)՜. Выберем числа бо,сп таким образом, 

чтобы из включений 4*п 6 Т(р) и 4 6 Д(4ьв, бп, г) следовала оценка (см. [4]) 

15’р (г0 “ (г“‘01 > со|5+(г4)|, 4 44.. Так как 5+(г4) « |4*։ - г4|-1/’’

в достаточно малой окрестности точки 4*в, то

/ Р>(г,«)|р 1*1 > / т 1 ,1/у / ֊֊Т^/о(т) dт Р |Л|,

•4т. 7д(։*в1։,г) I™ -Ь т-т1

и, в силу (8), будем иметь Птг_|_о||71(г,4)||1’ = оо. Учитывая, что согласно 

лемме 2, ||J2(r, 4)||р < const ||/||р, завершаем доказательство теоремы.
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Замечание. Если функция /(4) принадлежит классу Гёльдера, то задача (1) 

разрешима в классе А(Т).

Доказательство. В (7) полином P(z) монжо выбрать так, чтобы

2тг» JT Sp (г) Г — It

Тогда для некоторого р՜ > р будем иметь ||Ф+(г4) - а(4)Ф"(г՜14)||р< < const.

Учитывая равенство Гш։г_1_(|[Ф+(г4) — а(4)Ф՜ (г՜14)] = /(4), получим

r Hm п ||Ф+(г4) - а(4)ф-(г”14) ֊ /(4)||Р = О

Теорема 2. Условие (2) необходимо и достаточно для нстеровости задачи (1).

Доказательство. Пусть 7’(р) = 0. Тогда общее решение задачи (1) представимо 

в виде (7), где P(z) - произвольный полином. Отсюда следует нётеровость задачи 

(>)-

Рассмотрим теперь случай Т(р) / 0. Предположим, что задача (1) нёгерова. 

В силу теоремы Рисса

М/) = — = k N,, Z7T Jrp

где y>h(4), k = 1,..., N - линейно-независимые функции из М(Т), q = p(p - I)՜1.

Применяя теорему Хана-Банаха заключаем, что существуют функции /t(4) £ 
■ г '. • '■ • •

Е LP(T), k = I,..., N з՝акие, что

1 Г Г 1 7՛ *“ к
п' .,՝2* Jr I 0, j к.

Пусть Mt = .sup |/А(/)|, ||/||р = 1, М = sup Мь, k = 1,...,^. Выберем функции 

/*(4) класса Гёльдера так, чтобы имели место неравенства

*=■......«•
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Тогда с применением функционалов получаем, что

|/*(Л)| > 1МА)| - |/*(Л - А)| > 1 - е, 

|/4Л)|<|/*й֊л)|<е-'
Пусть теперь /ri(Z) G lf(T) - функция, для которой, согласно теореме 1, задача

(1) не имеет решения в А(Т). Если £ > О достаточно мало, то комплексные

числа .1*, k = I,..., N можно выбрать так, чтобы были справедливы равенства

52 = /*(/..), k=l,...,N.
j=i

Положим

Лм = /<>(/.) ֊52 л*л(0- 4=1
Тогда /*(/,>) = 0, k = Поэтому для функции /о(0 задача (1) разрешима

в классе До(Т). Так как, в силу замечания к теореме 1, задача (I) разрешима в

/1(7’) для функции
N

к=\
то она разрешима в Л(Т) и для функции /(|(4). Полученное противоречие завер­

шает доказательство теоремы.

ABSTRACT. The paper investigates a version of Hilbert problem in a 
class of analytic functions. The continuity on the boundary is in the 
sence of //-convergence. A necessary and sufficient condition for normal 
solvability and Noetherness of this problem is obtained.
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