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В статье дана характеристика множества сходимости для опцио­
нальных локальных мартингалов в (строго) предсказуемых терминах, 
что является распространением на опциональный случай результатов, 
полученных ранее Ю. М. Кабановым, Р. Ш. Липцером и А. Н. Ши­
ряевым в [8] для са<11ар мартингалов. Получены законы повторного 
логарифма для локальных и локально квадратично-интегрируемых 
опциональных мартингалов. Доказательства проведены по известной 
схеме Д. Лепингля [9], с использованием вспомогательных экспонен­
циальных супермартингалов и соответствующей модификации леммы 
Бореля -Кантелли.

§0. ВВЕДЕНИЕ

Данная статья продолжает начатое в работах [1, 2] исследование асимпто­

тических свойств так называемых опциональных мартингалов. Исследуются в 

основном множества сходимости и законы повторного логарифма. При этом, нс 

предполагаются выполненными "обычные” условия о непрерывности справа и Р- 

полноте фильтрации Г = (Т7;)։»^ стохастического базиса (Я,^7, Р = (^«)е>п, /’). 

Предполагается, что траектории опциональных мартингалов при любом I > О 

имеют оба односторонних предела (см. [3]) (процессы из пространства Ia.gla.cl), 

в отличие от рассматриваемых обычно сасИа^-мартингалов, траектории кото­

рых при любом I > 0 непрерывны справа и имеют пределы слева. Отметим, что 

основы теории опциональных мартингалов были заложены Л. И. Гальчуком в 

работах [4 -7].

Статья состоит из трех параграфов, из которых §1 содержит необходимые 
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обозначения и общие понятия. Второй параграф содержи т характеризацию мно­

жеств сходимости для опциональных и локально квадратичпо-ингсгрируемых, 

опциональных мартингалов. Условия сходимости даны в терминах строгой пред­

сказуемости, посредством компенсатора некоторого вспомогательного. возраста­

ющего процесса Di (см. (1.4)) для опциональных, локальных мартингалов (те­

орема 2.1), или посредством квадратичной характеристики для опциональных, 

локалально квадратичпо-интсгрирусмых мартингалов ( теорема 2.2). Эти разул ir- 

таты являются распространениями на опциональный случай результатов, полу­

ченных ранее К). М. Кабановым, Р. III. Липцером и А. И. Ширяевым [8] для 

cadlag мартингалов. Третий параграф основан на результатах §2. Здесь доказа­

ны законы подгорного логарифма для опциональных мар тингалов ( теоремы 3. | и 

3.2), при условии интегрируемости скачков. Рассмотрены вспомогательные экс­

поненциальные супермартингалы (леммы 3.2 и 3.3) и использована модификация 

леммы Вореля Кантелли, доказанная в [2] (лемма 3.4). В §3 резульгяи.1 Л. Лс- 

пингля (см. [9]), установленные для cad lag-мартингалов, распространяются на 

случай опциональных мартингалов.

§1 . НЕОБХОДИМЫЕ ПОНЯТИЯ И ОБОЗНАЧЕНИЯ

Всюду ниже через (П,^՜./*’ = (Jj)t>u, /') будем обознача ть стохастический 

базис, где 7՜ есть Р- полная гт алгебра, /•’ = (^)/>ц произвольный неубываю­

щий поток а-подалгебр У {У, С У[ С У, I > ,ч > (i). а Р вероятностная мера. 

Примем следующие обозначения :

/'+ = (^ч+)<>(|, где У,+ = ;

Р и 0(0+) - а алгебры предсказуемых. 0(0+) опциональных множеств, по­

рожденные, соответственно !•' согласованными caglad процессами (с непрерыв­

ными слева траекториями, имеющими пределы справа) и /'’(/՛+) согласованными 

cadlag процессами. Те же обозначения будут использованы для соответствующих 

множеств измеримых процессов;
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Р, множество строго предсказуемых процессов (X = (А'()(>0 £ Р,, если 

X £ Р и существует процесс Л'+ = (А'։+)<>п € О, где Х«+ = 1ЬпА'։.) ;

Т, Тр и Т+ множества /•’-моментов остановки (м. о.), Р-предсказуемых м. 

о. и Е+~ м. о. соответственно;

V'+ и 4j£c соответственно, множества соответственно возрастающих и 

локально интегрируемых, возрастающих процессов (Я 6 если .4 6 |/+, 

/'’ согласовано и существует последовательность (/4,)n>i С ?+, /4, Î сю п. и. 

(почти наверняка), и /?Яд + < оо для любого п > I.) ;

V' и Л|ос соответственно - множества соответственно всех процессов ограни­

ченной и локалыю-интегрирусмой вариации (Л £ Л|ОС, если Л F-согласовано и 

существует последовательность (ftn)n>i С Т+, Пп | оо п. и., и при любом п > 1 

имеем Е Var Л < оо, где [О,/4,1 = {(w,Z): û < i < /4,(ы)} стохастический 

интервал, Д'аг^ Л - вариация процесса Л на интервале [О, /4,1) ;

Л/(№) множества всех опциональных (опциональных, квадратично-интег- 

рируемых) мартингалов (Л/ £ Л/(Л/2), если М £ О и существует У«,-измеримая 

с. в. (случайная величина) М с Е\М| < оо (Е\М|2 < оо) такая, что Е [л/j = 

= Мт п. н. на множестве (Т < оо), при любом Т £ Т) ;

Л/|о։. (Л/2С) - множества всех локальных (локально, квадратично-иптегриру- 

емых) опциональных мартингалов (М £ Л/|ОС (Л/։2С), если М £ О и существует 

последовательность (//n, A</n)n>j, где /4, £ Р+, Мп £ Л/(Л/2) такая, что /4։ Î оо 

п. н., Л/ = Л/п па интервале [0, /4,1 и Е |Л/дп+ | < оо (Е |A//tn+ |2 < оо) при любом 

п>1);

Процесс А' = (Л\)։>п £ О называется опциональным супермартингалом, 

если : a) Æ|Хт| /т<оо < оо для любого Т £ Т, где /т<те * индикатор множества 

(Т < оо) ; б) < А', п. н. для всех s < t; в) существует с. в. X с

Е|Х| < оо такая, что п. н. Е Х|^т < на любом множестве (7 < оо),TçT.
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Замечание 1. Введенный выше класс опциональных мартингалов (супермар­

тингалов) достаточно широк. Если Л' = (Л'<)։>о - некоторый мартингал (су­

пермартингал) в обычном смысле и существует с. в. А.с. 75|А'| < оо такая, что 

Е [а|^<] = (— -՝<) п֊ Н։ лля вссх 4 - 1,1 то существует опциональный мартин­

гал (супермартингал) А'', являющийся модификацией процесса А' [4, 10].

Замечание 2. Известно (см. [3]), что любой опциональный процесс А՜ = (А'()|>(| 

является опционально сепарабельным, то есть существует последовательность 

(5П)П>1 С Т (множест во опциональной сепарабельности), всюду плотная па Ш.+ 

и такая, что график процесса А’՛ = (Х<)։>п содержится в замыкании графика 

последовательности (А'я, )„>|. Кроме того, при некоторой непрерывной замене 

времени (7|)։>п оппиопалььносепарабельпый процесс (А'()<>(> становится сепа­

рабельным в обычном смысле (см. [3]). Таким образом, траектории опнионал!>- 

ных, локальных мартингалов и супермартингалов для всех £ > 0 имеют и. и. 

пределы слева А'։_(ы) = 1|гпА',(ы) и справа А\+(ш) = ПтА'։(ы) (см. [13]).

Для процесса А' = (А'։)։>п условимся обозначать через (Д' —») множество 

тех ы £ П, для которых существует конечное финальное значение А’оо(ы) = 

= Пт Л'/(ы) < оо. Для множеств А, В € Т запись Я = В и. н., или .1 С В п. I—со
н., будет означать, соответственно, /’(АЛД) = 0, или Р(А П (П \ В)) = 0, где Д 

знак симметрической разности множеств. Пусть Л/ = (Л/։)|>ц 6 А7|ос- Тогда 

имеет место единственное (с точностью до неотличимости) разложение (см. [5])

Л/ = ЛГ + Л/®, (1.1)

где Мг = Л/с + Л'/'1 6 Л/|„с, Л/е £ Л/|иг и Л'/^Л/®) £ Л/|„с, соответственно, 

непрерывная и “чисто разрывная” сасПад (сад1ат!) составляющие для мартингала 

Л/ (процессы Мл и Мя ортогональны любому непрерывному процессу У £ 

т. е. М'1\' £ Л^ое, МЯУ £ Л/|.,։:). Далее, определим следующие процессы :

[Л/,Л/]։ =< Ме >1 +£(ЛЛ/.)2 + £(Д+Л/,)2, (1.2)
«<< *<։
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В, = £(1 + |ДЛ/։|)՜' (ДЛ/,)2 4- ^(1 + |Д+Л/1|)-1(Д+Л/,)2, (1.3)
»<< *«

=< мс >1 +В։, (1.4)

где ДЛ/, = М, — М,~, &+М, = М,+ — М,, а < Мс >6 Л^с - квадратическая 

характеристика для Мс Е Л/|ОС։ ((Л/с)2 - < Мс >Е Л/|ОС). Ряды в (1.2) и (1.3) 

сходятся п. и., и [М, М] £ У+, В £ Д£с (см. [5], [8]).

§2. МНОЖЕСТВА СХОДИМОСТИ -'
ДЛЯ ОПЦИОНАЛЬНЫХ МАРТИНГАЛОВ

Основными результатами этого параграфа являются нижеприведенные две 

теоремы, анонсированные ранее в [1].

Теорема 2.1. а) Если М Е М]ос, то (О«, < оо) С (Л/ —») п. в..

б) Если М е ЛУ|ОС и для всех Т £ Т и и 6 7+ имеем Е\Ь.Мт\1(Т < оо) < по и 

Е|Д+ Ми\1(и < оо) < оо, то (Лоо < °°) = ([Л'Л Л/]оо < оо) = (М —►) п. н., где 

Г) £ Р, П Л£с ֊ компенсатор процесса I) £ Л^с (И — Г) £ Л/|ОС/

Теорема 2.2. а) Если М Е Л/|2С, то (< Л/ >то< оо) С (М —►) и. и..

б) Если М 6 Л/|2С и для всех Т 6 Т и и € Т+ имеем Е\АМт\21(Т < оо) < оо и 

Е]А+Мц\2 ЦВ < оо) < оо,то(< М >оо< оо) = ([М, Л/],» < оо) = (Л'/ —♦) и. и., 

где < М >6 Р, П /1|ос ~ квадратическая характеристика мартингала М (см. [5]).

Для доказательства этих теорем нам понадобится следующая

Лемма 2.1. а) Если /1 6 Л+,с, то (Лоо < оо) С (Лоо < оо) п. в..
»

б) Если А 6 Л^с и для всех Т 6 Т и В 6 Т+ имеем ЕЛАт1т<оо < оо и 

ЕД+Аи/г/<00 < оо, то (Лоо < оо) = (Лоо < оо) п. н.

Доказательство, а) Процесс А Е Л^с можно записать в виде

А = АГ + Л*,

где Лг = Ле + ^2 ДЛ, 6 Л^с, Л' = 52 Д+Л, Е Л£с, а Ае Е Л^с - непрерывный 
• ><■

процесс (ряды п. н. абсолютно сходятся).
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Рассмотрим процессы

/1' = [ 1(ЬА. > 1) ЛАГ, + [ 1(Д+А, > 1)с/Л;+ 6 Л.+
֊']»,<] Ло.‘(

(2.1)

А" = { /(дл, <1)<ы; + [ /(д+л4< 1)</л?+бЛ+, (2.2)
Лм] Л«.։(

(интегралы в (2.1) и (2.2) понимаются в смысле Лебега Стилтьеса). В силу 

теоремы 1.6.3 из [11] и теоремы 1.10 из [7], из (2.1) и (2.2) следует, что

Л{= / /(дл, > 1)«м;+ [ /(Д+Л. > 1)^+ер,пл+с, (2.3)
7]о,։] 

• к
л{' = [ /(дл, < |)<м;+՛ [ /(д+л. < 1)г/л'+ ер,пл+г. (гл)

Далее, из (2.3) и (2Л) получаем, что п. н.

(Л'ое < оо) С £ /(ДЛ, > 1) + 52 /(А+Л, > 1) < оо С 
\»>о ,>п )

с £/(ДЛ, > 1)ДЛ, + £/(Д+Л, > 1)Д+Л, <оо] =^4 <оо).
\«>о «>0 /

(2.5)

Определим для некоторого а > 0 моменты остановки

Тв։ = Ы (/ > 0: (Л")г > а) е 7Р, Г2 = шГ (/. > (1 :(Л")г > «) С 7. (2.6)

В силу свойств компенсаторов возрастающих процессов (Л")г и (Л")* (см. [5], 

теоремы 2.2 и 2.3) и ввиду определений (2.6)

Е(Л/;)^> = £(Л")?ч < а + 1, Е(А")3Т2 = Е(А")3т; < а.

Отсюда следует, что Д(((Л")£О = оо) О (7^ = оо)) = 0 и /’(((Л")20 = оо) П (7а2 = 

= оо)) = 0, т.е.

((А'Уоа < оо) = ив>о(Т<г = оо) С ((Л'% < оо) п. н., (2.7)

((,?% < оо) = иа>0(7;2 = оо) С ((Л")*о < оо) п. н.. (2.8) 
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Из (2.7) и (2.8) вытекает, что п. и.

(Â" < оо) = ((Â")» < оо)П((^)2о) Ç < оо)Г>((Л'% < оо) = (А" < оо).

(2.9)

Наконец, из (2.5), (2.9) и равенств

(Л«, < ос) = (А'ж < оо) П (А" < оо) и (А» < оо) = (А'ж < оо) П (А" < оо)

приходим к утверждению а), б) Определим для а > 0 моменты остановки 

S, — inf (t > 0: А[ > а) 6 Т, = inf (t > 0: Af+ > a) g T+. Из определения 

компенсатора следует

EArSi = EArSi < а+ E&Asi I(S\ < оо) < оо, (2.10)

15A^a+ = £А|,+ <а + EA+As% < оо) < оо. (2.11)

Из (2.10) и (2.11) следует, что Р((А^ = oo)n(S’ = оо)) = 0 и P((A£o = оо)П(.^ = 

= ос)) = 0, т. е.

(Агж < оо) = Ua>n(5Ô = оо) Ç (А^о < оо) п. н., (2-12)

(Л*, < оо) = и0>о(6’в = оо) Ç (Ago < оо) п. н.. (2-13)

Наконец, из (2.12) и (2.13) следует, что п. н.

(А«, < оо) = (А^о < оо) Г1 (Л*, < оо) Ç (А^, < оо) П (А&, < оо) = (А«, < оо),

что вместе с доказанным утверждением а) приводит к утверждению б).

Доказательство теоремы 2.1. Для процесса М 6 Л^|ос будем рассматривать 

разложение Л/ = М' + М", где

м[= [ цдв; > 1)лм; + [ 1(д+в1 > i)<w/+ е Mtaci (2.14)

М"= [ + [ l(A+RÎ < l)dM;+e М|ос> (2A5)
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Л/ = М'+М’ (СМ. (1.1)), В = Нг+В» (см. (1.3)), Вг = Е,<.(1 + |ДЛ/«|)-'(ДЛ/,)’

и ßa — J3։<_(1 4- |Д+Л/,|)՜1 (А+Л/>)2 (относительно определения интегралов 
*

н (2.14) и (2.15) см., напр., [5] и [11]). Процесс В', соответствующий процессу

М' 6 М\ос (см. (1.3)), определяется следующим образом :

В,'=/ /(ДВ; > 1)</ВЦ- / 7(Д+В» > l)cZBf+6<с. (2.16)
■/Jn.t] J[o,։(

Тем самым, компенсатор процесса В' имеет вид (см. [15] и [7])

в[ = / /(дв; > i)rfB; + [ i(a+b? > 1)лвГ. (2.17) 
Лм] ’ J[o,։[

Из (2.17) и (2.14) приходим к следующим вложениям - п. и.

(/Хо < оо) С (В£, < оо) С (£ [/(AB; > 1) + /(Д+ßf > 1)] < ос) С (М‘ -).
«>11

(2.18)

С другой стороны, процесс В", соответствующий процессу М" G Л/|„г, предста­

вим в виде

В" = [ ЦАЩ <\)dBr,+ [ 1(Д+В՜! < l)dB’ (2.19)
•'M •/[«.<[

(см. (1-3)). Отсюда для компенсатора В" получим (см. [11] и [7])

В['= [ 1(ДВ; < l)dBr + [ J(±+B! <l)dB?+. (2.20)
-/]n.t] /[<u[

Для процесса

D"=<Me>+B". (2.21)

согласно (2.20) имеем

д5"<1. (2.22)

Полагая Т՝ = inf (z > 0: (/>')[ > а) Е Тр. Та2 = inf (z > 0: (B")f > «) G T и

Та = для а > 0 и имея ввиду (2.22), получим

£(D")ti = E{D")TTl < а + 1, (2.23)
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= £(/*% < а- (2-24)

Из (2.21) легко следует, ч то

Е < ЛГ >;<’< (Е(П"УГ^ 42 . (2.25)

Воспользовавшись теперь известным неравенством (см. [11], лемму 2.2.1)

имеющим место для любого процесса Л՜ 6 О такого, что множество (/: Д'( / 0) 

нс более чем счетно։:, получим

(\ 1/2 
52/(АД; < 1)(ЛЛ/,)2 ] <

•<т> )
< (я(^)т«)1/2 + ֊+ 2А’ (5й)',. (2.26)

Далее, пользуясь неравенствами Дэвиса и Кунита-Вазапабе (см. [12] и [5]) для 

опциональных мартит алов, а также неравенствами (2.23), (2-24), (2.26) и (2.27), 

получим

Е sup |Л/։"| < С (Е [{М"У, (ЛГ")Г]У2 + Е [(Л/")*, (Му№\ < оо, (2.28) 
։<т. ՝ ■ ' • /

где С = 51>/2+8. Из (2.28) следует, что процесс (Л/")Т*, остановленный в момент 

Т„, является равномерно интегрируемым мартингалом, т. е. Р((М")Т‘ —») = 1 

(см. [131, теорему 6.1.6). Тем самым, Р(М" /*,Та = оо) = 0, т. с. Р(М"

= оо)) = 0. Отсюда следует, что

(/?" < оо) = иа6д։(Тя = оо) С (М" -») п. н. (2.29)

Наконец, ввиду (2.18) и (2.29) (О«, < оо) = < оо) П (D1̂  < оо) С 
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С (Л/' —») П (М" —») = (л/ —») П. и., что доказывает утверждение а).

б) Положим Sa = ։nf(l > 0: |М(+| > а) 6 Т+, где а > 0. Тогда

Е sup |Mi+1 < а + Е |Д+Мд. | l(Sa < oo) < oo, (2.30)
։<s.

и, согласно неравенству Дэвиса для мартингала М+ G M\CjC(F+)

E[M,M]s''2+ < oo. (2.31)

Далее, из (2.31), (1.2) и (1.3) следует, что

(Л7 —») С (sup |Af։| < oo) =(sup |M։+1 < oo) = Ua>0(֊% = oo) С ([M, M]'^2 < oo) = 

= ([Af, M]oa < oo) C (Dqo < oo) n. h. . (2.32)

Однако, так как AD < |ДЛ/1 и Д+ D < |Д+М| (см. (1.3)), то в силу леммы 2.1

(Doo < oo) = (Doo < оо) п. н. . (2.33)

Наконец, ввиду (2.32), (2.33) и уже доказанного утверждения а), (М —*) С 

С ([М, М]оо < oo) С (Doo < оо) С (М —») п. н., откуда следует утверждение б).

Доказательство теоремы 2.2 аналогично доказательству соответствующего 

результата работы [8].

§3. ЗАКОНЫ ПОВТОРНОГО ЛОГАРИФМА

Как известно (см. [9]), для cadlag мартингалов имеет место закон повтор­

ного логарифма. Основными результатами этого параграфа являются распро­

странения закона повторного логарифма на случай опциональных мартингалов, 

содержащиеся в двух нижеследующих теоремах.

Теорема 3.1. Пусть М G М2ОС и Esup |ДЛ/։| < оо, Esup |Д+Л/(| < оо Тогда на
I I .

множестве (< М >«,= оо) lim (2 < М >t log log < М >t)՜'^2 Mt <1 п. н. t—*оо

Теорема 3.2. Пусть М G М|ос и Esup |ДЛ/<| < оо, Esup |Д+Л/։| < оо. Тогда на 
i <

множестве ([М, Л/]«, = оо) lim (2[Л7, Л/]* log log[Af, Л/]։)՜՛^2 Mt < 1 п. п.
t—*оо
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Предположим, что М € Л/|ос, и что д' (р2) — О (О+)-измеримая, случайная 

мера, порожденная скачками ДЛ/ (Д+Л/) мартингала М с Р(О)-измеримым 

компенсатором ։Д(</2) (см. [7]). Далее, определим процесс

{2 -]
Mt-1/2 <Ме>։-^(с“-1_и)*^1 (3.1)

•=» )

где

(eu - 1 - и) *//,'= // (е" - 1 -u)i/'(dn,du) Е Д+г, Е = Ш.'\{О},
J ֊/]0,(]хЯ

(«“ ֊ 1 - «) * = /7 (eu — 1 — u) p2(dS, du) 6 Л+с.

Для доказательства теорем 3.1 и 3.2 нам понадобятся следующие леммы (ср. [9]).

Лемма 3.1. Всякий неотрицательный процесс М Е М\ис является опциональ­

ным супсрмартнпгалом.

Лемма 3.2. Для любого М Е М\иС процесс а(М) является опциональным 

супсрмартнпгалом.

Лемма 3.3. Пусть М Е М\пс так, что i\M < с, Д+Л/ < с (с > 0). Тогда процесс 

j(M)t = ехр(АЛ/։ — <рс(А) < Л/ >։) является опциональным с.упермартингалом, 

где <рс(Х) = с-2(еАе - 1 — Ас), А > 0.

Имеет место также следующий вариант .леммы Бореля Кантелли (доказа­

тельство см. в [2]).

Лемма 3.4. Пусть для процесса А = Аг + Ая Е А£с выполнены следующие 

условия : а) Агж = оо, А®, = оо п. н.; б) Ksupt ДА։ < сю, Ssup( Д+Л( < сю. 

Тогда А( Af —* 1 п. н. при t —»оо.

Доказательство леммы 3.1. Пусть М 6 Л/|ос, М > 0. Тогда существуют 

Mn Е М, Мп > 0, и Rn Е Т+, Rn J оо п. н. такие, что при любом n > 1 на 
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стохастическом интервале [О, Л,,] справедливо равенство М = Мп. Далее, для 

любых t > в и А e Т. имеем

/Ш։/(Л) = Jim, £W։/(A)/(i < Яп) = Jim, O/։n/(A)/(l < Яп) < 

< lim ЕМ[Ч(А)1(в< Ип)= lim EM;i(A)l(s < R») = ЕМ.1(A). ~ n—֊оо п—оо

Отсюда следует, что процесс М = (A-ft)։>o - неотрицательный супермартингал 

в обычном смысле, и, согласно теореме 6.2.6 из [13], существует Мж = lirn Л7։I—*оо
п. н. , ЕМоо < оо и £[Л/оо|.7ч] < Mt п. н. , то есть /?[Л/оо [Jt] < Мт п. н. на 

множестве (Т < оо) для любого Т <Т (см. [13], теорему 6.2.13). Тем самым, М 

является опциональным супермартингалом.

Доказательство леммы 3.2. Определим следующие процессы :

0(M)i = ехр(М( —1/2 < Мс >t), Ht=exp(Mt), Lt = ехр(—1/2 < Мс >։).

По формуле замены переменных Ито (см. [5]) 
• * - ‘

Ht=l+[ H,-dM;+\/2[ H.-d<Mc>,+ [ H,dM3 +
J{o,t[

+ [[ H.-(eu— A — u)/il(ds,du) + + [[ H,(cu — I — u) n2(ds, du), 
JJ]o,t]xE JJ[n,t[xE

* (3.3)

Lt = 1 - 1/2 [ L,d<Mc >. (3.4)
Jjo,«]

(относительно определений интегралов правой части (3.3) см. [7]). Далее, инте­

грируя по частям получим

p(M)t = Ht Lt = i+ [ н,- dL; + [ и, dL3 + [ l,- dn;+ 
J]o,i] J[o,t[ J]o,։]
+ [ L.dH3+[H,L]t. (3.5)

Из (3.4) заключаем, что L3 = 0, L_ = L и [H, L] = 0, а из (3.3) следует, что

Hri = l+f Н,- dM; +1/2 [ H,-d<Me>,+ 
. J]o.4

+ [[ Ht-(eu - 1 — и) n'(ds, du), 
JJ]n,i]xE

H3= [ H,dM3++ [[ H,(eu — 1—u)p2(ds, du).
J[o,t[ JJ[o,t[xE
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Таким образом, (3.5) приводится к виду

= Ме >.+ [ 0(M)t_d(M;+\/2<Me>,+Ar,')+
2 Jjo.i] Jjo.c]
+ [ ^M),d(M*+ + A3t+), (3.6)

где Лг = (cu — 1 — u)*/i' a A3 — (eu — I — u)*p։. После очевидных преобразований 

из (3.6) получим

/3(Л/)< = 1+ [ d(M! + Л1) + [ 0(М), d(M3 + Л' ),
•/)<>.*] •/[<>.։(

откуда вы текает, что

• в(М) = е(М + А), (3.7)

где с( ) экспонента Долеан (см. [7]), а А = Аг + А3. Учитывая, чтп Лг = 

= (eu — 1 — u) * V1, А3 = (е.и — 1 — и) * и2 (см. [7], леммы 3.1 и 3.3) и имея в виду 

(3.7), запишем процесс «(Л/) из (3.1) в виде

o(Af) = e(N + Л) exp (—.4), (3.8)

где N = М + (Л — Л) € Л'/|ос. А = Ar + А3 6 V, П .1^,г. Но так как ДЛ > 0 и 

Д+Л > О (ДЛ = ехр(АЛ7) — 1-ДЛ7 > О, Д+Л = ехр(Д+Л7)-1 - Д+Л/ > 0), то, 

согласно [14] (теорема 1), е(Л/ + Л) = е(Л/)е(Л), где Д = Jj(| ^(1 + АЛ,)՜1 dN,+ 

+ /jn ([(1 +Д+Л,)֊՛ dN3+, N = Nr4-N3. Следовательно, (3.8) запишется в виде

П(М) = е(Л0П(1 + ДЛ,)ехр(-ДЛ,) П(< + А+Л,)ехр(-Д+Л,). (3.9)
,<■ ,<■

Поскольку бесконечные произведения праной части этой формулы нс превосходят 

единицы и е(Л’) опциональный супермартингал (лемма 3.1), го из (3.9) следует, 

что для любого Т G 7՜

^о(Л/)т < Ee(N)T < 1- ' (ЗЛО)

Из (3.10) следует, что о(Л/) является супермартингалом в обычном смысле, и 

так как O'(Af) g О, то он к чому же сепарабелен (см. замечание 2). Поэтому 
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существует Нт а(Л/)< = Пж п. н. , где Еах < оо и Л[аэо|.7Г1] < (см. [13], /—•ОС
георему 6.2.6). Отсюда следует, что /?[аоо|^т] < а(М)т для любого Т е Т (см.

[13], теорему 6.2.13), т. е. а(М) - опциональный супермартингал.

Доказательство леммы 3.3. Напомним (см. [7]), что в разложении (1.1)

М? = [[ и(р'-м')(с/я, <1и), М° = [[ и(р2 - V2) (с/я.^н), 
У7]п,(]хВ 7^[о,<[х£

< Л/'* >= и2 х //', < Мя >= и2 х и2 (см. [11], задачу 3.5.2)

имеем
. 2

< М >=< Мс > + У^а2 * к1. 
i=l

(3.11)

А2
Используя (3.11) и элементарные неравенства у’е(А) > — и ехр (Au) — 1 — Au <

< ^e(A)u2 для всех и < с, получим, что

7(А/)( < ехр АЛЛ — — < Л/с >< -?с(А) У2 u2 * «/J

/а2 2 Л< ехр ( АЛЛ----— < Л/е >| — y^(exp(Au) — I — Au) * i/J I = а(АЛ/)«. (3.12)

У тверждение леммы следует теперь из того, что.в (3.12) процесс. о(АЛ/) является 

опциональным супермарзипгалом (см. лемму 3.2).

Доказательство теоремы 3.1. а) Предположим сначала, что АЛ/ < с. Д+ Л/ < 

< г (с > 0) и воспользуемся известным неравенством /'(sup, Л'։ > с) < с՜1 Л”» 

(с > 0) (см. [6]) для неотрицательного опционального супермартингала Л՜ = 

= (ЛЛ)|>п- Положив здесь ,V = у(М) (лемма 3.3) и с = ехр (Аа) (А > 0, а > 0), 

получим
Р ^яир(АЛЛ — $эе(А) < Л/ >() > Аа^ < ехр(—Аа). (3.13)

Следуя [9], обозначим

Д1 = (. + 8)(и>|„е1оВ»ч՛» Д։ = в-։(м,Ч1оев։)„։1 (3.и)
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где 0 > 1, 6 > 0 и к > I таковы, что 0к > е. Далее, положим Г* = inf(I > 0: 

< Л/ ><> 0к) € 7, к > 1. Тогда на стохастическом интервале ]7't,7*+i[

я* + АГ'?<:(>*) <М ><<Я4+>41У’с(А*)0*+1 <
1 _i_ * (3.15)

< (— + 0А;2^(Л*))(2 < М >< log log < м >^'2.

Воспользовавшись теперь супермартингалъным неравенством (3.13) с А = и 

а = ак։ получим

Р (siip(A/։ - A;Vr(A>) < М >() > at) < (к log0)՜ . (3.16)

Ич (3.15) и (3.16), ввиду классической леммы Короля Кантелли следует, что на 

множестве (< М >ос= оо)

liin (2 < Л/ >i loglog < М ><)-1/2 Л/, < —п. п. , (3-17)

•гак как Гни ((I + й)/2 + 0А* ^„(At)) = (1 4-Л+0)/2. Устремляя в (3.17) 0 ( 1 и Аг—••XJ
f> | О. приходим к нужному утвержденииI.

б) Предположив теперь, ччч» £кир( |ДЛ/|| < оо, tfsupj |Д+Л/(| < оо, введем 

обозначения (см. [12])

St = sup |ЛЛ/,|,

\\= 52 ДА/, /(|ДЛЛ| > 2Д,-):

Если .ч таково, что |ДЛ/.| > 25,-. п>,
<!<,<(

как .чегко виде ть

25, (3.18)

т. е. ДГ,

(3.19)

Д+Л/, < 2Д+ Н,. Из неравенств (3.18) и (3.19) заключаем, что

Vari' < 25^, • VaHV < 2Л«,,
Ги In. ли I 1

(3.20)
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т. е. И, И' 6 А. Представим процессы V и IV в виде V = V' - V2, IV = IV1 - IV2, 

где для ։ = 1,2 И, IV1՜ 6 Л+, причем V* - сахПай процессы, а IV’ - сай!ас1 

процессы. Полагая, что Й1՜ и IV*՜ компенсаторы процессов V” и IV1 Е Л+ (см. [7]), 

обозначим V = Й1 - Vя и IV = И'1 - IV2. Процесс М Е М2ОС можно представить 

в виде

М = тп1 + тя + тп, (3-21)

где т* = V — Й € Мяос, т2 = IV - И՜ Е Л/2,е и т — М — т' - т2 6 Л/(2С, так что 

(см. [12], лемму 4)

|Дтп|<45_, |Д+т| < 4Л. (3.22)

Кроме того (см. [12], лемму 5), имеют место неравенства

Е[т.‘,т։]^2< |ДтЛ<Е(;уа1У+1уаГЙ)<4Е5оо, (3.23)
П<»<оо

Е[т2,тп2]^2< £ |Д+тг|<^уау^+[уаг1Й)<4Л’/гоо. (3.24)
()<4<ОО

Из этих неравенств следует, что

[тп1, тп1]«, < оо, [тп2, тп2]«, < оо и. н. , (3.25)

/?|Дтп’|<оо, Е|Д+т2| < ос. (3.26)
• •

Применяя теперь теорему 2.1, из (3.25) и (3.26) получим, что процессы тп* и тп2 

имеют п. и. конечные финальные значения

тп^ < оо, тп^, < оо. (3.27)

С другой стороны

т'тпг — < т',тпг >Е М\ос, (3.28)

т2т3- < т2;т3 >Е М\ос, (3.29)
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где тг = Мг -т1, тя = Мя — т2, < т1,тг >е РП.4|ОС и < т2,тя >6 Р։ПЛ|ОС 

(см. [5]). Лапомним теперь (см. [11] и [7]), что для любого процесса V е Л/|ОС, 

для всех 5 6 па множестве (.9 < оо)

₽(ДЛА)д = Е [ДЛГд|Яд_] = 0. (3.30)

Аналогично, для всех Т^Т на множестве (Т < оо)

°(Д+А0т = Е [Д+Мг|^т] = 0, (3.31)

где ₽(ДАА) и °(Д+АУ) соответственно предсказуемая и опциональная проекции 

процессов ДАУ и Д+ЛУ. Пользуясь (3.28), (3.30) и (3.18), получим, что

Д < т1, тг >д= Е [Дт], Дт5|75-_] =

= Е [(ДИ5 - Я[Д V*|УТ.,-]) (ДЛ/д - ДРд + Я[ДУд|^д_])|^д_] =

= л;[(дл/д - др-д) Дкд|Гд_] + (Ддр'д|7-д_])։ = (я[дкд|Гд_])2 > о(з.зг)

для всех 5 е Тр на множестве (.5’ < оо). Аналогично, из (3.29), (3.31) и (3.19) 

заключаем, что

Д+ < гп2,тп3 >т= Е [Д+т^Д+т^|Ут] =

= Е [(Д+рИт ֊ Е[Д+РИт|^т]) (Д+Л/т - д+р^т + £[Д+И<г|Гт])|Гт] =

= Е [(Д+Л/т ֊ Д+И'т) Д+И'трт] + (£[Д+1Гт|*т])2 =

= (Е[Д+И’т|^т])а>0 (3.33)

для всех Т 6 Т на множестве (Т < оо). Из (3.32) и (3.33) следуют включения 

< т' ,тпт >, < тп2,тя >6 У+ а по (3.21)

< М > > < т > . (3.34)

Полагая 7п = тф > 0: > п или > п) 6 Т+, п > 1 и пользуясь

для мартингала т утверждением теоремы, доказанным в случае а) (ДА/ < с,
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Д+Л/ < с, с > 0), ввиду (3.22) получим

lim (2 < m >( log log < т >t)-l/2 mt < 1 п. н. 
/ —»оо

на множестве (< т ><»= оо) Г> (7’п = оо). (3.35)

Далее, так как П = Un(T„ = оо), то, ввиду (3.21), (3.27), (3.34), (3.35), па
1 • •

множестве (< т >ж= по) имеем

lim (2 < М >t log log < М >t)“1/2 Mt < 
/—•ОО

< lim [(2 < m >t log log < m >։)՜ ։^2 m( +

+ (2 < M >( loglog < м >()-l/2 (mJ + m*)j <

< lim (2 < m >( log log < m >։)՜'^2 mt < 1. (3.36)
/—*oo

С другой стороны, на множестве (< т >по< оо) Ci (< М >«,= оо)

lim (2 < М >t log log < М >t)-1^2 Л/։ = 0 п. н. , (3.37)
/—♦СО

поскольку, согласно теореме 2.2, (< т >«,< оо) С (тп —) п. н. . Теперь 

утверждение теоремы непосредственно следует из (3.36) и (3.37).

Доказательство теоремы 3.2. а) Сначала предположим, что |ДЛ7| < С’, 

|Д+Л/| < С (С > 0). Тогда, применяя-лемму 3.4 с Я = [Л/, М] получим, что 

на множестве ([М, Л/]«, = оо) = (< М >оо= оо)

[Л/, M]t < М >։ » 1 п. н. при I —♦ оо. (3.38)(<

В силу теоремы 3.1 и (3.38), на множестве ([Л/, М]ж = оо) = (< М >«,= оо)

ТтГ (2[Л/, Л-/]( loglog[M, M]t}~1/2 Mt = 
t—’ОО

=^lim [(2 < M >i log log < M ><)“l/2 AfJ (2 < M >t log log < M >t)l/2 x

x (2[Л/, M]t loglog[M, Af]։)-I/2 < 1 n. h.
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б) Пусть теперь /!»зир( |ДЛ/< | < оо и /£зир( |Д"*’Л/(| < оо. Тогда процесс 

М 6 Л/|<,с допускает представление (3.21), где т', т2, т е М\ос (см. [12]). 

Поэтому, заметив что •

[т, п»]| =< Ме >։ + 52(Дпз,)2 + У^(Д+т,)2, 
«<։ «<։

(Дт,)’՝< 2 ((ДМ,)2 + (Дт])2)_, (Д+т,)2 < 2 ((Д+Л/,)2 + (Д+т2)2) ,

получим

[m, r<'2 < V2 ([Л/, Л/]^2 + [т1, т1]^2 + [т2, т2]^2)'. (3.39)

(■ другой стороны, из (3.21) следует, что

[Л/, М]'՞ < [т, т]^2 + [т1, гн1]^2 + [т2, т2]^2. (3.40)

Тем самым, из (3.25), (3.39) и (3.40) получим, что ([т,т]м = оо) = ([Л/, А/]ж = 

= оо п. н.. Положим 7’n = inf(i > 0: 4S։_ > п, или 4Л։ > п) e Т+, п > 1 и 

отмстим, ч то ввиду представления (3.21) 
՝ *

ТБГ(2[Л/, M]t log log[A/, Л/]։)"1/2 ЛЛ = 
I—«оо

= Jim [(2[М, M]t loglog[A/, Л/]()-1/2 in't + т2) + (2[m,m]( loglng[rn, m]z)՜1/2 x 

xmf (2[m,m]( loglog[m, тп]։)՛^2 (2[Л/, Л/]( loglog[M, Af]։)՜1 ^2j . (3-41)

Далее, рассмотрим равенство (3.41) на множестве ([М, Л/]оо = оо) П (Тп = оо). 
» •

В силу (3.27) первое слагаемое правой части (3.11) равняется нулю. С другой 

стороны, ясно, что

[Л/, Л/] 1 [т, т] = [Л/, Л/] 1 [М — т1 — т2, М — т1 — т2] =

= [Л/, М]-' | < Ме > +52 Д(Л/, ֊ т])2 + 52 Д+(Л7, - т2)2 
\ «<• *<•

= [Л/, М]-1 ([Л7, Л/] + [т1, т1] + [т2, т2] - 2([Л/, р։1] + [Л/, т2])) . (3.42)
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Однако, в силу неравенства Кунита Ватанабе (см. [5], теорему 6.2)

[Л/,Л/]՜' ([M,m‘] + [M,ma]) < [М,М] 1/2 ([m‘,m1]1/2 + [m2,m2]1/2) . (3.43)

Тем самым, воспользовавшись (3.25) и (3.43), из (3.42) заключаем, что на

множестве ([Л/, М]оо = оо)

[М, М]։ '[т, гп]| —+ 1 п. п. при £ —* оо. (3.44)

Кроме того, на множестве ([Л/, М]оо = ос) П (Тп = оо) имеем |Дт| < п, 

|Д+тп| < п. Поэтому, имея в виду (3.44) и пользуясь утверждением теоремы, 

доказанным в случае а) (|ДЛ7| < С, |Д+Л/| < С,С > 0) для мартингала тп, 

получаем, что второе слагаемое правой части (3.41) не превосходит единицы. Для 

завершения доказательства теоремы 3.2 остается заметить, что Я = ип(7’п = ос).

ABSTRACT. The paper presents a characterization of the set of con­
vergence for optional local martingales in (strong) predictable terms, ex­
tending to the optional case the facts received by Yu. M. Kabanov, R. 
S. Liptser and A. N. Shiryaev in [8] for càdlàg martingales. The iterated 
logarithm laws for local and locally square-integrable optional martingales 
are obtained. The proofs follow the well-known scheme of D. Lcpingle [9] 
using auxiliary exponential supermartingales and a modification of Borel 
Cantelli lemma.
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