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Согласно принципу локализации, при локальной аппроксимации 
имеет место глобальная аппроксимация. В статье установлена такая 
теорема и рассмотрены некоторые ее следствия.

§1 . ВВЕДЕНИЕ

Равномерные и касательные аппроксимации на неограниченных множествах 

изначально исследовались в основном при аппроксимации аналитическими функ

циями II. У. Аракеляном, А. А. Нерсесяном и другими (см., напр., Гаер [13]). 

Аналогичные задачи гармонической аппроксимации были рассмотрены А. А. 

Шагиняном и А. А. Нерсесяном. Результаты данной работы относятся как к 

гармонической, так и к субгармонической аппроксимациям.

Пусть П - направленная, связная, некомпактная риманова поверхность в С°°. 

Пучок ростков непрерывных функций Л. и решений лапласиана индуцирует на 

П гармоническую структуру Брело (см. [3], пункт 8). Для любого подмножества 

Л СП предположим, что А, .4°, дА и .4', соответственно, замыкание, внутрен

ность, граница или тонкая внутренность /1. Пусть С(А) и Л(А), соответственно, 

пространства непрерывных функций на Л и сужений на .4 функций, гармони

ческих в окрестности А. Обозначим через <5(А) (соответственно, через 5е(А)) 

выпуклый конус сужений на А функций, которые в некоторой окрестности А

Данное исследование финансировано КБЕДС (Канада) и ГС А R (Квебек).
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супергармоничны (соотв. супергармоничны и непрерывны). Далее, положим 

5о(Д) ~ {« 6 С(А) : «|л0 6 5(Л0)}

и -
Яо(А) := {Л 6 С(А) : Лц, е«(А0)}.

Для любого семейства Т’(А) функций, определенных на А, обозначим через 

/■+(4) подсемейство (строго) положительных функций и через Т'(А) — замы

кание 77(А)ПС(А) вС(А) в топологии равномерной сходимости. Будем говорить, 

что функция а из С2 является (строго) супергармонической, если ее лапласиан 

(строго) отрицателен.

Для любой области Я комплексной плоскости А. А. Нерсесяном [31] были 

исследованы функции, непрерывные на множестве Е, гармонические внутри и 

ограниченные на границе. С помощью гармонической меры он получил условие 

интегрируемости, при выполнении которого такие функции являются пределами 

функций, гармонических на всем Я. Следующая теорема является теоремой типа 

локализации.

Теорема 1 (о локализации [19]). Пусть Е - замкнутое множество из Нии 

функция, определенная па Е. Если каждая точка х £ Е обладает окрестностью 

Ух С Я такой, что и|впУх 6 Зе(Е П Ух), то для любой строго супергармони ческой 

функции гт £ 3+(Е) и любого € > 0 существует и Е Зе(Е) такое, что |и — н| < со

на Е.

В силу принципа максимума (доказанная ниже теорема 5), утверждение те

оремы 1 о локализации остается справедливым даже если вес <т попросту су

пергармоническая функция, а не строго супсргармоничсская функция. С другой 

стороны, тонкая теория потенциала дает иную харак теристику функций, допус

кающих приближение; Тем самым, следующая теорема обладает двумя версиями 

супергармонической и гармопической.
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Теорема 2. Пусть Е замкнутое множество из £1 и и - функция, определенная 

на Е. Тогда следующие утнерждения равносильны :

(а) любая точка х € Е обладает лежащей в Я окрестностью 14 т акой, что 

“|кпу. € Зё(7? Л 14) (соответственно, Н|сп„ж 6 Н(Е Л 14)) ;

(б) для любых з Е 5+(Е) и е > 0 существует V 6 3С(Е) (соотвезетвепно,

V 6 ?!(Е)), для которого |и — н| < ез на Е ;

(в) и е <$С(Е) (соответственно, и е 7/(7?)) ;

(г) и 6 С(Е) и и|я, супергармоническая (соотв. гармоническая) функция на 

внутренности Е‘ в тонкой топологии.

Отмстим, что в гармонической версии теоремы 2 эквивалентность д О а 

позволяет распространить на замкнутые подмножества римановой поверхности 

результат, ранее установленный П. М. Готье, В. Хенгартнером и М. Лабёчем [21] 

для открытых множеств из Ш.՞1 и для римановой поверхности. Эквивалентност ь 

л О й установлена Л. Дебайардом и Б. Гаве [11], для компактных множеств из 

П1т. Они были позже установлены П. М. Готье и С. Ладусе [23] для замкнутых 

множеств из ПТ", а затем Т. Багби и П. Бланше [3] - для некоторой римановой 

поверхност и. Эквивалентность в <=> г как в супергармонической, так и в гармони

ческой версиях была установлена для компактных множеств в аксиоматической 

теории Блайлтнером и Хансеном [8].

Из содержащейся в теореме 2 характеристики функций, допускающих при

ближение. вытекают некоторые следст вия, унифицирующие последние результа

ты многих авторов. Будем говорить, что открытое множество и грипово, если 

оно облагает функцией Грина бу. Отметим, что любое замкнутое множество, 

лежащее в 0, имеет базис, состоящий из окрестностей Грина. Из теоремы 2 вы

текает

Следствие՝. 1. Условия теоремы 2 эквивалентны условию
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(д) для любой окрестности Грина У из Е, любого £ > 0, и для любого 

р&У\Е существует V € 3С(Е) (соотв., V £ Я(£)), такое, что на Е

|и — «| < £шГ{Су (•,₽), 1}.

В случае, когдаЯ - область в комплексной плоскости, В. У. Аракеляном [1, 2] бы

ла дана характеристика замкнутых множеств Е, на которых любая непрерывная 

функция, голоморфная внутри, является равномерным пределом функций, голо

морфных на всем Я. В гармоническом случае Л. А. Шагипяпом [32] была дана 

характеристика пар (Я, Е), где Я - область из ПЦ՞, а Е - замкнутое множе

ство из Я, для которого любая функция из С(Е) есть равномерный или весовой 

предел функций из И(Я). Недавно С. Дж. Гардинером [14] были исследованы 

супергармонический и гармонический случаи в Ш.т. Будем творить, что за

мкнутое множество Е С Я допускает равномерную супсргармоническую (или 

гармоническую) аппроксимацию, если 5П(Ь') = 5С(Е) (или 'Н.ц(Е) = Н(Е)). Та

кое множество допускает локально-равномерную супергармоническую (или гар

моническую) аппроксимацию, если любая точка х 6 Е обладает лежащей в Я 

окрсстносз'ыо V* такой, что

$„(ЕЛ 14)=Зс(£П V։) (или ^п(£П1',)=7?(ЕП14)).

В компактном случае замыкания ограниченных областей из Ш'п, допускающие 

равномерную аппроксимацию, были описаны М. В. Келдышем [28] в 19-И голу. В 

1949 году Дж. Дени [10] получил ту же хатрак геристику для любого компактного 

множества К С Ш.՞1, а именно : П?.’п\7<՜ и Л<т\/<(| должны быть разреженными в 

тех же точках. Будем говорить, что замкнутое множество Е С Я келдышепо, если 

Я\/? и Я\/?п являются разреженными в одних и тех же точках. В качестве второго 

следствия к зеорсме [2] мы характеризуем замкнутые множества, допускающие 

равномерную супергармоническую и гармоническую аппроксимации.
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Теорема 3. Пусть Е - замкнутое множество из Я. Тогда следующие утвержде

ния равносильны :

(а) Е допускает локально-равномерную супергармоническую аппроксима

цию ;

(б) Е допускает равпомерную супергармоническую аппроксимацию;

(в) Е допускает локально-равномерную гармоническую аппроксимацию;

(г) Е допускает равномерную гармоническую аппроксимацию;

(д) Е келдышево.

Отметим, что эквивалентность г д является обобщением результата Кел

дыша и Дени для случая замкнутых множеств. Эта эквивалентность была уста

новлена для замкнутых множеств из Е.՞1 М. Лабрёчем [29] в 1982 году. Им также 

была дана другая версия этой характеризации в терминах емкости, обобщающая 

результат А. А. Гончара [24. 25]. Для компактных множеств из Ш.т, допускаю

щих равномерную гармоническую аппроксимацию, ими был получен результат, 

аналогичный теореме Витушкина [35] для компактных множеств из комплекс

ной плоскости, допускающих голоморфную аппроксимацию. Связь между этими 

двумя результатами остается неясной [22]. Недавно эквивалентность г <=> д была 

установлена Т. Багби и П. Бланше [3] для римановых поверхностей. Эквивалент

ности б г О д были установлены для компактных множеств в аксиоматическй 

теории Дж. Блайдтнером и В. Хансеном [8, 26]. Эквивалентности а о в <=> д бы

ли доказаны Ч. Бенсудой [6] для замкнутых множеств в аксиоматической теории 

Брело.

Представляет интерес рассмотрение замкнутых множеств, допускающих как 

равномерную аппроксимацию, так и аппроксимацию с произвольным непрерыв- 

ным весом. Т. Карлеманом [9] в 1927 было показано, что любая непрерывная на 

вещественной оси функция допускает равномерное приближение целыми функ

циями с любым непрерывным весом. В этом смысле Ш. - множество Карлемана 
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на комплексной плоскости. В случае, когда П есть область на плоскости, Н. У. 

Аракеляном [1, 2] дана характеристика замкнутых областей Карлемана с пустой 

внутренностью. Позже А. А. Нерсесян [30] характеризовал замкнутые множества 

Карлемана. При этом, он использовал условие С, введенное в 1969 (после Кар

лемана) П. М. Готье [18], называемое также условием длинных островов (см. 

[4]). Замкнутое множество Е С О удовлетворяет условию С, если для любого 

компактного множества К С П существует компактное множество С П такое, 

ч то каждая связная компонента внутренности Ер, имеющая непустое пересече

ние с К, содержится в <2- Ниже мы будем говорить, что замкнутое множество 

Е С И допускает касательную супергармоническую (или гармоническую) ап

проксимацию, если для любой непрерывной в Е функции е со значениями в (0,1] 

и любой функции и 6 Зо(Е) (или и е 7{»(Е)) существует функция и € 5е(£) (или 

и 6 7/(2?)) такая, что |и — ц| < е на Е.

Третьим следствием теоремы 2 является характеристика множеств, допус

кающих касательную гармоническую аппроксимацию.

Теорема 4. Пусть Е - замкнутое множество из П. Тогда следующие утвержде

ния равносильны :

(а) Е допускает касательную гармоническую аппроксимацию;

(А) Е допускает касательную гармоническую аппроксимацию и удовлетво

ряет условию С;

(у) Е - келдышево замкнутое множество, удовлетворящее условию С.

В теореме 3 содержится эквивалентность (3 <=> 7. Недавно эквивалентность 

а <=> 7 была доказана С. Дж. Гардинером [15] для замкнутых множеств из 

ПГ”. Импликация 7 => а показана в [17]. В силу леммы 2 и рассуждения о 

.единственности (см. [17, 18]), импликация 7 => а представляет собой следствие 

теорем 2 и 3. Ниже мы докажем а => 7.
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В [17] нами найдена также касательная супергармоническая (или гармони

ческая) сильная аппроксимация : для любой функции и 6 5п(Е) (или и б 7<0(^)) 

и любой непрерывной функции е со значениями в (0,1] существует функция 

v б 5С(А') (или v б ЩЕ)) такая, что u<v<u + e на Е. Показано также, 

что условие 7 эквивалентно двум следующим :

(а) Е допускает касательную супергармоническую сильную аппроксимацию ;

(б) Е допускает касательную гармоническую сильную аппроксимацию.

Таким образом, остается открытым вопрос - вытекает ли из возможности 

касательной су пер гармони ческой аппроксимации условие С о длинных остро

вах ?

Для é-супергармонических функций (разности двух су пер гармонических) 

рассуждение о единственности не верно. Поэтому, если ограничиваться замкну

тыми множествами, удовлетворяющими условию С, то во всех допустимых слу

чаях эквивалентны следующие утверждения :

(1) Е допускает равномерную аппроксимацию ;

(2) Е допускает касательную аппроксимацию ;

(3) Е допускает касательную сильную аппроксимацию.

Это утверждение уже было доказано для некоторых замкнутых множеств, на

званных “chapelets” [7].

§2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ И РЕЗУЛЬТАТЫ

Регулярная область Æ, лежащая в П, обладает функцией Грина Gr. Следуя 

Т. Багби и П. Бланше [3], обозначим 
’ * • • .

Gn = linn (7д, н—п

I де К меняется в классе регулярных областей из П. Если функция 6'п тожде

ственно не равняете 
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рить, что открытое множество U обладает функцией Грина, если любая компо

нента 1Г области U обладает функцией Грина Gw- Тогда будем считать, что 

fju(.p,q) = û'iv(p, q), если р и q принадлежат одной и той же компоненте 1-Г, в 

противном случае положим Gu(p,q) = 0. Если II - регулярная область из П, то 

для любою положительного € С“(Л) функция

Р^(х) := ! у}<р(у) dv(y) (Vx G Л),

где՜» - емкостная мера на Q [3], принадлежит С”’0 па Н и се лапласиан равен — 

(см. [3, теорема 4.8]). Тдким образом, P'ft супергармопичиа на lt и гармонична 
»

вне носителя ça. Pft называется поте.пциалпм Грина <р на 1t. Отметим, что РЦ 

сходится к 0 на ÔR. Чтоб убедиться в этом, предположим, что V - компактная 

окрестность supp(p) и j/n Е V. Рассмотрим класс {6’д(х,-) : х Е //.\1 '} функций, 

гармонических на V. В силу неравенства Гариака, существует постоянная г > 0 

такая, что

6’я(х, </) < г Gk(t., j/а) (Vj/ Е snpp(p) и Vz Е lt \ И).

Пусть Q обладает функцией Грина 6'п, и пусть величина р Е С,7°(П) положи

тельна. Рассмотрим исчерпывание (Itj)j области Q регулярными областями. 

<р Е для достаточно больших j. По теореме о монотонной сходимости, по

следовательность (Ед )j сходится к пределу Pfi, названному потенциалом Грина 

р на Q. Отметим, что такие потенциалы на П обладают такими же свойства

ми, что и потенциалы регулярных областей. Далее напомним, что наибольшая 

гармоническая миноранта потенциала Грина - тождественный нуль.

Теорема 5 (Принцип максимума). Если Q обладает функцией Грина, то для 

любой положительной функции <р Е Сц(Я) и любой функции я Е 5+(П)

< ■* на •ч,։РР(у>) => — s вс>°лу на П.
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Доказательство. Пусть К = зирр(р), х € 9\ К, и пусть регулярная область 

К представляет из себя окрестность К и {х}. Так как Р^ < Р£, то Р£ < я на К.
X

Ясно, что функпия я— Рц супергармонична на Н\К и положительна па 3(Л\/С).

По принципу минимума,этафункпия положительна всюду на Н\К. В частности

Рп(х)<я(х) ПРИ хеН\К. (1)

Переходя к пределу (Н сужается до 9), получаем, что неравенство (I) справед

ливо па $2 вместо 11.

Замечание 2. Если 9 обладает функцией Грина, то при любом я 6 5+(9) 

существует потенциал а из С’°°, строго супергармоничный на 9 и такой, что 

гт < я всюду на 9.

Доказательство. Пусть я 6 5+(9). Рассмотрим разложение единицы (^п)>։>| 

на 9. При любом п > I существует положительная постоянная «п такая, что

«п/п' < '>пГ(1,я)/2п на вирр(^п).

По принципу максимума (теорема 5), (2) справедливо па всем 9. Рассмотрим 

поч-епниал

17 У? лп/’п“- ■ ,
п>|

Веря достаточно малое п„. можем посчитать па любом листе производную 

почленно. Тем самым, лапласиан поч'енциала а удовлетворяет условию

-Д<7 = ^а„<рп. (3)

Так как (9г„),։>1 - разложение единицы и.з класса С°°, правая сторона (3) есть 

локально-конечная сумма функций из С°°. .Следовательно, функция а принадле

жит С°°, строго супергармонична, и я преобладает над пей на 9.

Доказательство следующей леммы основано па технике, использованной С.

Дж. Гардинером [14].
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Лемма 1. Пусть Е - замкнутое множество, лежащее в Я, я 6 5+(Е), и / ֊ ве

щественнозначны на Е функция. Тогда следующие утверждения равносильны :

(а) при любом е > 0 существуют и+,и. 6 5(Е) такие, что
. * ֊ ’Ч

Г / - £ я < в+ </ + е я на Е 
\ —/ — с я < в_ < —/ + е я на Е;

(б) при любом е > О существует Л 6 ЩЕ) такое, что

/ - ея<К</ + €я на Е.

Доказательство. Пусть выполнено (а). Тогда для любого е > 0 существуют 

«+,«- 6 £(/?) такие, что

Г / - а < «+ < / + 1 а на Е
1 я < V- < —/ + | я на Е.

В частности
е

О <«+ + «-+֊« на Е. . (4)

Так как «+ +н_ + | а есть непрерывная снизу функция на Е, то существует 

окрестность IV множества Е, на которой справедливо (4). Тем самым, функция 

—(ц_ + ^я) субгармонична и миноризирует функцию ։1+ + --я, супергармоническую 

па IV. Далее, существует Л 6 7/( 1У) такое, что

—(«- + у«) < Л < «+ + 7« на IV. 4 4

При х 6 Е имеем

р
Л(Ж) - /(«) = (ЛМ - «+(«)) + ("+(я) - /(*)) < 2 Ф) < £■ *(*): 

/

Л(®) - Я®) = (Л(«) + «-(։)) - («-(«) + Я®)) > «(®) > -с я(®)-

Следовательно, Л € И(Е) и / -£ а < Л < / + е а наЕ. Обратное утверждение 

следует непосредственно, если подставить «+ = Л и н_ = —Л. .
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В завершение этого параграфа приведем еше два результата. Нижеследую

щая лемма 2, устанавливающая в некотором смысле единственность (см. [18]), 

была доказана в И”1 С. Дж. Гардинером [15]. Тем же способом ее утверждение 

может быть доказано для римановых поверхностей. В более общей формулировке 

нами она доказана в [17].

Ломма 2. Пусть Е - замкнутое множество, лежащее в Я. Если для любой 

функции е, непрерывной в Е и со значениями в (0,1], существует в 6 $+(Е) 

такое, что 0 < я < е на Е, то Е удовлетворяет условию С.

Второй результат - нижеприведенная теорема, доказанная Дж. Блайдтнером 

и В. Хансеном [8] в общей формулировке (см. [12]).

Теорема 6. Пусть Е ֊ компактное множество, лежащее в Я, и пусть и - 

функция, определенная на Е. Тогда следующие утверждения равносильны :

(а) и 6 5е(Е) (соотв., и Е Н(Е')).

(б) и £ С(Е) и и|я, супергармопично (соотв., гармонично) на внутренности 

Е' в тонкой топологии.

§3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА

Доказательство супергармонического случая теоремы 2.

а => б является прямым следствием теоремы 1 локализации и замечания 2, 

так как любое правильное, замкнутое множество, лежащее в Я, имеет окрест

ность И, обладающую функцией Грина.

б => в легко следует, если в качестве весовой функции в взять постоянную 

(например, в = 1).

в => а тривиально.

а => г. Если справедливо утверждение (а), то ясно, что и 6 С(Е). Пусть х 6 

6 Е'. Тогда существует компактная окрестность 1УГ точки х такая, что «|впи,ж € 
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6 Зе(ЕП И-х). Поскольку EՈWг- компакт, то по теореме 6 функция и|(вп|у>), 

супергармонична на (Е П И4)' в тонкой топологии. Тем самым, и супергармо

нична в тонкой окрестности х. Так- как х - произвольная точка из Е', отсюда 

следует утверждение (г).

я => а. Пусть справедливо утверждение (г), пусть х € Е и V* - компак тная 

окрестность х. Тогда ЕПУХ - компакт, и функция “|(впу.ж), супергармонична на 

(Е’Л 14)' в топкой топологии. По теореме 6, и|вгп,ж 6 5е(ЕП 14), и утверждение 

(а) справедливо ввиду того, что х - произвольная точка из Е.

Доказательство гармонического случая теоремы 2. Импликации п п =>

а тривиальны, а эквивалентность а <=> г та же, что в супергармоническом случае.

а => б. Пусть справедливо утверждение (а). Тогда для любой точки х £ Е 

существует окрестность Ух такая, что ±иц/гпУ։) 6 $с(Е А 14). Предположим, 

что з £ 3+(Е) и е > 0. Тогда из супергармонического случая (б) следует, что 

существует 1»+, и_ 6 Зе(Е) такое, что

Г и — е 1пГ(я, 1) < «+ < и + е 1пГ(а, 1) на Е,
1 — и — е 1пС(я, 1) < V- < — и + е шЦя, I) на Е.

В силу леммы 1 существует Л 6 'Н.(Е) такое, что и — етЦя, 1) < Л < м-|-е!пГ(8, 1) 

на Е. Следовательно, |и — /*| < е я на Е. Гармонический случай утверждения (б) 

доказан.

Доказательство теоремы 3. Отметим, что эквивалентности а л <=> я <=> д 

установлены в [3] и [5].

д => б. Пусть верно (д). Если и е Зо(Е), то и 6 С(Е) и, в силу теоремы 2, 

достаточно показать, что «|в, супергармонична на Е' в тонкой топологии. Для 

этого предположим, что х 6 Е'. Тогда Е - окрестность х и П \ Е разрежена в х.
7

По (д) то же самое верно для П\Я°. Следовательно, £и\{х} - тонкая проколотая 

окрестность х. Так как функция и непрерывна, то она локально ограничена. Да

лее, поскольку изолированная точка {л} - полярное множество в П, то по теореме 
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об устранимой особенности супергармонических функций и обладает супергар- 

мопическим продолжением в х. Так как функция и определена и непрерывна в х, 

то она является продолжением самой себя. Поэтому и супергармонична в х. Да

лее, так как х произвольно в Е', то и^, - супергармонична на Е'. Из теоремы 2 

следует, что и 6 5С(Е). Утверждение (б) справедливо, поскольку и произвольно 

в &,(£).

6 => г. Пусть верно (б). Предположим, что е > 0 и /6 7£0(^). Так как 

±/ 6 3С(Е), то существуют «+,«- 6 8е(Е) такие, что

Г / — £<«+</ + £ на Е,
1—е < «_ < —/ + е на Е.

13 силу леммы 1 существует Л € 'Н.(Е'), для которого

/ —£<Л<и + е на Е.

Следовательно, \/— Л| < е на Е. Отсюда заключаем, что / Е ЩЕ). Поскольку / 

произвольно в Н^Е), утверждение (г) доказано.

Доказательство теоремы 4.

7 <=> 0 => а в силу теорем 2, 3 и леммы 2.

а => 7. Любое замкнутое множество, допускающее касательную гармони

ческую аппроксимацию, необходимо допускает равномерную гармоническую ап

проксимацию и, по теореме 3, оно келдьппево. 'Гем самым, остается доказать 

необходимость условия С. Будем исходить из обратного. Предположим, что Е - 

правильное, замкпутое множество, лежащее в П, но не удовлетворяющее условию 

С.

Этап 1 : существуют компактное множество Ь, исчерпание компактных мно

жеств (7<п)п>1 и последовательность связных компонент (Гп)„>| из Е" такие, 

что
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2) к„ с кХ+1 (Уп О»

3) ю = ип>1 ^Г1՛

4) /, Л Г„ / 0 и Г„ \ Кп ± 0 (V» > 1).

Таким образом, если игнорировать некоторую подпоследовательность, то суще

ствуют последовательность (хп)п>1 из Е Л Ь, сходящаяся к ж», и последователь

ность (к.)п>। открытых множеств таких, что жп £ /, П Гп и Г'п С Г„ \ К„ при 

любом п > 1. Пусть Л 6 ЩЕ). Тогда существует шар В, т. с. параметриче

ская окрестность жо, такой, что Л 6 ТЦВ). Следуя Т. Багби и П. М. Готы: [5]. 

заключаем, что для любого п > 1 существует 6„ > 0 такое, что

аир |Л| < 6п => |/?"Л(ж„)| < 1/п (\/|а| < п). 
։«

Следовательно, ЛаЛ(жц) = 0 для любого мультииндекса а. Отсюда вытекает, 

что Л - тождественный ноль па В. Что касается последовательности (йп)п>1 на 

Е. существует непрерывная функция е со значениями в (0, 1] такая, что € < Л„ 

па (Ун > 1).

Этап 2. Пусть По окрестность Е, обладающая функцией Грина б'ц. Рассмо

трим последовательность (ап)„>1 из Яп \ Е такую, что любая точка из дЕ 

предельная точка последовательности (ап )п>ь Существует последовательность 

(^п)«>| такая, что ряд £2П>1 Яп) равномерно сходится на любом ком-

пактном множестве, лежащем в Е. Тогда этот ряд задает функцию / 6 

и не допускает гармонического продолжения в окрестность любой точки из дЕ. 

Поскольку Е допускает касательную гармоническую аппроксимацию, то суще

ствует Л| £ 'Н(Е') такое, что |/ — Л|| < е/2 на Е. Так как /ц / / на В П Е. то 

существует у £ ВГ}Е такое, что /(</) / Л] (у). Аналогично, существует Н2 £ ?/(/?) 

такое, что

|/-Ла|<֊{тГ(£,|/(у)֊А|(»)|)} на Е.

Следовательно, |Л| — /։2| < г на £’, т. е. Л։ = Л2 па В. Поэтому |/(у) — Л։ (у)| <
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< (j/)|, и получаем противоречие. Таким образом, условие С необходимо

удовлетворено.

ABSTRACT. According to the localization principle, local approximation 
implies global approximation. We state a theorem in this direction as well 
as several corollaries.
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