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В статье установлены параметрические представления классов 56О(ГО) 
(О < а < оо) субгармонических в единичном круге ГО функций и(ж), 
удовлетворяющих условию Ц՜ (1 - |*|)о-1и+(з) Лпа(ж) < оо,.а также для 

ю

классов 5ЬО(С+) (0 < а < оо) функций а(з), субгармонических в верхней 
полуплоскости С+ и удовлетворяющих условиям

Ц (1т «)“_||в(я)| <йп2(ж) < оо, УУ (1т ж)"+1 </р(ж) < оо, 

с+ <7+

где и+ = тах{и,0}, т2(я) - мера Лебега на плоскости, ц -- мера Рис- 
са, ассоциированная с и(ж). Гармонические члены полученных пред
ставлений записаны с применением мер О. В. Бесова на единичной 
окружности и на вещественной оси.

В статье установлены представления типа Рисса для некоторых классов субгар

монических в единичном круге и верхней полуплоскости функций. Указанные 

классы субгармонических в круге функций являются обобщениями классов ме

роморфных функций /V* М. М. Джрбашяна [1, 2], а доказанная теорема - рас

пространением на субгармонические функции одного результата Ф. А. Шамояна 

[3], где найденные им ранее [4, 5] параметрические представления классов Ы* 

существенно модифицированы с применением мер О. В. Бесова на единичной 

окружности. Теорема, установленная в полуплоскости, является распростране

нием на субгармонические функции одного частного случая факторизационного 

результата А. М. Джрбашяна [6]. При этом, здесь осуществлена аналогичная 

модификация с применением мер О. В. Бесова на бесконечном отрезке.



4 К. Л. Аветисян

§1. ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Определение 1. Класс 5ЬО(ГО) (0 < а < оо) - множество субгармонических в 

единичном круге ГО = {г : |я| < 1} функций и(я), удовлетворяющих условию

- |я|)"-|и+(я) ։йп2(я) < оо, (1.1)
ш

где и+ = тах{и, 0}, т2(г) ֊ мера Лебега на ГО.

Замечание. Классы SbQ(ID) (0 < а < оо) являются обобщениями классов 

М. М. Джрбашяна [1, 2], ибо после замены а на а + 1 и подстановки 

u(z) = log|/(z)|, где f(z) голоморфная в ГО функция, класс S6O(ID) совпадает 

с голоморфным подклассом /V*.

Теорема 1. а) Класс Sb„(ID) (0 < a < оо) совпадает с множеством функций, 

представимых в виде

u(z) = JJ loK Ид(«> 01 МО+ 
го
1 Г’ Г 2+ ^Г(1 + о) Д я. ֊ 1] Ы»,

։ * •

где 0 > а произвольное число и

zero,

Лд(г,С) = ехр dr
т (С # 0), Ap(z, 0) = z,

(1.2)

(1-3)

есть элементарный фактор типа Бляшке М. М. Джрбашяна [1, 2], р(() неотри

цательная борелевская мера в ГО такая, что

У^(1-К1)о+1 МС)<оо, (1.4)

ПЭ 
если и(г) —оо, а - вещественная функция ограниченной вариации на

[—тг, я՜], удовлетворяющая условию Бесова

I де J \ф(9 + 1) + ф(0-1)-2ф(9)\ ֊ <00. (1.5)

Ь) Если ц(г) представима в виде (1.2) - (1.5), то риссовская ассоциированная 

мера и(г) совпадает с р.

Замечание. Формула (1.2) во многом аналогична представлению типа Рисса, 

установленному М. М. Джрбашяном [7]. Однако в (1.2) применены иные потен

циалы типа Грина, а также существенно сужен класс мер ф(9).
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Определение 2. Класс ЗЬО(С+) (0 < а < оо) - множество субгармонических 

в верхней полуплоскости С+ = {г : 1т г > 0} функций и(х), удовлетворяющих 

условиям
Ц(1т х)“_*|и(г)| йт2(х) < оо, (1.6)

<7+
Ц (1т г)о+1 4д(х) < оо, (1.7)

о+
где д риссовская ассоциированная мера и(я).

Замечание. Классы S6Q(G+) (0 < а < оо) являются обобщениями классов

А. М. Лжрбашяна [6] с fl = 0, ибо после преобразования w = — г и подстановки 

u(w) = log |/(w)|, где /(w) - голоморфная в нижней полуплоскости функция, 

класс Sba(G+) совпадает с голоморфным подклассом

Теорема 2. а) Класс. Sba(G+) (0 < a < оо) совпадает с множеством функций, 

представимых в пиле
I

Ф)= // log|a/J(2,C)| dp(C)+ 1г(1+а) [ Re 1 <ty(i), (1.8)
jj ,r J-oo H*1 *ZJ

где z g G+, fl > a - произвольное число, а

ад(2,С) = exp
dr

(r + ^-x))^ (1.9)

есть элементарный фактор типа Бляшке, введенный А. М. Джрбашяном и 

/’. В. Микаеляном [8], д(С) - неотрицательная борелевская мера в С+, подчи

ненная условию (1.7), а ф(1) - вещественная функция ограниченной вариации на 

[-оо,4-оо], удовлетворяющая условию Ьесова

[ faf \il>(x +1) + il>(x - t) - 2ф(х)\ — < оо. 
— oo J—оо * (1-10)

Ь) Если и(г) представимо в виде (1.8) - (1.10), то риссовская ассоциированная 

мера и(г) совпадает с д.

Замечание. Формула (1.8) во многом аналогична одному представлению, уста

новленному Л. М. Джрбашяном [9]. Однако в (1.8) применены иные потенциалы 

типа Грина, а также существенно сужен класс мер ф(1).
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§2. ПРЕДСТАВЛЕНИЯ В КРУГЕ

Начнем с установления ряда лемм, относящихся к структуре классов 5ЬО(Ю).

Лемма 2.1. Пусть «(ж) 6 .5’6а(т) (0<а<оо),и пусть и(х) -оо. Тогда

|й(*)| сйпф) < оо, (2.1)
ю

а риссовская ассоциированная мера р функции и(ж) удовлетворяет условию (1.4).

Если к тому же, и(0) > -оо, то справедлива формула

27’(“ +

= и(0)+ / ֊֊] Лп(1), (2.2)

где п(1) - риссовская масса функции и(ж) в круге |ж| < I, т.е. п(1) = Д <1р(£).

Доказательство. Предположим, что и(0) > —оо. Тогда, проинтегрировав 

неравенство между и(0) и средним значением и(ж) по окружности |ж| = г по 

мере (1 — г)“՜1 г 4т, получим

< а(а+ 1)Ц(0) - //^ ~ ЛггЖ)> 

ГО

откуда, ввиду (1.1), следует, что

ЦС1 “ Н)“՜1«՜^) Лтп2(х) < оо, 

ю

где и՜ = и+ - и. Тем самым, имеет место (2.1). Если же и(0) = -оо, то составим 

субгармоническую в ГО функцию

|<|< 1/2

Лр(С1 = ф) - /(ж).

Очевидно, что н(0) > -оо. С другой стороны, н(з) е 56О(ГО), так как н+(ж) <
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< и+(г)+ |/(х)|, и функция /(я) удовлетворяет условию (2.1). Действительно

го

= // ^^1 1о8 с
КК1/2

(1у> =

= 2т/ / (* - г)“_'г|о8(тах{1С||г})՜1 <
1С1О/2

Ь8±«0<0=.
к«։/։

Поэтому н(г) удовлетворяет (2.1), и, поскольку |и(л)| < |«(г)| 4-|/(г)|, то (2.1) 

имеет место в любом случае. Чтобы доказать (1.4) и (2.2), снова предположим, 

что в(0) > —оо. Тогда интегрированием по частям формулы Йенсена

2т / и^ге'^ Л</> = и<°)+ /0 ~Т՜ Л> 0 < г < 1,

н(0) = д(0) = 0, 4 Ипг1о 71(2_) 1о£ 1// = 0

для субгармонических функций (см., например, [10], п. 3.9) получим (2.2). Отсю

да, очевидно, что

У/(1 ֊ К1)“+։ <НС) = /'(!- *)о+1 «ИО < 

го
< |и(0)| + ±а(а + 1)^(1 - |л|)“-'и+(к) <йпа(ж), 

го

и, тем самым, имеет место (1.4). Если же и(0) = —оо, то заметим, что условие 

(1.4) справедливо по меньшей мере для ассоциированной меры н(х) (н(0) > —оо). 

Эта мера, очевидно, является сужением меры д на кольцо 1/2 < |£| < 1. 

Поскольку д конечно на любом компакте из ГО, то отсюда следует, что (1.4) 

имеет место в любом случае.

Лемма 2.2. Пусть д(<) неотрицательная борслсвская мера и ГО, подчиненная 

условию (1.4) при заданном а Е (—1,оо). Тогда потенциал типа Грина

Уо{г} = II 1ок1л“(г՛ оино 
го 
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есть субгармоническая в TD функция, риссовская ассоциированная мера которой 

совпадает с р.

Доказательство. Пусть |я| < г0 < р < 1, где г0 и р - любые числа. Представим

Vo(z)= l/Jl)(,) + где

vj1)(^)=// log 01^(0. К$2)(*) = / / iog|Aa(^)l<M0- 

I(i<p 'SICK'

Используя представление (1.3), легко проверить, что при р < |<| < 1 имеем

| ։og|Ac(^,C)|| < с(а,р,г0)(1 ֊ Kir+1,

где с(а, р, го) > 0 - постоянная, зависящая только от а, р и гп. Ввиду (1.4) отсюда 

следует, что И»2)(я) гармоническая в |я| < г0 функция. Для исследования ИР\*) 

воспользуемся представлением (см. [2])

Ш) = (1- ^)ехр[-(/в(к,С)],

t
(1֊0° Г(* + 1 + а) 

Г(1+а)Г(*+1) (*/<)* di.

Мы имеем (см. [11], доказательство Теоремы 9.2.2)

(/«(«,<) = Ла + 1о8^р+о(1), при ( —» О, 

где ка - постоянная, зависящая лишь от а. Поэтому

ИГ)(')=// + 1 I 1о8֊|^«)֊у՜ У

1С|<₽ о<ККр о<|с|<я,

где второй интеграл справа есть постоянная, а последний интеграл абсолютно 

и равномерно сходится в |я| < го и представляет там гармоническую функцию. 

Следовательно, К<»1 \я), а значит, и Ио(я) - субгармонические в |я| < го функции 

при любом го < 1, обладающие риссовской мерой д.

Лемма 2.3. а) Пусть д(£) - неотрицательная борелевская мера в Ю, удовле

творяющая условию (1.4) при заданном а £ (0,оо). Тогда Ид(ж) £ 56О(Ю) при 

любом 0 > п.



О представлениях некоторых классов функций . . . 9

Ь) При любом а > 0 существует неотрицательная борелевская мера в ГО, 

удовлетворяющая условию (1.4), такая, что Ув(я) 5ЬО(ГО).

с) Пусть р(() неотрицательная борелевская мера в ГО и а (0 < а < оо) - любое 

число. Тогда, для тою чтобы ¥а(*) € 56О(ГО), достаточно выполнения условия

У/(1-К1)“+11о8т4^^(С)<~-
ю

Доказательство этой леммы вполне аналогично доказательству такого же 

результата Ф. А. Шамояна [4, 5], установленного для произведений типа Бляшке 

М. М. Джрбашяна (т. е. для случая дискретной меры), и поэтому мы его не 

приводим.

Доказательство Теоремы 1. а) Пусть и(я) 6 56О(ГО) (0 < а < оо), и(я)

-оо. Тогда, в силу Леммы 2.1, ассоциированная с и(я) мера р удовлетворяет 

условию (1.4). Следовательно, в силу Лемм 2.2 и 2.3 При любом фиксированном 

А > а потенциал Ид (г) субгармоническая в ГО функция с ассоциированной 

мерой р, и Ид(л) € ЗЬа(Ю). Тем самым, в силу Леммы 2.1, Л(я) = и(г) — Ид(г) 

гармоническая в ГО функция, удовлетворяющая условию

^(1-Н)‘’֊1|/»(^)Нт3(г)<оо. (2.3)

ю
Как легко следует из Теоремы 9.10 [И] и Теоремы 3 [3], класс таких функций 

совпадает с множеством функций, представимых в виде последнего интеграла 

формулы (1.2). В силу того же, если и(я) представима в виде (1.2) (1.5), то Л(я) 

удовлетворяет условию (2.3). Отсюда и из Леммы 2.3 следует, что и(я) 6 56О(Ю). 

Второе утверждение теоремы непосредственно следует из Леммы 2.2.

§3. ПРЕДСТАВЛЕНИЯ В ПОЛУПЛОСКОСТИ

Основной целью данного пункта является доказательство Теоремы 2, которо

му мы предпошлем три леммы, относящиеся к структуре классов 5ЬО(С+). Для 

установления аналога формулы Йенсена в полуплоскости введем функцию рас

пределения

»■»(*) = УУ <^д(г), О’/՜ = {я : 1т я > I}, 0 < 1 < оо,

' I ' ՝ •, л I
для неотрицательной борелевской меры р в С+.



К. Л. Аветисян10

Лемма 3.1. Пусть ф) субгармоническая в в+ функция такая, что при любом

ОО.

Тогда при любом р > 0 имеет место формула 
оо гоо

1 [ ф + »р)</® = -2 / (1-р)^п(1)+ Нт ЯфЯ), (3.1)
* У-по Зр Я-+оо

где ф) - функция распределения, определенная посредством ассоциированной с 

и(г) меры р, а последний предел конечен.

Доказательство. Как следует из результатов работ [12] и [13], при любом р > О 

ф+ »/>) = УУ 1°в ^2՜= МС + *Р) + / ж'Сх- I)3 + у3 2 = Х + *У£С+՛ 

Я+ 
где

УУ (1т С) + ։р) < оо. 

в+
Как нетрудно убедиться, подставив здесь ж = »Я, умножив все члены па Я и 

устремив Я —» +оо, приходим к формуле

дД+оо = “2 У/ (1т <* “ р} ~ / ф + *р) <Й,

где предел слева конечен. Заметим, что последнюю формулу можно переписать 

и виде (3.1), поскольку в обобщенном смысле Лп(1) = - <1р(х + И).

Лемма 3.2. Пусть р(<) - неотрицательная борелевская мера в С+, подчиненная 

условию (1.7) при заданном а 6 [0, оо). Тогда при любом /3 > а потенциал типа 

Грина
Иф) = УУ |ов|аф,0| <*ф) (3.2)

о+
есть субгармоническая в (1+ функция, риссовская ассоциированная мера которой 

совпадает ср.

Доказательство. Пусть /? > 0 и х 6 где р > 0. Представим

И^(г) = У У |оя1‘М(*1С)Им(С) + УУ Ьй|аф,С)| Лф). 

0<1т (<р/3 с +
(3.3)
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Используя представление (1.9), имеем

| log |<м(ж. 0|| < c(/?,p)(lm СУ’+*. О < Im С < р/2.

где с(0, р} > 0 - постоянная, зависящая лишь от 0 и р. Ввиду условия (1.7) 

отсюда следует, что первый интеграл в правой части (3.3) абсолютно и равно

мерно сходится в Gp , представляет там гармоническую функции^. Рассмотрим 

последний интеграл в (3.3). Очевидно, log|a/j(z,<)| = log |ап(я,С)| 4՜ Re ^д(ж,<),

где

Функция
УУ log|a0(»,C)| dp(C) = УУ

субгармонична в G^2 как обычный потенциал Грина, поскольку

dp(C) < оо.

Далее, представляя ^д(я,<) = Фд(я,<) + Фд(я,С), где

рассмотрим функцию Фд(я,<) на луче ։ = < 4- ։Л, 0 < Л < оо. Поскольку

где постоянная ср > 0 зависит лишь от 0, То, в силу единственности голоморфной 

функции, при любом фиксированном < е О*/2, Фд(я,<) = ср (г 6 О’+). С другой 

стороны, при любом фиксированном < 6 функция Фд(я,<) голоморфна 

и ограничена в Ср. Действительно, после замены переменной т = уа + 2т/ 

(я = я + ։у, С = ( 4- *»;) получаем оценку

|y.(z С)| < ։ _ ( <г + ‘2т)/у V __________da__________
Jo \ 1 4- а 4- т)/у 4- ։(£ - х)/у) |1 4֊ а 4- Г)/у 4- ։(£ - ։)/у|
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Далее, обозначив 
________ 0՜ + 2»?/у______

1 +<г+г)/у + Ц£ -х)/у'

нетрудно проверить, что |ш| < I, и, следовательно

■ -о—Г <м„ 
и>

где Мд > 0 постоянная, зависящая лишь от р. Поэтому

г“ и _ (1 _ 10^1 |ш|/ |ш| |1 + * + ч/у + »(£ ֊ ®)/у| “

'Таким образом, при любом С 6 • С^2, “ ограниченная голоморфная

функция в Ср , удовлетворяющая неравенству

I Яс Лд(^,С)| < с(«,^,р)(1т ■

где постоянная с(а,/3,р) > 0 зависит от а,Р и р. Тем самым, функция

И^(я)=УУ ИеГ^я.О^«) 

°*/։

гармонична в Ср. Отсюда следует, что И^з(л) - субгармоническая в Ср функция 

при любом р £ (0, оо), обладающая риссовской ассоциированной мерой р, и лемма 

доказана.

Лемма 3.3. Пусть р(() - неотрицательная борелевская мера в С+, удовлетво

ряющая условию (1.7) при некотором 0 < а < оо. Тогда №р(я) е ЯЬа(С+) при 

любом Р > а.

Доказательство этой леммы вполне аналогично доказательству такого же 

результата Л. М. Джрбашяна [6], установленного для произведений типа Бляшке 

из [8] (т.с. для случая дискретной меры), и поэтому мы его не приводим.

Доказательство Теоремы 2. а) Пусть и(г) е 56в((?+) (0 < а < оо).«(«) $

-оо. Ассоциированная с и(л) мера р удовлетворяет условию (1.7). Поэтому, 

в силу Лемм 3.2 и 3.3, потенциал И^(з) - субгармоническая в С+ функция с 
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ассоциированной мерой ц. Отсюда следует также, что Wfl(z) 6 S6O(G+) при 

любом 0 > а. Следовательно, гармоническая функция Л(к) = u(z) - ^(к) 

принадлежит классу S6O(G+). С другой стороны, в силу 'Георемы 4.2 [14] и 

результатов работы [15], подкласс гармонических функций из Sba(G+) совпадает 

с множеством функций, представимых в виде последнего интеграла формулы 

(1.8). Лем самым, такое же представление имеет место для h(x). Обратно, 

если и(։) представима в виде (1.8) - (1.10), то гармоническая функция h(x) 
• I
принадлежит классу Sba(G+). В силу Леммы 3.3, и(х) 6 Sba(G+). Второе 

утверждение теоремы непосредственно следует из Леммы 3.2.

В заключение, докажем формулу, аналогичную формуле типа Левица из [6] для 

функций класса Sbn(G+) (0 < а < оо). Полагая, что u(z) Е Sba(G+) для 

заданного а Е (0, оо), вначале покажем,'что для любого уо > 0 выполнено условие

ZOO 
|u(z+ ։j/)| dx < оо. (3.4)

■оо

Действительно, по Теореме 2 и(к) представима в виде (1.8) - (1.10). Используя 

рассуждения доказательства Леммы 3.2 из [8], можно показать, что потенциал 

И'д(ж) удовлетворяет условию (3.4) для любого у0 > 0. Кроме того, гармониче

ская функция

Д(к) = -Г(1 + ц)Re <М0. *EG+

также удовлетворяет условию (3.4), так как

Г |Л(» + il()| dz < 1г(1 + а) Г №(<)! Г /■. , < £ /" W0|,

J-0O 71 J—оо J—оо Г ~ х ~ *1/1 У J—оо

где с„ > 0 - пос-гоянная, зависящая только от а. Следовательно, функция и(к) 

удовлетворяет условиям Леммы 3.1 и

— и(х + iy) dx = - / (t - у) dn(i) + К, 0 < у < оо, (3.5) 
»/ — ОО Jy

где n(t) = JJ dft(Ç) - функция распределения, определенная посредством меры . 

М> ассоциированной с u(z), а К - постоянная, нс зависящая от у. Теперь умножим
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нее члены формулы (3.5) на у“՜1 и проинтегрируем вдоль (0,+оо). Тогда

получим, что К = 0, так как очевидно

р- [■ /"(։■ ”="ïstï) L ‘°*՝ 

= 1 - [[ 1°+' d^x + it) < ОО.
а(а + 1) JJ

dn(t) =

Таким образом, имеет место следующая формула тина Левина :

(3.6)

Классам S6„(G’+) (0 < а < оо) можно дать эквивалентные определения. А 

именно, используя формулы (3.1) И (3.6), легко проверить, что субгармоническая 

в G+ функция u(z) принадлежит классу Sba(G+) (0 < а < оо) тогда и только 

тогда, когда она удовлетворяет условиям :

1) (Im z)“_|u+(z) dm2(z) < оо,
(7+ 

ZOO 
|u(z + ։y)| dx < oo для Любого yn > О, 

■оо

3) lim Ru(iR) = О
Я—»4-оо

ИЛИ

1') УУ (1m г)а 1 |u(z)| dm2(z) < оо, 

я+ 
ZOO

|u(z + iy)| dx < оо для любого у0 > 0. 
•оо

ABSTRACT. The paper establishes parametric representations for classes 
S6O(1D) (0 < a < oo) of functions u(z) subharmonic in the unit disk ID, 
satisfying th։: condition JJ՜(1 -|z|)“_|u+(z) dm2(z) < oo, as well as for classes 

ID
Sba(G+) (0 < a < oo) of functions u(z) subharmonic in the upper half-plane 
G+, satisfying the conditions

yy (Im z)“՜’ |u(z)| dm2(z) < oo, (Tm z)“+l dp(z) < oo,

G+ G+

where u+ — max(u,0), m2(z) is the Lebesgue measure on the plane, /j 
is the Riesz measure associated with u(z). The harmonic terms of the 
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representations are written by means of Besov’s measures on the unit 
circle and on the real axis.
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