
КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

ОБ ОДНОМ ОБОБЩЕНИИ ТЕОРЕМЫ ГОФМАНА-ВЕРМЕР 1
ДЛЯ АЛГЕБР ОПЕРАТОРНЫХ ПОЛЕЙ

М. А. Акопян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика 
том 28, №6, 1993

Пусть 7' - метризуемый компакт, Л (7*-алгсбра с единицей и С(Т, А) С'- 

алгебра всех непрерывных отображений из Т в Л, наделенная естественными I
операциями и нормой. Равномерной алгеброй Т называется (см. [I]) замкнутая 

подалгебра Л4 алгебры С(Т, Л), содержащая константы и разделяющая точки 

Т (для любых <1,^2 6 /’, 1\ ф 1-2 и О], а2 Е Л существует т. Е М такое, что 

я^) = щ, л(/.г) = аг). Алгебра Л (слой) естественно вкладывается в С(7’։ Л), для 

а £ А полагая а(/) = а, I 6 Т. Равномерная алгебра А4 называется А-алгеброй, 

если Л С А4 (см. [1]).

Пусть Ис х = и Ис А* = {Не л; х Е А(} при каждом г € АЛ. Теорема 

Гофмана-Вермера (см. [2]) утверждает, что при Л — С (поле комплексных 

чисел) для равномерной алгебры А՜! С 67(7) из условия замкнутости Ке .М ь 

С(Т) следует, что М = С\Т). Эта теорема была распространена Тейлором (см. 

[1]) на равномерные алгебры операторных полей с переменным слоем, по при 

дополнительном предположении на алгебру А4, которое даже для прос։ейших 

алгебр может не выполняться. В настоящей работе доказываю 1ся следующие 

Две теоремы.

Теорема 1. Пусть АЛ равномерная А-алР.ебра с простым слоем յ Е

Если Ес АЛ замкнуто в С(Т\ Л), то АЛ = С(7, А).
„ .. иг.» пппстота алгебры Л не являетсяСледующее утверждение показываем, что прот

необходимым условием.
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Теорема 2. Пусть A4 - равномерная В(Н)-алгебра, где В(Н) - алгебра ecci 

ограниченных операторов на некотором сепарабельном гильбертовом про. 

странстве Н. Тогда, если Не A4 замкнуто в С(Т, В(Н)), то A4 = С(Т, В(Н)} 

Сначала докажем две леммы, 
ч •

Алгебра С(Т) всех непрерывных функций па метризуемом компакте Т естествен

ным образом вкладывается в алгебру С(Т,А) (С(Т) = С(7’,С1), где 1 едини

ца Л). Скажем, что х является вещественным сечением, если х вещественная 

из С(7’) ; х эрмитЬв элемент С(Т, А). Множество F С Т называе тся множе

ством антисимметрии (относительно равномерной алгебры A4), если каждое ве

щественное сечение из A4 является константой па F (см. [3]). Множество F С 7' 
■

назовем множеством слабой антисимметрии, если каждое эрмиговое сечение т. из 

A4 является А - постоянным сечением на Е, т.е. существует эрмитовый элемент 

a G А такой, что х |£ = а.

Пус ть АЛн - множество всех эрмитовых элементов из A4 и А4ц ~ множество всех 
I ♦ *

вещественных элементов из A4. Очевидно, что Mr С Мн- Зафиксируем G Т 

и рассмотрим два множества : Etn = { t G Т\ x(l) = r(i0), х Q Мн}, являющееся 

максимальным множеством антисимметрии и Fto = { t £ T; x(t) = z(Zü), x G 

E Л4д}, являющееся максимальным множеством антисимметрии, содержащим 

!q. Имеем Е«л С Fta. Обратно, каждое множест во (слабой) антисимметрии имеет 

указанный вид. Очевидно, компакт 7 разбивается на семейство {/*’<}, попарно 

ненересекаюшихся максимальных множеств антисимметрии и каждое Fl} в свою 

очередь, разбивается на {F(} семейство также попарно нспересекаюшихся 

максимальных множеств слабой антисимметрии. Вообще говоря эти разбиения 

могут пе совпадать, но в случае, когда А проста, справедлива следующая

Леммп 1. Пусть М равномерная А-алгебра с простым слоем, М С С’(7՝, А). 

Тогда каждое максимальное множество антисимметрии валяется также 
♦ . 

.наксимальным множеством слабой топологии.

Доказатнльстпо. Достаточно показать, что для любого £о Е Т, С Пусть 

Мп подалгебра М, порожденная Мн. Тогда А4(> - С*-алтсбра| не разделяющая 

гички Е, . •о
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Пусть { /‘Л } ֊ разбиение Т на максимальные множества слабой антисимметрии и

Т компакт, полученный из 7' с помощью отождествления каждого С точкой.
Тогда^алгсбрс Мп соответствует замкнутая инволютивная подалгебра М, в 

С(7’,л), содержащая А. Покажем, что М, равномерная алгебра Для этого 

достаточно доказать, что для любых Е,, и Е,։ найдется т. с М такой, чю 

I |к,,= 1. * |Е.։= 0- Действительно, пусть у |в,= а, у 0 (существование 

такого у следует из максимальности Е։, и Е1։, £,, Л Е,, / О). Ввиду простоты 
н

Д найдутся 6< и с.- € Л, I = 1,...,п такие, что- £ Ь։ а с։ = .|. Поэтому 
1=։ п

X - 22б»т/с։- удовлетворяет требуемому условию и принадлежит Л4՝. Таким 
1=1

образом, Л4| рапномерная инволютивная подалгебра (7(7՝, Л). Следовачгльно.

ПО одному из вариантов теоремы Стоуна Вейсрпгграсса для алгебр операторных 

полей, А4] = С(7’, Л) (см. (1), Теорема 11.3.1). В частности, М} Э С(Т) и 

все вещественные функции, постоянные на принадлежат М ।. Следовательно 

каждая вещественная функция из С’(Т’), постоянная па каждом максимальном 

множестве слабой антисимметрии относи тельно алгебры А4, принадлежит М.

Поскольку Ь'ь, максимальное множество слабой антисимметрии, содержащее 

то получим Р\о С Таким образом, /чп = &4о. Отсюда, ввиду произвольности 

1п, имеем {Р\} = {£(}•

Следствие. Пусть/М равномерная Л-алгебра па I с простым слоем на / . Если 

каждая точка I Е Т является максимальным множеством слабой антисимме։ рии.

то М = С(Т} А).

Доказательство. По Лемме I, максимальные множес I на слабой ан । - ։ имм։ тр ли 

и максимальные множества антисимметрии относительно алгебры /VI совпала 

ют. Поэтому, С(Т) С М И, следовательно, по теореме Стоуна Веиерпгграсса

имеем Л4 = С(Т, Я).
Пусть Л4 равномерная /1-алгебра, Л4 С С(1 ,А). Напомним (см. [,)]) , ч го

точка с Т называется 1) точкой слабого пика для М (<о С Ни.(А4)), если 

Любых (1 > 1 и окрестности V точки 1п существует г б М такое, что |И| < 

с((„1 > П 11*^11 = I И 11х(ПП < Л при /. ? С; 2) точкой норм пика для .М
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(to 6 ПП(Л4)), если существует х Е АЛ такое, что r(tn) > 0, ||x(t0)|| = 1 и 

||i(Z)|| < I для t to, 3) точкой пика для АЛ (to 6 П(Л<)), если существует 

т Е АЛ такое, что x(t(J) = 1, ||»(t)|| < 1 ври t to. Очевидно, что Пи/ D 11п Э П.

Лемма 2. Пусть АЛ - равномерная А-алгсбра с простым слоем, АЛ С О’(7’, /1). 
Ч

Тогда ПП(,М) = ПШ(А4).

Доказательство. Пусть Е ПШ(А4). Покажем, что Г,о Е ПП(А4). Пусть 

/ Е Ск(Т) С С(1\ А) и /(6П) = 1, /(0 < I для / / , а у? чистое состояние на 

алгебре А. Положим

Л4/ = {иЕЯеЛ4;н</1).

Тогда, но Лемме 6.2.1 в (5], имеем

sup ^(u(to)) =1. ՝

Поэтому для любого фиксированного положительного числа Ь < 1/2 найдется 

и Е АЛ у такое, что у>(еиР°^) > с1՜6. Пусть функция ip Е АЛ гакам, что Не t/; = и. 

Положим g — i/j - ia, где а Е А и а = lin V'(to)- Очевидно, g Е АЛ, Ile g — и и 

.9(tn) = u(to). Рассмотрим функцию h = exp g Е АЛ. Учитывая, что и < /1, 

в силу Леммы 6.1.1. из [5], имеем ||/i(t)|| < exp /(/) для всех t Е Т, откуда 

||/i(to)|| < С. Имея в виду, что /i(tu) = cxpu(t0) и ç?(euH°^) > е1՜*, получим 

« > ||/i(to)|| > е]~ь. Пусть h = Очевидно, ч то функция h удовлетворяет

следующим условиям :

а) ||А|| < = е‘,

Ь) 11^(011 < схр(/(0 - 1+4) для всех I g Т, 

с) ^>(/i(t0)) = 1.

1 аким образом, изменяя /(t) Е О’(7’) имеем,.что для всякой окрестности U точки 

Iq существует г Е АЛ т акое, что

Ь) IMOII < б для всех t Е 7' \ U, 

с) z(to) > U, 

d) <Р(^(«о)) = I.

Из Предложения 5 2 (։i) в [5] следует, что to - точка норм ника.
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Доказательство Теоремы 1. В силу Следствия из Леммы ։, достаточно по- 

казать, что максимальные множества антисимметрии алгебры М одноточеч

ны. Допустим противное. Нс теряя общности, предположим, что весь компакт 

Т является максимальным множеством антисимметрии относительно алгебры 

,М. Зафиксируем 1п 6 'Г и положим - {։ 6 М; ։(10) о). Очевидно

Д4(и - идеал в М. Определим непрерывное отображение Ф : М1( __ ♦ Не

Ф(л) = Не х для всех г. 6 М<л. Поскольку М = Л4,п + Л, то Не - замкну гос 

подпространство пространства Яе Л4. Пространство Н = Кег Ф-МКсг Ф являс։ 

ся самосопряженным подпространством в Л4, поэтому алгебра Мп, порожденная 

всеми эрмитовыми элементами из Л4, является замкнутой инволютивной подал-

гсброй в ЛЛ. Так как 7՛ максимальное множество слабой антисимметрии, то 

/Ло = 0. Следовательно, Ф взаимно однозначное отображение. Следовательно, 

по геореме об обратном отображении, существует непрерывное о тображение Ф 1 

из Яс Л4։п на Л4<0. Таким образом, существуют такие постоянные сь с2 > 0, ч ю 

для любого т. С имеет мести

Пусть I] Е ПГ|(Л4), <1/*о (существование 1у следует из Леммы 2). Поэтому 

найдется х Е Л4((, такое, что (см. доказательство Леммы 2) 

а) я(£|) эрмитов, ||х(11)|| = I ( можно считать, что я(<1) > 0),

Л) ||r(i1)|| < 1, если

Зафиксируем с > 0. Пусть У\ - такая окрестность 1\, чю для любого I С 1, 

||lm х(0|| < е/2. Поскольку Т \ U, - компакт, то найдется такое «, 0 < К < ।

что вир^тду, ||®(0Н < Л- Пусть П1 такое целое число, что ||։'1'(4)|| < «/2֊ если 

16 Т\У{. Положим ։։ = г՞1- Очевидно Х| удовлетворяет условиям (1.2). Пусть 

теперь 1/г (С/г С - такая окрестность точки 1,, что ||1т т>(011 < гТ

о £֊ ппи I 7’\ ^2- Положимвсех I с [/2. Выберем так, чтобы (иII < V Р ՝

х1^. Продолжая этот процесс, имеем последовательность окре. 
, т (- таких,/2 Э ... Э 1/п э ... и последовательность XI, 12,.« •. »»,••• и
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Ч1՝о все х1 удовлетворяют условиям (1.2) и

если I е т \ /д

||1т т,(/)|| < если 1С1Ц + \,

Положим ук = 4֊ 4- • • • + х*). Очевидно уь удовлетворяет условиям (1.2).

Теперь оценим 1т уь- Пусть I Е Р», но I & £А+1» тогда I Е Ру для I < ) < ։ (из 

построения [/,). Следовательно

||1т х,(1)|| < — если 1 <><։-!, 
X-

Нх>(^)11 < пГ если *

Таким образом

Ц1Г11 У*(О|| < Т б- + 4 + •••+ -4- + 1 + — + 
и .«V ~ к \2 22 2՛֊1 2'+'

1 .е. 1|1т у* II <
Имея в виду | Ф ’(Яс гу*:)|| = 1, применяя (1.1) и замечая, что Не = Iт 1д,

получим | Ф (Не гук)11 < . Если к —» оо, то —» оо. т.е. Ф 1 неограничен©, 

что привело к противоречию. Георема доказана.

Доказательство Теоремы 2. Пусть К(Н) алгебра всех компактных операторов 

на некотором гильоерговом пространстве Н. Покажем, что идеал / = С ('Г, К (И)) 

принадлежит алгебре А4. Пусть е1։ С2,... ортонормированный базис в // и 

Рп проектор на конечномерное подпространство НП} порожденный первыми 

п элементами базиса. Рассмотрим алгебру Л4П = РиМ РП) Л4п С б'(7’, Нп), 

где /Уп = РпН(Н)Рп и С(Т, Вп) = РпС(Т\ Р(П))Рп- Легко проверить, что Мп 

равномерная алгебра с единицей Рп и Нс Мп = Ри\1еМРп. 'Гак как А4П - 

алгебра с матричным слоем, то Д4П расщепима, т.е. А4П порождается алгеброй 

Пп и некоторой коммутативной равномерной алгеброй И (см. (6), Предложение 

1.8), которая не зависи т от выбора п (см. [7]). -В силу замкнутости Не М 9 9 4
подпространство Не Л4П также замкнуто, откуда следуез замкнутость Н.с И- В 

самом деле, пусть п = 1, т.е. рассмотрим подалюбру УМ| = О Р\. Тогда Нс М\ 

замкнуто и, вследствие изометричпости I) и I) /;։, вы текает замкнутость Не Р- 

По теореме Гофмана-Вермера (см. [2]), Г) - С(Т) и Не Г) = Сц(Т).
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пусть х 6 / = С{Т,К(Н)). Тогда ввиду того, что конечномерные операторы 

плотны в К(Н), для любого с > О найдется целое число п > 0 такое что 

||/пг^п ” ®П < е1 г-е- ип=1А4„ плотно в /. Следовательно, / G A4. Поскольку 

/ является идеалом в С(Т, то фактор алгебра С(ТуВ(Н))/1 в точности 

совпадаете С(Т, А), А - алгебра Калкина. Поэтому алгебра A4, = A4// является 

замкнутой подалгеброй С(Т, А), разделяющей точки Т, т.е. A4, - равномерная А- 
•I

подалгебра алгебры С(Т, А). Из замкнутости Не A4 следует замкнутость Нс / г 
г

с A4 (/ С'*-подалгебра в A4). Откуда иМГем, что Re A41 также замкнуто

Гак как алгебра А проста, то из Теоремы 1 следует, что A4 = С’(Т 4- 

Следовательно, A4 = С(Г, #(//)). Теорема доказана.
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