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В своих предыдущих работах автор вывела обобщения комбинаторной формулы Амбарцумяна. В настоящей работе приведены их дуальные версии. Эти формулы вычисляют меры многогранных множеств в Жп с помощью комбинаторных коэффициентов и мер некоторых специаль­ных многогранных множеств.

ВВЕДЕНИЕ

Формулы Амбарцумяна представляют меры множеств Вьюффона гицерцлоско- ■ •стой в 1ЯП посредством определенных комбинаторных коэффициентов и значений мер некоторых простых подмножеств гиперплоскостей. Впервые эти формулы были получены Р. В. Амбарцумяном для пространств 1Б.2 и ТБ4 (см. [1]) и изу­чены для общих Ш.2* в [2].А. Вадли описал в обших чертах метод получения этих формул для общего П<п посредством классических формул для многогранников (см. [3] ). Другие комбинаторные формулы приводятся автором в работах [4] и [5]. Они касаются мер множеств гиперплоскостей в Шп и множеств алгебраических поверхностей в НС'Цель настоящей работы - получение дуальных формул, позволяющих полу­чать меры многогранных множеств в ТЯП в терминах комбинаторных коэффици­ентов и значений мер некоторых специальных много! ранных множест в.
§1. НЕКОТОРЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯМы используем следующие обозначения :множество всех Аь мерных плоскостей в 1Яп ;



дуальные, комбинаторные формулы АмбарцумянаЕ° . множество ^-мерных плоскостей в Ж»,содержащих начало координат О;рп՜’ - единичная сфера в 1ЯП с центром в О ;дляе,е։,е2 € £п-1 \ ^п-1 положим :пг+(с) - полусфера, ограниченная с, которая не содержит О.ЕХ(е1.е։) = Ж+(е1)Л1И+(е2);для К С 1НП положим 4с(К) выпуклая оболочка К ;

[К] = (е Е Еп-\ : е пересекает с(К)} ;

(К) = {е Е #п-1 : с содержит К] ;а(Т(К) - минимальное аффинное преобразование, содержащее К ;1п1(/<) - внутренность К в аЩХ).
Меры. Мера ц, определенная на Еп֊\ называется беспучковой, если д({е : 
Р £ е}) = 0 для любой точки Р ; д называется беспучковой относительно 
множества Р С 1ИП, если /1({е : Р Е е)) = 0 для любой точки Р Е Р. Все.меры на 1И.” предполагаются конечными. Мера /1 на 1ЯП называется бесплоскостнои 
(6. в,- мера) на множестве гиперплоскостей £, если для любого с Е £, имеем М(е) = 0.Симплексы. Пусть Р конечное множество точек в П1п. Подмножество в С Р, состоящее из нс более чем (п+1) точек, называется симплексом (вершины, пустое множество не является симплексом). Множество всех симплексов обозна 1им 1ерез Т’(Р). Множество всех симплексов, состоящих из к + 1, точек обознашм р (*) С Т(Р). Симплекс Д содержит симплекс 0, если множество вершин Л 
содержит множество вершин 0.

Кольца. Для А, П С Р определим
(А\Н),- {ее Е

отделяет А от Н}.

Кольцо Бьюффона В(Т>) - кольцо всех подмножеств Е„ |, порождаемое вмножествами типа с непустыми .4,С Т7- единения, пересечения и разности между мн<)жк՝тг 
посредством операций объ- 7<и. Кольцо £(Р) ” кольцо



80 Г» Ю. Пядиндвсех множеств £п-1. порождаемых множествами из в(Р), {(0)}вет(Р) и /<;п ( Элементы В(Р) называются множествами Бьюффона.Пусть £ = множество гиперплоскостей из Ь’п-1 \ » общемположении. Определим кольцо
Н‘(£) = { многогранник А С 1БП : О Л, грани Алежат па одной гиперплоскос ти е,}.

Для конечного множества точек Р С 1БП в общем положении и гиперплоскости е будем говорить, что гиперплоскость с' лежит близко к е, если е может быть непрерывно преобразована в е', не задевая точек из Р кроме тех, что лежат в с, Для конечного общего множества гиперплоскостей 8 С £п՜’ в общем положении и 1оч к и е. будем говорить, что точка е1 лежит близко к е, если существует путь, соединяющий сие', внутренность которого не пересекает ни одну из гиперплоскостей из 8. > 1
Атомы. Пусть Л, Д - непустые подмножества Р, А и В = Р, А И В = 0. Множе­ство (Д| В) гиперплоскостей называется атомом. Множество Бъюффона можно эквивалентно определить как множество, представимое в виде объединения не- пересекаюшихся атомов. Множество гиперплоскостей, представляемых как [К] для некоторого К С ТТТЛ, называется суиератомом.

52. ОБОБЩЕННЫЕ ФОРМУЛЫ АМБАРЦУМЯНА
Теорема 2.1 (см. [4], [5])Пусть п - четное, а /1 локально конечная беспучковаа

мера на Вп-\. Для любого конечного множества точек Р С Шп в общем 
положении и любого множества Биюффона А С В(Р)

/ДЛ)= ֊ 52(֊1)*+'У2сл(0)/з([0]), 2 4=1 (4)
где коэффициенты сд(О) вычисляются с помощью следующего алгоритма.

Алгоритм 2.1. Коэффициенты сд(О) вычисляются шаг за шагом, начиная Счленов высокой размерности, при предположении, что Р и {0} также являетсямножеством в общем положении.
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81Шаг 1. Пусть 9 е (п - 1), а точки Р,, Р2....... Рп с/ть вершины в и еплоскость, содержащая 6. Пусть (е, _ гиперплоскость, которая лежит

близко к е и позиция которой относительно определяется следующимправилом выбора знака : для любою j, имеем Р} gJR + (e .,±) тогда и толькотогда, когда в скобках Ха ] - том месте стоит знак +. Положим теперь
Сл(0) = /д(е,±, ...։±)(-1)ф(*....±),

где сумма берется по всем наборам, содержащим п плюсов и минусов; - индикаторная функция множества А, Ф(±,,..,±) - число минусов в наборе.Шаг 2. Пусть 0 Е (Л) с четным к. Тогда положим
Е сл(А).

△ соц«рж■ । *Шаг 3. Пусть О Е (к) с нечетным к, а Р՝.,.... Pk + \
!

вершины в Вы­берем гиперплоскость е, содержащую 6 и не содержащую другие точки Р.Пусть - гиперплоскость, лежащая близко к е, положение кою-
\ fc + 1 pas /рой относительно Pi,..., Pk+\ определяется следующим образом. Для каждого J,P, Е lR+(e,±, ...)±) тогда и только тогда, если в скобках на j-том меедг стии'1знак 4- . Тогда

са(0) = I •• • I

Сд(Д)-

Теорема 2.2. (см. [4]) Лцсто п нечетно, Р конечное множество точек. » ֊ беспучко.ол мера относительно V U (О), Л € В(Р). Кеки P U {О} «ллетсл 
множеством в общем положении, то

М(Д) = Е Е +т=Н ÙÇ(»n)
iïf. △ = △ U {О}, d^2

.. коо^ичненты, оычисляежые соосно следим

Алгоритмам.



82 Г._ю. ПанинаАлгоритм 2.2. Начнем с члена высокой размерности.Шаг 1. Пусть Д Е(п-1), точки Рп - вершины Д, а е - гинерцлОс. кость, содержащая Д. Пусть, (е, ±,.... ±) - гиперплоскос ть, лежащая близко к г положение которой относительно Р\,...,Рп определяется следующим правилом %знака : для любого имеем Р; 6 П1 + (е1 ±, ...,±) тогда и только тогда, когда и скобках на }-том месте стоит знак 4- . Теперь положим
с\(Д) = 0, п2(Д) = - £ /л(е,±......^Х֊1)Ф(±......±>,(±....,±)сл(Д)= ^2 /.4(е,±,...,±)(-1)ф{±.... Сд(Д) = О,(±,...,±) ■ Вгде сумма берегся по всем наборам, состоящих из п плюсов и минусов.Шаг 2. Пусть Д 6 (п - 2), точки Р|,Рп_։ - вершины Д, а д - гиперплос кость, содержащая Д и О. Пусть (^,±,...,±) - гиперплоскость, лежащая близко к д, положение которой определяется как и в предыдущем шаге. Теперь положим

4(Д) = 0, С1(Д) = -2 Е /д(9,±........±)(-1)ф(±'-±),(±......±)4(д) = ֊Е(֊1Г+՛ Е ^(»)-к(д),*֊ £ т 0Е(т), 9 содержи՜! △сИА) = ֊Е(֊|)т+‘ Е '3А(0) -т 0б(т), 9 содержит △Шаг 3. Пусть Д € (к) с четным Аг, точки Р1։ ..., Ркц - вершины Д. Выберем гиперплоскость е, содержащую Д и нс содержащую ос тальные точки Р и {(?}• Определим гиперплоскости (е,±,..., ±) как в шаге 1. Выберем точку О'(е) такую, что сегмент пересекает е. 'Теперь положим
ГП

гп

кл(в)-сл(е)-с:А(9)+& содержит △+ сЖ + ^(Д)-е2л(Д)-^(Д)],

т т



83
дуальные комбинаторные формулы Амбарцумяна сл(д) = - 52 /д(е,±,...,±)(-1)ф(±.-.,±) (±......±)£2 ГП 4(»).

4(Д)- 2£(֊|)т £ 4(»).
ш ®€(т), 9 содержит Л

(Если к = О, ТО с\(А) = 0).Шаг 4. Пусть А € (к) с нечетным к. Выберем гиперплоскость с' содержа- ,ную Д и не содержащую остальные точки Ри (О). Выберем гиперплоскость 
д, содержащую А и О, но не содержащую остальные точки Р. Определим ги- иерплоскос I и (е, 4:,4:) и (^,±,...,4:) как в шагах 1 и 2. Выберем точку О;(е) такую, что сегмент [О'(е),О] пересекает е. Положим

т
4(0) - 4(0)-

• • содержит А
1м (с(ЛиО,))Л*£1

1п1 (г(ЛиП)|Ад

+ -4(д),
сииержи՛! Асл(Д) = 5£(-1Г £ Й(*)-Ч(«)) + ^(д)’171 ^6(т), 9 содержит △'•л(Д)= Е км-4(0)1+^1(д).т содержит △

Сл(Д)= 53
(±......1)Шах՝ 5. Для всех А положим<(△)= И4(Д) + 4(Д)]. ^(Д) = ֊[4(Д)-4(Д)].



84 Панина§3. ДУАЛЬНЫЕ ФОРМУЛЫ
Зафиксируем в П1П декартову систему координат и воспользуемся
стереографической проекцией 

ч /

Ф-. ш."\{о}_ 

> М < ’ 4 1 ’ гопределяемой обычным образом : <£((с*1,ап)) гиперплоскость, задаваемая уравнением :
^1^1 4* 4* Оп 4е 1 •= 0.

Лемма 3.1.
/■ Ф • Ф = - тождественное преобразование на 1К^‘ \ {О}.
2 ф взаимно-однозначное соответствие.

2. Для любого Р 6 1К/‘ \ {О} и е Е \ Е°_},

РЕ е <=>ф-'(е) е ф(Р).

4- Для любого Р\, Р2 е Лр* \ {0} и е е Еп-\ \ £„_!

е е (Р1|Р2) <=> Е ЕХЩР^ф^)).

Лемма 3.2. Пусть 8 = {е»}^ множество гиперплоскостей из &’п-1 \ Ь’°_։ б 
общем положении. Пусть А С В" (8). Тогда А можно получить из множеств 
типа ЕХ^еу) посредством операций и «П, Следовательно

Ф(А)ев({ф-\а)}^£).

Пусть р конечная б.п.-мера относи тельно 8 на 1ИП. Отображение ф инду- лирует беспучковую бтносительпо {ф~1 (е,)}й։€£ меру на Еп.{ \ Е\\ Р Так как /х(Л) - можем вычислить ^(Л), применяя Теоремы 2.1 и 2.2 К Ф(Л)

Теорема 3.1. (Дуальная комбинаторная формула). Пусть 8 С Еп । \ 
конечное множество гиперплоскостей в общем прложении, р конечная б.п^ 
мера па 8 мера и А е В’(8).
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/. Если п четно, то

I '4-!^Л) = 2Е(֊1)‘+'Есл(»)м([»]), 
‘=1 [*)

2. Если П нечетно, то выберем гиперплоскость е.п из Е„.1 \Е" , такую что £11{ео} остается в общем положении. ТогдапяМ)=Е 12 К(дм[д])+^(д>([д1)], т=Оде(т]
где [£] множеств о всех (к 4- 1)*элсл<скшнь1х подмножеств Е, Д — Ди {со},[0] = {г е • Зв1,с2€0 такие, что х Е £’Л(е։, е2), х £ С|, * £ *2 },

сд(0) и с/.42(0) - комбинаторные коэффициенты, вычисляемые с помощью Ал 
горитмоа .?. / и 3.2, соответственно.

Алгоритм 3.1. Коэффициенты вычисляются шаг за шагом, начиная с. членов высокой размерности.Шаг 1. Пусть 0 Е [п — 1], и пусть Р\, Р2,Рп - гиперплоскости 0, а е пересечение всех Пусть (е, ч/—| - точка, лежащая близко к с, позиция 
\ п раз укоторой относительно Р1,..., Рп определяется следующим правилом знака : для любого у, имеем (е, ±, Е Х+( Р}) тогда и только тогда, когда в скобах на .)-том месте стоит знак + . Теперь положим

ед(в) = £ /я(е,±,...,±)(֊1)Ф(.±.....Ч'±..... ±)где сумма бгпстся по всем наборам, состоящих из п плюсов и минусов, 1диндикаторная функция множества*.-!, Ф(±,.г.,±) 7 число минусов в .наборе • • • < •Шаг 2.* Пусть 0 Е [А:] с четным 7г. 'Тогда
С л (О') =

П- I
V""՝ ✓ 1 \т

Шаг 3. Пусть /7 Е [Аг] с четным Ь, и пусть Р[,- РА+1 - гиперплоскости 0.выберем точку е, лежашу^»» пересечении всех /, и не лежащук ^рутй гиперплоскости Е. Пусть 4 е, точка, лежащая близко к с



86положение которой относительно Р\,Р*+։ определяется следующим образомДля каждого (е,±,...,±) Е 1НЧ“(Л:*,) тогда и только тогда, когда в скобках на ; - том месте стоит знак 4-. Тогда
сД0) = Е /л(в,±...... ±)(֊1)ф(±......±)ф1 +(±, ,±)I *+ 2 X (-‘Г £ <*(△)•

ГП = к+ I △€(т|, Л содержит 9.
1п1 (Д)Пе?|Алгоритм 3.2. Коэффициенты вычисляются шаг за шагом, начиная с членов высокой размерности.Шаг 1. Пусть Л Е [п ֊ I], а Ру,...,Рп - гиперплоскости △, е ֊ пересе­чение всех Р{. Пусть (е,±, ...,±) - точка, лежащая близко к е, положение ко­торой относительно Р|,..., Рп определяется следующим образом. Для каждого; (е, ±,.... ±) 6 Ш.+ (Р;) тогда и только тогда, когда в скобках на том месте стоит знак 4֊, Теперь положим

сд(А)=0, с’(Д) = - 52 /л(е,±,...,±)(֊1)ф<±.....±>,(±.......±)с;ИД)= 52 /л(е,±...... ±)(-1)Ф(±......*>, с}(Д) = 0,
где сумма берется по всем наборам, состоящих из п плюсов и минусов.Шаг 2. Пусть Д Е [п-2], Р\,...» Рп-1 гиперплоскости △, а д - пересечение всех 1\ и еу. Пусть (0,±,...,±) - точка , лежащая близко к д} позиция которой определяется как в предыдущем шаге. Положим

с!,(д) = ()> гдд) = -2 52 ...... ±)(-1)ф(±......*>,(±.......±)^(△) = ֊Е(֊1)т+1 Е «’(«)-
т 9 содержит △^(△) = |Е(-1)т+1 Е «’(*)-|4(а).т б€(п»], 9 содержит △Шш՝ 3. Пусть △ Е [&] с четным к, Р[,..., Р* + 1 - гиперплоскости А Выберем точку е, лежащую н пересечении всех Р,- и не лежащую в любой другой гиперплос кости из V и {су} Определим (е,±,...,±) как в шаге I. Выберем гиперплоскость



Дуальные комбинаторные֊ формулы Амбарцумян- 87О'(е) так, чтобы с Е ЕХ(е0,0'(е)). Положим
сл(Д)- 2Е(֊1Г >2 М(в)֊4(*) ֊<$(«)+т ®Е(т). 0 содержит △+ <Л(0)] + ^л(д) ֊ С2Л(Д) - с’(Д)],

<3(д) = 52 /л(£,±,...,±)(-1)ф(±--±)_ (±.....±)
т

с‘л(«).
• €|т|, 9 содержит △ 
1п1 (с(*и(О' |))Пе^|<$(△) = - 52 ^(£.±......±)(-1)ф(±..... *>֊(±.......±)2-Е(-т Е с^)+|£(-1Г

ГП »61™). • селаржят △ гл 4 6|т], < содержат А
1п1 (•)Не4в |В1 (с(4и{О'(«))))п</»<=1 (д)=$ Ен г Е .тп в€(т), в содержит Л(Если к = 0, то с\(А) = 0).Шаг 4. Пусть А 6 [£] с нечетным к. Выберем точку е, лежащую в любойгиперплоскости △ и не лежащую п любой другой гиперплоскости Е и {е0}.Выберем точку д,. содержащуюся в каждой гиперплоскости Л ч в со, но не лежащую в любой другой гиперплоскости Е. Определим точки (е,±,...,±) и (р,4:, ...,±) как в шагах 1 и 2. Выберем гиперплоскость О'(е) гак, чтобы с Е 6*ЮС(си, О'(е)). Положим

<:{,(△) = ֊ Е ............................... ±>+(±.......±)
с՝Аю- Е с^- 

9 € |т|, • голгржвт △
!М (е(ЛиП'))Пя*в

• б|^1 
в СОД« Р* ■Т △

+ пС1(Д)>
ГП

(<^(в)-сл(<’)) + Н(Д).
0е[гп1, 9 соасрмнт А
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с3л(А)֊ JE(-I)՞1 Е tà(») ֊ Հ(»)1 + И(д). • ni 0 содержит ճ4(д)= £ м®.±.........±)(-i)*(±.........±)+|E<-‘)m E №
l± 4-Հ m л содержит △
V 7 Int (t)ne#eШаг 5. Для всех Л положим<(Д) = И^(Д) + ^(Д)],

Лш

Հ(Ճ)=1[Հ(Ճ)-Հ(Ճ)].
ABSTRACT. In previous papers the author derived generalizations of 
Ambartzumian’s combinatorial formulae. Now she ubtaines their dual 
versions. These dual formulae calculate measures of polyhedral sets in 
IR" by means of certain combinatorial coefficients and measures of some 
special polyhedral sets.
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