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В работе построены классы Л (а) и Л^(а) голоморфных в полидиске 
[]п функций, которые являются многомерными аналогами одномерных 
классов Липшица. Исследованы мультипликативные свойства этих
классов и получено полное описание линейных непрерывных функ
ционалов, определенных в соответствующих пространствах //₽(а) при 
О < р < 1« Доказано хорошо известное обобщение теоремы Привалова : 
классы Ла(о) и Л?(а) инвариантны относительно операторов Коши-
Римана.

Пусть ип - единичный полидиск п-мерного комплексного пространства 

Сп, а Н(ип) - множество всех голоморфных в £/п функций. Для / 6 И((/п), 

/(*!,...»*„) = £ а*։ кп2\х ՛ • определим интегро-дифференциальный опе

ратор Г)а

п» г( \ _ Г(ог1 4֊ *4 4- 1) • • • Г(оп 4֊ А?п 4- 1)а*1...и__
а /(г)֊Ьг(а1 + 1),, Г(а„ + 1)Г(*1 + 1)---Г(*„+1)

1Деа^(а1,...,ап),-1 < а, <+°о, 1 < > < " мультиинлекс, г = (я,....... яв),

Г( ) функция Эйлера.

Скажем, что функция / € Н(ип) принадлежит классу Л’ = 

<> = (<»1......... а„), -!<«,< +оо, 1<;<п, 0<р<1,

Н/Нл’ =
.ир{Р’+^)1-П<1֊^+’’^)<+00

*ес/п )=1

ограничена при > 1 < У п՛

Классы возникают при представлении 

к пространствах голоморфных функций

линейных непрерывных функционалов

С £Р метрикой (см (1]-|3|), а теории
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теплицевых операторов (см. f4],[5]) и т.д. Настоящая работа посвящена более 

подробному исследованию этих классов.

Из теоремы Харди-Литтлвуд а следует, что при п = 1 классы Ар совпадают с 

классами функций f Е Я(£7П), удовлетворяющих Е Lip (/У, U} с k = 

в — { - 1}, при нецелом и Е Lip (1, U} в противном случае, где

Lip (!,£/} - класс Зигмунда (см. [6]) (здесь и ниже [а] и {а} обозначают целую 

и дробную части числа а, соответственно). При п > 1 это утверждение неверно 

т. е. из оценок смешанных производных не следует гладкость функций в 

Цель настоящей работы - построить новые классы Л°(а) и Ла(а) , голоморф- 

ных в Un функций, которые в определенном смысле более близки к одномерным 

липшицевым классам, чем многомерные липшицевы классы. При этом в тер

минах этих классов можно получить новую характеристику класса Ар. Мы ис- 

следуем мультипликативные свойства классов Аа(о) и Аа(а). Получаем полное 

описание линейных непрерывных функционалов на многомерных пространствах 

/7р(а) при 0 < р < 1. Заметим, что при п = 1 классы Нр(а) были введены М. М. 

Джрбашяном. (см. [7],[8]).

Хорошо известно, что по теореме П. И. Привалова (см. [6]) интеграл типа Коши 

по окружности от липшицевой функции является липшицевой функцией в U. В 

случае тора аналог этого результата не имеет места. Отсюда возникает вопрос : 

как можно обобщить одномерные липшицевы классы на многомерные, чтобы по- 

лученные классы остались ипвариантными относительно оператора типа Коши. 

Введенные на торе классы в известном смысле отвечают на указанный вопрос.

§1. КЛАССЫ Ап(а) И Аа(о) ПРИ ДРОБНЫХ МУЛЬТИИНДЕКСАХ

Пусть ип = {г — (21,...,гп); |2у| < 1, ) = 1,п} единичный полидск в Сп,

{ 2\ 1^1 = 1, } = 1л*} и Сп = [-7Г, тг]п. Для мультиипдекса а = (си,... ,ап) 

И 2 = (2|,...,2П) £ Сп положим ту = [оу], = {оу}, 0 < < 1, ) = 1,^,

Иг = (1гу • • -(12п, ха = 2?* 1 . • • = схр{*^), { = ((1 > •«• Лп) € 7’п.

2 существуют и непрерывны при всех 0 < < т*, а при >,՛ = яз,,
1 •*

։ = 1, п принадлежа ։ классу

Пусть /(£), С- измеримая ограниченная функция такая, что производные 
д'1 /(£)
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<!у1!кчии / из кла-з юломорфных ограниченных функций поло

ЖИМ
Я"1»՜»
Пг™' ’■■дг'“” ’

Определенно 1.1 Скажем, что функция /(г) принадлежит классу Л(<»), если

/ с ^оо(,/'п) и "Ги = (Л1,..М Е ПТ1

|АЛГ(С|<Г;!^,

Ал АЛп ,л, — Д/1п(Длв_1 • •-(Ал )),

Ал,*՝«) <■'••*<....... ?»>) Л-)

Ли ко видеть, что наименьшая постоянная Су, удовлетпоряюшее последнему 

неравенству определяется следующим образом :

„„„ 1А^)1 
811 р 11 । л

0ес?п, Ае 1ЛГ

11-К1ПЖИМ Ли(о) = Л(<з) О Яос(('п) и опрсчелим норму |1/||л = ||/!|л«(о) по

формуле ;

||Г||„ ֊ гл ах С/ + |1/||<у>

оамсхим, ни к.!а< сы \л(о) пыли впервые введены С. М Никольским (см. [10,>

Тпппгъг» 1.1. Ь’ела Л’ Р /7°°ГГП). то / С Ха(а) тогда и только тогда, ки^а

(1.2)

Для доказательства теоремы нам необходима лемма, которая нспосредс 1 венно

следует из теоремы Харди-Литтлвуда (см. [6])-

1Г(з 1 А) - А'(г)| < ЗЛ|А|Р.

‘ _ А՝((.и<)| «к тп

дЛ1 . рМ' г 6 <Л I) < ^ < 1.

г г + /< 6- V- Обрптип : сслч /•' € и 

|/.'(х)1< -иП-1’1)1՜'’
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Доказательство Теоремы 1.1. Пусть выполнено (1.2). Обозначим чср^

Ф(г|) - е"՜1 г(х) 
дг3 Я։п . Тогда очевидно, что

ф {г1) - (I |г,|)‘-~'

* К — л *

В силу Леммы 1.1, имеем Ф Е Ыр(аг1), т.е. |Д/։, Ф(р£1 )| < ЗС(г2,..., гп)|Л։р .

Повторяя эти рассуждения, получаем

АлА’(р4)<(''-б?/|Л|/'.

Пусть />—♦!, тогда

△„ Г(£) < С • <Ж’.

Обратно : Из /՛’ Е А/°°(£/г‘) имеем

ПС = е'*>,з = 1,п.

2֊ ,[Т - 0, получаем(ифферепцируя последнее равенство и учитывая, что

(’ледова 1 ельно

IX
|<г/’П1й"‘-г‘ггл-

Легко видеть, что при А - /? > I

- г|-АЛ < С’(^)( 1 - г)/’*х+’ (1.4)

Георсма 1.1 доказана.

Из (1.3) и (1.5) кьггскаст

(1.5)
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Следствие 1.1. Существую! положительные постоянные и Д2, зависящие

только от от такие, что

вир{|СЬ)| + ||/||00), 
։С1/"

Л1 9пр{|С(г)| + ||/||оо}<||/||а<
1£ип

Классы Ла(л) „с инвариантны относительно умножения на мономы я}

В этом можно убеди ться, полагая /(и) — у?(г]) 4- где и принадлежат

//°°(1/п). Очевидно, что для произвольных функций V? и и? Н'х(ип) И для Ск), 

а2 > 0 имеем /(г) С Ла(л). В то же время нетрудно подобрать и 0 таким 

образом, чтобы функция 2\ • 2п/(г) не принадлежала бы А°(а). Чем не менее

справедлива следующая

Теорема 1.2. Пусть / Е Н°°(ип), 0 < < 1, ] = 1, п. Если 2,/ Е АЛ(о) для

некоторого 1 < }՛ < л, то / Е Ла(о).

Доказательство. Пусть} = I. Имеем

0п(/(Ф1) = Я"/(г) г + У-'/Ь) 
дг\--Ягп Ягу-Ягп ' Ягу-Ягп

(1.6)

Гак как 2[/ С Ля(а), то

р./ф)|<с(п,/)П(>-М)“‘-1-
дг\---дгп

Интегрируя относительно по радиусу, получаем 

[1ри |?| | > 1/2

и

имеем
п

а при |г11 < | /2 это неравенство следует из принципа
максимума модуля.

Учитывая (1.6), получаем

С»С(»./)|։<Г' П(1 ” ,2‘1)О*
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Отсюда следует утверждение теоремы.

Утверждение Георсмы 1.2 справедливо также при оц > 1. Это следует из 

пашей Георемы 1.4.

Пусть для мультииндекса, г = 1 < к < п, Л(») = . ։ Д.д

/?(>) = (А_____А.) и |Л(»)1х’<0 = |А1|Д” • • • |АЛ**•

Определение 1.2. Скажем, что функция /(г) принадлежит классу Л(о), если 

Г Е С(Т") и при всех ։ — (й ,..., ։*), 1 < к < п

Наименьшей постоянной С(»,/) = С(ч,..., г*, /), удовлетворяющей последнему

неравенству, является

С(1,/)= бар
Л(»)еП1к

Да(.)А'(€)
1Ч*)1Д(1)- ■

Положим Ла(а) = Л(а)П//оо([/п) и определим норму Ла(о) следующим образом:

11/1|й = Н/||;.(а) = п>ах п։ах С(»,/) + ||/1к к«; I < к <п 1 <1 I <п

При Ла(а) справедлив следующий аналог Теоремы 1.1.

Теорема 1.1’. Если / С IIх (ип), то / Е Ла(а) тогда и только тогда, когда

дх. • • дх1 ֊1

Доказательство проводится аналогично доказательству Теоремы 1.1 . Остается 

доказать непрерывность Е. Поскольку / 6 достаточно доказать непре

рывность Е лишь па торе Тп.

Пусть

дх} 1 < ; < п՛

Имеем

I / (•21 । • • • ■> 2) — 1 » С 3 । +1 » • ■ • ։ Яп ) ““ Ь ( 2| , . . ■ , 2] — 1, С. }} 2} +1,..., хп) | < С |0у I) I

Полагая ,..., 2у_।, г; + ։,..., хп) = (с‘\ ..., в։^՜-», е։*у+։,..., е’*п), получаем
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е

V V

— I

Следствие 1.1 . Существуют положительные постоянные Су и С2 зависящие 

лишь от о ։ акие, чти

с՝ 1!/|1«>}}< ||/1к <

„ 8иР <К;(г)!+ 11/11«֊.)) !

։л
Теорема 1.3. Пусть 0 < оу < |, ] = 11П. Тогда / 

тогда, когда / Е Л“(а) для некоторого I < ] < п

Е Ла(о) тогда и только

Доказательство. Предположим, что у =

слелук Шую щенку •

3*/(*)
дч. ■■■дчк

к
<е(.,/)П(1-1^1Г'՜՛ 

2=1
При й = 1 оценка очевидна. В противном случае имеем 

0*7(2) = 1 ^(/(2)2.) _ _1_^-'(/(2)2|)
<?2,, • • ■ (?2|, 2։ 02,, •••02,֊։ 2? Я1{,--дч.

Так как 2|/ Е А°(а), то

Интегрируя по 2у . по радиусу и повторяя рассуждения I гор омы 1.2, по. учим

'рсбуемую оценку.

Обратно. Пусть / Е Ла(а). Докажем, чти г\! Е Ла(о). При ։; / 1.2 = 1.^.

имеем

1^М| = |„ < С(.',/) П(| - к1)в‘--։Я., ...я,. , = 1

а* 7(>-)
+ дг,, ■ • ■ Оч,

(7^,, • • • иц* О-вц ' "111

Пусть теперь *| = 1, тогда 

^(/(7^1) ։,
дч.-'-Оч.

Отсюда 
к

СО,/) ^1-1^1)^՜’
։ ։ ' ‘ ’։* у — |

То< ।Рема I 3 доказана.



64 Ф. А. Шамоян, А. В. Арутюнян

Теорема 1.4. Функция / принадлежит .\а(а) тогда и только тогда, если

2™-’+/ д«(а)։ ()Л1Т некоторого 1 < ; < п, где ту = [пгу].

Доказательство. Пусть; = 1 и г™' + ] / Е Ла(а). Покажем, что если 2™'+' / £ 

Ла(о), то / Е Лв(а). Имеем

Отсюда

где С™' = (֊!)""-’'С|7։("»1 + 1) •••(">! +”»1 ֊М. "

Ф'.(^) =

д"։' + +"'՝/(г) 

дг?' ■■ дг%'

ТЛ1

/։=0

Наша цель оценить ?■ ■. -!■- у-л-л . Но условию имеем

I < 07 П(‘ - 1**1)^՜' (1.8)

Если гу 1» 7 = 1,п, то

а*(<МФ!‘) = эЧ(а)
92;, ■^■дzit ' дц, ■■ дцк

В этом случае искомая оценка получается интегрированием неравенс тва (18). В 

проливном случае ( ։у = 1) имеем

^-г1։ • • с?21<։ 11 дzi2^•^дzik՚

Интегрируя (1.8), получим

дг; ■ ■ дг;

где 7։ = I — , если /1 = т\ и 71 — 0 - в противном случае. Мы имеем также

Отсюда
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Принимая во внимание (1.7) и Георему 1.2 заключаем, что / е Ла(о 

Докажем обратное утверждение.

Предположим, что / Е А°(а).

ат'+-+'"-/(г) ат,-|+т։+.+т 
дгГ ■ + О »)

В силу Георемы 1.3
3™’+"+"•./(И ~ 

г' дг^' ■ ■■дг'?' Е Л°<^

Следовательно

Если »1 = 1, то интегрируя последнее неравенство по по радиусу, получаем

Из (1.9) имеем

а* Уп'+-+’"-(/(а)21)
Эг,, •••йа1ь дг™'■ ■ ■дг™՛'

I < С, С(>, л П (1 - |А, 1Л ■1 
;=1

ЯР

Повторяя эти рассуждения, заключаем, что г™՛4 / € Аа(Л)-

При »у / 1, 1 < у < А;, легко проверить, что

^1 у=о

где |0 = 1. Интегрируя это неравенство относительно получим у гверждение 
4 ' ՛

'теоремы.

§2. КЛАССЫ Л?(а) И л;(л) ПРИ ЦЕЛЫХ МУЛЬТИИНДЕКСАХ

В этом параграфе рассмотрим функцию

У(г) I

где/е //'»((/"), к = (*!,...,*») ' ,|СЛЬ1С положительные числа.

(2.1)

*
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Определение 2.1. Скажем, что функция /(г) принадлежит классу Л,(А?), если 

/ 6 ЬЖ(ТГ1) и при К - (Л],..., Нп) Е П1п

(2.2)

где

Положим Л?(&) = Л,(/:) П Я°°(С/П) и определим норму ||/||Ф = ||/||л- следующим 

образом :

11/11. = ^{6՛;} + 11/11«,

где С/ - постоянная из (2.2).

Следующая лемма вытекает из теоремы Зигмунда (см. [6]).

Лемма 1.1. Если )/?"(2)| < С( 1 — |г|) 1, г Е I/, то \Р(г + к) — 2Г(г) + Г (г — Л)| < 

< ЗС|Л|, г, г ± К Е и. Обратно : если |Р(е|*+։‘) - 2^(е^) + Л'(е։*-'1)| < С|<|, то 

|/'՝"(г)| < 2С(1 ֊ Н)՜1

Теорема 2.1. Если Г Е Н°°(ип), то / Е Л?(А:) тогда и только тогда, когда

02лГ(г) п
(2.3)

Доказательство. Пусть выполняется (2.3). Тогда, обозначая Ф(^1) —

и применяя Лемму 2.1, получаем |Д^։ Ф(р^)| < ЗС(.?2,..., 2П)|Л| |. Далее, повто

ряя эти рассуждения п — 1 раз, заключаем, что

Д^(Х)<2ПС/|А|.

Полагая р —» I, получаем

д;։/’(«) < 2-С7|л|.
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Докажем обратное утверждение, т.е., что из / 6 Л?(*) следует (2.3), Так как 

/<’ 6 н°°((/п) , то

Используя равенства

и дифференцируя по каждой переменной дважды, получаем

е-21(^։ +••• + </>«)

дг^ • • • 7гп

где 2; = и -у?,, ] = 1, п. Учитывая оценку (1.4), получаем

Теорема доказана.

а2пЛ(2) 
дх^ • • -дх?

1<ё/П(1-Ы)-'-

*=1

Следствие 2.1. Существуют положительные постоянные А] и А2 такие, что

»* о2п /у1 / \

а։ зир <П(1” 12>1)1л^—^4-1 + Н/П®} <

п
< 11/11- < -4։ ։ир {П(1 - I*»1)1

3=1

5’л /■’(*)
5г? ■ ■•5г’

1 + Н/Ноо).

Теперь докажем аналоз Теоремы 1.2 для классов Л^.

Теорема 2.2. Исли / б и г’/ б Л? искоторого I < ) < п, то

/ел;.

Доказательство. Пусть / = 1 и г?/ 6 Л?. Имеем

Легко видеть, что
Да"(/(*)*?) = • г’+
5г?•••5г’ 5г’•••5г’

5’՞*'/(’) 52п~2/(г)
+45г!5г’-- ЯД'!'

(2И)

(2.5)

(2.6)
И
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Интегрируя (2 4) по радиусу (относительно 2|) и воспользовавшись оценкой (2.6)

получим
д2п-2(/(0) п

* = 2

Имеем
д7п-'(К^) Э*'֊Ч(։) 2 а3"֊3/(л)

дгу дг? • • • дг? 1

Отсюда

п п
+С7 -С1о6(1 - |г1|)՜1 П(1 - 1г‘1)՜' < <' -С) По " 1**1)՜'-

*=2 * = 1

Из (2.5) получаем

При |г11 > 1/2 требуемая оценка очевидна. При |^!| < 1/2 оценка следует из

принципа максимума модуля.

Замечание. Обратное утверждение к Теореме 2.2 не справедливо. Например, 

/(21>22) = (<Х2|) + ^(22))2122, где и 0 ֊ произвольные функции из Н°°(и).

Очевидно, °= 0, однако г\г2 ( нс всегда принадлежит Л?.

Однако в некоторых подклассах Л? справедливо обратное утверждение Те

оремы 2.2.

Определение 2.2. (’кажем, что функция /(г) принадлежит Л.(Л), если /♦’ Е 

е С(тп) и ’ : >

|Дад'-'(4)1<С(»,/)|Л(»)|,
I де г — (։ ।,. .., I/), Л(։) = (//.,,, ,.., /з։|)։ ։։ / ~ 1" п.

Наименьшей постоянной С'(», /) = .. х/, /) является

С(х,/)= 8цр
»еQn, Л(.')е1я» 1401 < +оо.

Положим Л"(Т) — Л.(А?)Г17/ог'(^п) и определим норму Л“(/г) следующим образом-

Н/П։ = Н/Пх. = та* та* {£(«./)} +||/||«>- 
1<(<П 1 <11 < <п
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Теорема 2.Г. Функции } принадлежит ЛСД тогда и только тогдП: когда

А

Доказательство проводится аналогично доказательству Теоремы 2.1. Остается

только доказать, что функция /՛ (г) непрерывна, что по существу следует из 

Теоремы 1.1* из того факта, что Л® С Л®(а) для любых 0 < а} < 1, ) = Т^. 

Следствие 2.1*. Существуют положительные постоянные и С՝2 такие, что

max { max
1 < (< n 1 < в: < • < 11 < rk

sup {|GW|}+ 11/11«} <||/||֊ 
<ef/n

max 
I </<n max sup {|G(^)|} 4֊ Н/П«,},

1 <“<h<n

где G(z) = П;=1(* ~ IsOafffi?? •

Теорема 2.3. Функция / принадлежит Л® тогда и только тогда, когда г*/ С

Л® для некоторого 1 < у < п.

Доказательство. Пусть j = 1 и f £ Л®, а » = Idols, £/) произвольный

вектор. Если ф 1,7 = 1,п, то доказательство очевидно. Рассмотрим случай,

когда ։՛! = !. Имеем

д2,(/(Ф?) 2 &'f(z) , л д2'~’М о #2l-2f(2)
д~г~ -2,д^+ 4։i dzit dz\ ■ ■ ■ dzi dzl ■ • ■ dz\ ■ (2.7)

Так как 2՛^/ £ Л®, то согласно (2.6) получаем

1 • • ■ dzl

Легко пидеть, чч^» если

< C(z3.......
OZ\

10 1401 < ^(«2» • • •. *")• Следовательно

C2

Лозтому из (2.7) следует, чти / €■ Л,.
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Обратно. Пусть / € Л? и։'| = 1. Имеем

аа1/(Л 
дг?, ■ ■ ■ дг1

I 
|<сс(»,лП(։֊1ги1)՜'. 

к=1

И
аа,-а/(Л

9г?։ • • • дг1
< С1 • 67(12,.

к=2

Отсюда

< 6*2 • С(»2, .
5^,03? •• Аг?

I

ч./)П(1 -кй1)՜'. 
к=1

Принимая во внимание (2.7), заключаем, что з2/ 6 А“. Теорема доказана.

Теорема 2.4. Функция / принадлежит АДА:) тогда и только тогда, когда
| 2 ■**

2 г / Е Л? для некоторого 1 < д <п.

Доказательство. Предположим, что 1 = 1. Сначала докажем, что из з^+2/е

е Л?(£) следует, что / 6 Л*(£). Имеем

(2.8)

где С*1 = +2)•••(*! + 1 + *1 -/1), и

д|.+-
дг1,' ■•■дг*'

Пусть »1 = 1, тогда 
92,(ф(Ф!’) _ аа‘ф(*) .

' дг\ • ■•

+2 | > дц^г^-.-дг^ + ’ ) ։ дг^-.-д^՛ (29)

По условию имеем

дг*'*3 ■■■дг^"+3
'|<с(/)П(1-|**1)՜'.

Ь = 1

Ингсгрируя это неравенство, принимая во внимание (2-6) и учитывая, что

/, < к\, получаем

дг^ дг/ • • • 
^1 <2 1 я к-2
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где 71 = 1» если " ~ и 71 =0, если р = 0

52-1Ф(г)
1 Зя? ■ • • Зя? 1 С'^) 1о6(1 ֊ к I)՜1 П (1 ֊ 1^. I)՜’.

*֊2
Поэтому в силу (2.8) и (2.9), получаем

Применяя Георему 2.2, получаем / £ А*(£).

Теперь докажем обратное утверждение.

Пусть ) = 1 и / Е Сначала докажем, что х\/ Е Л2(А:). Имеем

^^-^(/(2)21)
0*?’ •• дхЦ* = *1^’(г) + (2.10)

где

Так как Р Е Л?, то по 'Геореме 2.3

дх? • • • дх?

Рассмотрим случай и = 1. Интегрируя последнее неравенство относительно 2[ 

и принимая во внимание (2.6), получаем

дх7 • • • дх-

Воспользовавшись (2.10), легко убедиться, что

аа'г(.) , д*-՝Е(։)
7^ ■ • • ? -г։ д^՜՜^ *

Отсюда ил (2 9) следует, что Х\/ Е ^2(к). Продолжая умножение, в июн

получим, что X

Ь случае / 1 < ^' < п поступаем аналогично. Вначале докажем неравенство

1

<9^, • • • 5*?,

гДе ։ о — I, и

дг\' - 9г

'Г‘огда, проинтегрировав, получим, что х1*՛42/ Е Л°(£). Георема доказана.
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$3. ОПЕРАТОРЫ ТИПА КОШИ В ПРОСТРАНСТВАХ А(а) И Л(а)

В этом параграфе мы докажем, что операторы типа Коши

нс действуют в пространствах Л(а), но действуют в пространствах Л(а).

Теорема 3.1. Существует функция / Е Л(а) тикая, что К/ Л“(а), 0 < а; <

< 1, — 1, п.

Доказательство. Рассмотрим функцию /(<£1,£г) = <£>(£։) + ^(6г), где <Р €

Е С(֊тг, т), 0 Е Lip (»2, Г1) и К f Е (см. [11]). Легко видеть, что

(£1 - Z1)(£з - 2г)

1 f ^(1)^1 + JL f

2тп Ут1 (€i ~ *1) 2iri J'pi (<2 — я2)

Поскольку вторая функция принадлежит Нк(ип), г первая пе принадлежи!

Пж(ии), то отсюда получаем, что хотя / Е Л(п< 1, аз) , но К/ ф Ла(а|, аз).

Теорема 3.2. Операторы типа Коши действуют в пространствах Л(а), 0 <

*Са^ < 1,7 = 1, п.

Доказательство теоремы основано на следующей лемме.

Лемма. Имеет место следующее неравенство :

п

где t = (I),..., tk), с*в* — (с*6’*,..., ex9k) и е։^*+1+1<к+։ = (е1^4՜1 +’lk+'

(3.1)

Доказательство проводится индукцией по п. Пусть п = 2 (Л = 1)

Atlf(e‘e',cifl3+‘t3)ei(<’ + r^(e։h ֊ п)՜2^“’ “ r2)՜ ‘ dt} dt2 =

c^’+«'ia)e«(ti+ia)(citi _ ri)"2(r?b - r2)“1dZit/i2-
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Д11Де1в',е^)е'<|'+|>)(е‘'> -г1Г2(«‘1։֊г2)-'й(,Л2+

-Г1)-’(?1’-г2)-1<Й1Л2 = /.

Легко видеть, что

Д,Д<Х,е«н- Д,Де'’4.1е'»'.+։+и'.+։) = д(,де«;+1,х„+.<;+։)

где = (й,..., ^+1). в > / + 1.

Воспользовавшись тем, что Г
I

— 2тгг, получаем

«<։ - \-2

1^1
<?2

"’.е

”■, е

Учитывая оценку (1.4), получаем

е

Предположим теперь, что лемма верна для (п - 1)-переменных. Докажем ее для

п-псрсмснных. Обозначим через интеграл в (3.1) и положим 
к п

Р(«,^,п) = е‘(‘1+ ”+и) П(с“'-Г1У՜2 П (С'Ь_Г>)՜1՛ 
;=| ;=*+!

Легко проверить, что .]£ = Л**} + и

Д«'1’1*», + ■ • • + Д<.-, л<։:- • ‘■’■+Й-)]Л«. "М‘-
Очевидно, что второй интеграл зависит от (г. - 1)-пе₽еменных Следовательно,

по предположению индукцию можем утверждать, что

|д‘|< / 1«1о ПI«“" - г>|'։ П 1‘'<’-пГ11'"1+ 
) = 1 ;=*+!

Лемма доказана.
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Доказательство Теоремы 3.2. В силу Теоремы 1.1* достаточно убедиться

что

1 < к < п,

где Р(г) = К/(г).

Применяя обозначения, введенные в Лемме 1, получаем

Следовательно, из С. = 0 имеем

дг\ • • • дгк

Продолжая таким образом, получаем

У”

Наконец, применяя лемму, получаем требуемую оценку. Теорема доказана.

§4. ЛИНЕЙНЫЕ НЕПРЕРЫВНЫЕ ФУНКЦИОНАЛЫ НА /7р(а), 
о < р < ։

Пусть задан мультииндекс а = (а1։.. .,лп), будем предполагать, что для неко

торого в, при 1 < я < п , п-у, 1 = 1,« - целые, а при ау, д # Ч- 1, п нецелые. 

Напомним (см. [3]), что / Е Нр(а), «у >-!,} = ТУп, если / Е Н(1/п) и

11/11ня(в) = (/ 1/(€)1',П(1-14>1)в,‘<"М0)1/р<+~-
>=1

Для описания сопряженного пространства Я‘р(о) в терминах Ла(7) сначала най

дем связь между пространствами Лр(а) и Лр(7) ( мультииндскс 7 = (71,...,7п) 

будет определен позже).

Пусть / Е Лр(а) и /?у > тогда '

(<1)

Заметим, что без ограничения общности, можно считать, что

если У < j < о

если 8 < j < и.
(4.2)
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Полагая i/j 1 flj} s < j < п։ из (4.1) получаем

|O'’+7WI<cfl(l֊|zi|)-> fl 
j=l

Отсюда

e AV),

Где S = (i/,+l,.. .,un)՛ (Напомним, что X°(k) = X* для k = 0).

Поэтому

/(z)ze+1 еЛа(31 - 1.......fl. -I.ft+i + </.+,+ vn).

Из Теорем 1.4 и 2.5 имеем

f Е A (/î] — 1 , . . . , fle 1 ) Pt + I ։ • • • , Pn ) •

Следовательно, f E Ла(7),

если 1
(4.3)

Из Теорем 1.4 и 2..5 следует, что

и-1 J I

где i/։j = 0 при I < ij < 9. Следовательно

С(0)||/||л»(а)-

Поэтому

С|||/||л-(а)>11/Пл.(7)-

Теперь ус тановим обратную опенку. Пус ть f 6 Л (у). Toi да г /( ) (?)

Взян pj из (4.2), получим

1-а?1(/(ф??г1 = 1^+,/Ь)1 < awil/lla.b) По - |2'l)-Jr՜ (4.4)

Следовательно

|pp+1 я*)1 по - - c'jWII;i|à-(7)՛
i=l

'аким образом, доказана следуют^*
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Теорема 4.1. Функция / Е Н(ип) принадлежит \р(сх) тогда и только тогда 

когда ф Е Ла(?) с у (4-3). * ' я1

Теперь, используя Теорему 6 из [3] мы можем описать сопряженное про- 
** • 

странство Я‘р(о) в терминах Ла^7).

Теорема 4.2. Пусть Ф ֊ линейный непрерывный функционал на Нр(а), ctj > 

j = I, и, 0 < р < 1 , a g(z) = Ф(сх), где ег = (1 - w z) *, wy z Е Un. Тогда 

справедливы следующие утверждения :

Т а) 9 £֊ Ла(7), где у определяется по (4-3) 

Ь) функционал Ф( ) представляется в виде

Ф(/) = Нт [
Р—• 1—0 J'p-n

и существуют постоянные Ci(p) и С^р) такие, что

С1(р)||Ф||<|Ы15.(7)<С։(р)||Ф||.

(4.5)

(4.6)

2. Каждая функция g Е Аа(7) по формуле (4-5) порождает линейный непрерыв

ный функционал на Нр(а), который удовлетворяет (4-6)-

Замечание. Аналог Теоремы 4.2 для n-гармонических в полуплоскости функций 

был установлен в [12].

ABSTRACT. The classes Aa(nt) and A?(a) of holomorphic in func
tions are constructed which arc multi-dimensional analogs of the one- 
dimensional Lipschitz classes. Wc investigate the multiplicative proper
ties of these classes and obtain a complete description of linear continuous 
functionals defined on the corresponding spaces 77p(a) for 0 < p < 1. A gen
eralization of the well-known theorem of Privalov is proved : the classes 
A4(o) and A?(a) are invariant with respect to Cauchy-type operators.
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