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В работе рассматриваются тригонометрические интегралы, суммиру­
емые методом Римана, где x(t) имеет ограниченную вариацию на ка­
ждом конечном интервале и в каждой точке х(0 = | [хО + 0) + х(! - 0)], 
удовлетворяющей условию lim sup \x(t + /i) — x(OI = 0* ® частности, если 

0<А<1

почти всюду Нгпл—о ехр(։7х) (^7-7^) 2 с/х(О = /(ж) Для некоторой инте­
грируемой на каждом конечном интервале функции /(?), и на каждом 
конечном интервале [а, 6],

lim inf А - д 
А—-оо

I G [a, 6]: sup 
л>о

то для каждого t и т,
X ехр(-<г)-1 dx 

— IX

x(» + r)֊x(t) = (CJ)£J_+~ /(z) exp (—itx)x

§1 . ВВЕДЕНИЕ

Рассматрипаются тригонометрические интегралы

/+по 
exp(iZz) </*(/), 

-ОО

суммируемые методом Римана. Предполагается, что функция х(^) имеет огра­

ниченную вариацию на каждом конечном интервале, в любой точке х(С ~ 

= 7 + 0) + х(* — 0)] и удовлетворяет условию

Пт аир |у(< 4- К) - х(*)| =0. (2)
0<А< 1

Заметим, что условие (2) в теории тригонометрических интегралов заменяет 

условие сходимости коэффициентов к нулю в теории тригонометрических рядов.
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Заметим также, что всякий тригонометрический ряд с коэффициентами, стремя­

щимися к нулю, можно рассматривать как интеграл (1) с Х((), удовлетворяющей 

условию (2).

функцию

Ш1<1)

ехр (Их) - I

называют функцией Римана интеграла (1). Известно, что (см. [1]) из условия (2) 

следует существование второго интеграла в (3) (как несобственного интеграла 

Римана-Стильтьеса), непрерывность функции Р(х) и ее гладкость, т.е.

Нт 
л—о

5(х, К) =

г = 0.

Обозначим
Г(х + Л) + Р(х-к)-2Г(х) 

■ Л2

Если существует предел 5(х} К) при А —* 0 и он равен 5, то говорят, что интеграл

(1) в точке х суммируется методом Римана к значению 5. Известно, что если для 

некоторого х существует

1։т / ыр(Их)(1х(1) = Я,

то интеграл (1) суммируется методом Римана к значению Я в точке х (см. [1], 

стр. 421).

Положим

Я*(х) - зир|5(х, Л)|. 
л#о

Справедлива формула

(см. [1], стр. 422). Ниже мы докажем следующие теоремы.

Теорема 1. Пусть интеграл (1) суммируется почти всюду метод 

к функции /(х), интегрируемой на каждом конечном инт<раал 

[о, 6] выполняется условие

Пш!пГ А ■ р (։ € [а, Л]: $*(։) > Д֊ °'
А—»оо

0)
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Тогда дли всех luv имеет место

ОО

ехр ( —։гт) — 1 
---------------------ах =

— гх

lim Z—7
А—»4-00 2тгД

dx.

В частности, если f(x) = 0 почти всюду, то х(^) ~ постоянная .
9

В случае, когда *(/) - абсолютно непрерывная на каждом интервале и ) = 

= 1^(<) почти всюду, т.е. <р(Г) - локально интегрируемая функция, удовлетворя-

ющая условию

S(z,2/i)

lim sup
J —оо о< Л С 1

exp (itаг)

(6)

(7)

и

справедлива

Теорема 2. Пусть lim S(z, h) = f(x) h —* 0 почти всюду на (-оо, +оо), где S(x,h)

определяется формулой (7), и f(x) интегрируема на каждом конечном йнтер-

вале. Если выполнено условие (^), то для почти всех I

В частности, если f(x) = 0 почти всюду, то = 0 почти всюду.

Доказательства этих георем существенно опираются ла одну i-еорему о

суммирующихся почти всюду методом Римана тригонометрических рядах [2].

Теорема 3. (см. [2], Теорема 9.) Пусть коэффициенты ряда ехР (։nI) 

стремятся к нулю и ряд на некотором интервале 1 длины меньше чем 2тг, 

суммируется почти всюду методом Римана к интегрируемой на I функции

f(x). Если

то

lim inf А ■ и 
А—«оо X Е I' sup

Л#0

F(z) — dy + Ах + В на i,



г3с хи - мотора« точка в 1,АиВ ֊ постоЙпНые, :>ависвщие от /{г}

Вопросы единственности тригонометрических рядов, суммируемых 

всюду методом Римана, исследованы в работах [2-5].

U I(j.

почти

$2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ЛЕММЫ

Лемма 1. А’слд х(1) удовлетворяет условию (2), то

lirn exp (itz) — 0 всех z u A.
а

Если х и А принадлежат ограниченным множествам, то сходимость равно­

мерная.

Доказательство. Очевидно, что

/ ехр(1«г)(/х(^) = / сов®Нх(0 + » / йг\хК1х(1).
да да да

Пусть а = Ао < А] < ... < А* = а + А выбрана гак, чз՝о созх1 монотонна па 

[А,_ 11 А,], I ~ 1,2,..., к. Очевидно, что если г и А ограничены, то к также будет 

ограниченным. Тогда

ГА<
► / cosz/dxW = 
- 1 » — 1

- x(Ai-i)cos
А*

СОЯ хЬ. (8)

а

Учитывая, что dcosr.t - знакопостоянная мера на [A,_i, А,-], получим

' х(£) Jcos rt = 4։ (cos A։Z
А.-_ .

— cos А, (9)

где

inf х(0. SUP АГ(^) • 

> 1 - 11А । ] t € [ А ։* _ 1»А । ]
(Ю)

'Ь (8) (10) следует, что

1 COS 
а 1

(11), (10) и (2) получаем

соя х( — 0-
՛• ’ ./ а

Аналогично устанавливается, что
ла + А

lini / sin xtdx(t) - °- 
а—♦ + « Jа

Лемма доказана.
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Лемма 2. Если на некотором (а, 6]

Пт 26) = Пт / 
л-о л-о/

81П Ы\ . . .-гг- ) = Дх)
I I» <• /

почти всюду и

при н> котором А*, стремящемся к | -оо, то 

/+°° /• ч /">пМ\г , ,
Пт / ехр(1/.л) ——

лоч.'.’;и всюду а

Пт А*. • р- < х 6 [а, 61:
Аг —* ос I ч

8Нр ехр (Их) 1 7֊)

Декаштелу.схво. Имеем

И гис ию, ч го равномерно для х С [а, 6]. Фх(0 = ^(|^)։ при /. — <ао.

Из (Г2) следует, что для чоказа гельства леммы достаточно доказать, что

81 л \ 2<чп Ь(1 г)
/>(,• г)'

равномерно для г. С |«,6]. Имеем
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Учитывая, что

и для I. ± 0 (см. Лемму 1)

равномерно для х Е [а, 6],

(14) получаем (13). Лемма 2 докапана.

Лемма 3. Пусть интеграл (1) почти вСюду на [а, 6] суммируете методом

Тимана к интегрируемой на [а, 6] функции /(х) и

ПтшГ А ц{х е [а, 6]: 5*(х) > А} = 0.
А—»ос ' ’

Тогда для любой точки £ [з, 6]

Г(г) = /(<)с/< + Лг + В, (15)

где Л и В постоянные.

Доказательство. Пусть У С [о, 6] - произвольный отрезок длины меньше

2тг. Выберем интервал д' длины 2тг содержащий ./. Пусть />(х) бесконечно

дифференцируемая функция, равная на У и нулю вне У'. Тогда (см. [1])

Пусть ряд
«о 
2

ОО

4֊ У^(ап соя пх 4- 6П я1п пх) 
п = 1

(16)

является дважды формально продифференцированным рядом Фурье 2тг периоди­

ческой функции, совпадающей с /г(х)£(х) на д'. Ясно, что коэффициенты ряда 

(16) стремятся к нулю.

Пусть ./" - произвольный отрезок, лежащий в }. Тогда для малых Л суммами 

Нимана ряда (16) на У" будут

... 1Х Г(х + Л) Цх + Л) 4- Г(х - к)Ь(х - к) - 2Г(г)Цх) _
Ь1(Х,к) ----------------------------- - д,

_ Г(х. + Л) + Г(х -к)- 2/''(*) _ м
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Следовател .но ряд (16) печ Ги всюду на суммиру * гсм МО-годом Римана к /

и

г»

у I ..оремы 3 имеем

у

- с /Л при

’• С 3" И г’՜'.՜ >М I’ 1!“ .4 и Л чависят только от х'.

нискольку 1" • рм1.<г։-лч.’ь’х отрезок, лежащий в 7, 1/ произвольный интервал 
I

л»**аший н ՛/», \\ < фу нация /՛ (л) гладкая, то из (17) следует (15). Лемма доказана.

Г- ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМ 2,1

’• ч.-рглслье^ит Теоремы 2. Из Леммы 3 слепует что

/(0^ + Ах 4֊ В.

1 еорсма очевитна, если с (.-» рдчна нулю вне конечного интервала. Поэтому, не 

о1 рани чина- <՝6։цнос ги, можем предположить. что у?(х) = 0 на (—1, 1). Тогда (см.

(3))

е<р (։/я) (11. (18)

^(/)5 ое । имея. что псгм э г 0и£ - гочка Лебега ф\ нкции 
^(х» 1 , .

тс. -2- = + Ч -։ -•՛)]. то

или регулярная точка.

Е(<) ехр (-?7х) (11. (19)

Напомним, ч го схочимосп и иь и'ч ралов (18) ранномерна на каждом конечном

”4’

/ '(<) ехр ((11 =
281П’

Л(1 - О)*
(1().

\ ՝г нч и ьс՝ 1н»>, ч го ес ли т точка Лебега функции у(^) 
02

или регул я оная точка

1 [^ (

и у? 0) раинн нулю ппс некоторого интервала (см. [6]), го

4(5 0|2 ЛВ
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Поэтому, для доказательства (19) достаточно установить
что для фиксирован­

ного х

Пт зт2 ^*~вЛ
А(х - Ю 119 = ЛТте = о- (20)

Очевидно
<^(х + 0) в։п2
(։ + 9Й ~М>~ м|/х(Д)|<

^(0Обозначим </?•(<) = —— и оценим

Пусть

Тогда (см. (6))

Нт яир 
а —°° 0<Л< 1

= Нт зир
а —сю о<Л< |

Ф(а 4- Л) 
(а + Л)2 (21)

= Нт яир
а —оо 0</1< )

Обозначим

и пусть 1,[ < 12 < ... < 1к < точки экстремума функции

. Функция монотонна на [<М*+1]- Поэтому

|<11с£| точка из интервала [^,^+1]՛ Очевидно, что

< 4-ОО.
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Следовательно, для любого а имеем

Для произвольного £ > 0 сначала можно выбрать сг такое, что второе слагаемое в

(22) было меньше 7 (см. (21)). А затем, учитывая непрерывность функции- Фф(^)։

можно выбрать А настолько большим, чтобы первое слагаемое в (22) тоже было

меньше 7. Таким образом, мы доказали, что

<р(х + 0) я։п2 Л| 
(Т+Т)7 Ав2 <10 = 0.

Аналогичное соотношение имеет место, когда интеграл берется на (—оо,— |х|).

Гем самым установлено (20), а следовательно и (19).

Учитывая (15) и дважды интегрируя по частям внутренний интеграл в (19)

для
ГУ

х / 0, получаем

ГУ

ехр ( — Их)

-у (23)

V

у

У

Из (19), (23) видим, что для завершения доказательства Теоремы 2 нужно

доказать следующие соотношения :

Нт
1 —• ОО

Нт 
Д —

(24)

(25)

где у(у) МОЖСУГ бы ть +(у) или Г'(у).

Исе эти соотношения ус танавливаются аналогично. Например, для установления

(24) при 7 = /՛', подставляя значение Г(х) из (18), получаем

ехр (Ну) (11 (1у —1йп —
А —*оо А

8т А(1 — х) (11 —

л—»ос А(А — х)

А—»оо А ( А — 3՝,) 1г
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Тогда поступаем так же, как при оценивании (21) и (1 1). I еорема доказана.

Отмстим, что при доказательстве Теоремы 2 мы воспользовались только 

представлением (15) и свойством (6). Таким образом, из представления (15) и 

свойства (6) следует, что почти всюду на 1И

(26)

Напомним, что это соотношение справедливо для регулярных точек I 4֊ О 

функции

Поскольку мы считаем, что = 0 па ( — 1, 1), то для установления (26) при 

/ - 0 необходимо доказать

1 [А [и Пт — (1у / /(х) Лх.
Л-’ + ос Л ]_у

Но к силу (15)

[ /(®) = ֊ [ 1Пу) - П-у)] > 
.)-у Л 70

откуда, учитывая (24) и (25) при 7 — Е', получаем (27).

(27)

Доказательство Теоремы 1. Предположим, что х(^) удовлетворяет условиям

Теоремы 1, т.с.

lim
/1 -»о

2
<W) = fW почти всюду,

и на каждом отрезке [д,6] для некоторой последилаIельнос 1 и А^ —* х (н ’ ’К

говоря, зависящей от [а, 6]), выполняется

lim Хьи(х $ [а’ Ч :

огда в силу Леммы 2 для любого т С Ш справедливы соотношения

И

lim л—о
sin ht 

ht
J[x(( + r)-x(()] --

(28)

емlim А
* —оо (29)
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I
■ -ОС

р иЛ/)> ерно >1«՝ т

час।«м и о^снииное соотношение при

ЛуИ- 
ш

.7*

"ХР^*) —֊ (х^ + т) - л(!)| 41 (.10)
\ П V /

и

Следовательно (см (28^ - С*0))

И!)

1 «ищн о точку О

(32>

с»(.мг<> [а. 6) не пп

В силу Лемм։ < 1 . < • 32) и и՛» ш ••»•>< пывн։*'Г'т՝и ч г . ’и < и /'’/)< ՛•

. , х / ' [У , . <Р (■ 4' ) - ’ . _
г / / / >11 • - - — си Ах 4- Я Ч"Я ’ ” г. (31)

' . || “Н

‘ ' 1еоо՛-МЬ» ? ՛■ ки|), ( 1,1) слслуеч (5) (дли Н<’Р Г I г являются регулярными).

»’Орема докл^ягч.

а -С ор ’ЗОЬДНИС Фурье функции

/■ I .VI

/ гЬ\£) *?хр (-Их} их —
1 .%

2бш2_... _ 4-
>Гь՝
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Следовательно

/
4-ао г+по

/(*)- Л)= ехр(։<1)/(()
-ОО -'—ОО

где 5(х,Л) - суммы Римана функции /(г).

В этом случае (см. [2], Теорема 5)

З1п \ 2

-й2֊ Л = 5(։,Л),
2 /

(;и)

л—о почти всюду на Д< (35)

и на каждом [д, Ь]

Нт А • ц < х Е [я,Ь]: эир |5(г,/*)| > А 
I ' л/о

= 0. (36)

Теоремы 4 и 5 следуют из (35), (36) и Теорем 1,2.

Теорема 4.Для того, чтобы х(0 было неопределенным интегралом от пре­

образования Фурье функции /(х) £ £р(-оо, +оо), 1 < р < 2, необходимо и до­

статочно, чтобы

и

2

<**(*) = Дх) почти всюду на R

Нт А н
А—«оо

х £ [а, 6] : зир 
/1/(1

2

на каждом [а, Ч

Теорема 5. Для того, чтобы функция ^(/.) была преобразованием Фурье функ 

ции /(х) 6 Ьр(-оо,+оо), 1 < р < 2, необходимо и достаточно, чтобы

почти всюду на !И

и ни каждом [я, 6] выполнялось равенство

Нт А р

Известно, что если /(х) 6 //р(-сю,+оо), при I <Р_ >
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147)

2 верно равенство (см. [7]։ ГТр

/(О |f|* 1 dl < 4֊оо, при любом р < у < ç. (37)

Известно 1акже, что нс всякая функция, удовлетворяющая условию (37), д > 2 

является преобразованием Фурье некоторой функции из /,р(-оо, |֊оо), - + - - ।
Р Я 

(см. [7]). Георема 5 описывает функции из (-сю, 4-сю), которые являются 

преобразованиями Фурье.

Результаты этой статьи частично анонсированы в [8].

ASTRACT. In the paper the trigono etric integrals Loo
which are Riemann summable are considered, where *(Q has bounded 
variation on each finite interval, at each point *(f) = ֊ [*(i 4֊ 0) 4- y(i — 0)] 
and satisfies the condition lim sup |*(f 4- A) - y(t)| = 0. In particular, if for 

<>< A< i
an integrable on each finite interval function f(x) Нгщ—и f exp(di)x
x (Чгг1)2 = /(x) and for every [a, 6j,

lim inf A A —»ao p < x € [a, 6) : sup
1 h>o

then for every t and x(« + H - x(0 = (C, i)j- Г “ /(i)exp (-։Z։)x

ЛИТЕРАТУРА
. »•

I. А. Зигмунд, Тригонометрические Ряды, т. 2, М., Мир, 1965.
2. Г. Г. Геворкян, “О единственности тригонометрических рядов’’, Мат. сборник, 

т. 180, №11, стр. 1462 - 1474, 1989
3. Г. Г. Геворкян, “О единственности тригонометрических рядов, суммируемых 

методом Римана’’, ДАН СССР, т. 313, №6, стр. 1302 - 1305, 1990.
4 Г. Г. Геворкян, “О тригонометрических рядах, суммируемых методом Рима­

на”, Мат. заметки, т. 52, №3, стр. 17 - 34, 1992.
5. Г. Г. Геворкян, “О единственности кратных тригонометрических рядов”, Мат. 

сборник, т. 184, № 11, стр. 93 - 130, 1993.
6. Е. Титчмарш, Введение в Теорию Интегралов Фурье, Гостехиздат, 1948.
7. Е. G. Titchmarsh, “A contribution to the theory of Fourier transforms,” Proc. 

London Math. Soc. (2), vol. 23, pp. 279 - 289, 1923.
8. Г. Г. Геворкян, “О тригонометрических интегралах, суммируемых метолом 

Римана”, Мат. заметки, т. 45, №5, стр. 114 - 117, 1989.

5 Ноября 1993 Ереванский государственный 
университет


